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Les recherches que j’ai menées pendant ces trois années concernent les chaines de spins
quantiques d’'une part et la physique des systemes désordonnés d’autre part.

La partie systémes désordonnés a pour axe directeur la physique des fermions de Dirac (en
1 ou 2 dimensions) en milieu aléatoire. Lorsqu’un systéme constitué de fermions, avec ou sans
spins, présente une relation de dispersion linéaire a 1’énergie de Fermi, des fermions de Dirac
peuvent émerger comme excitations de basse énergie relativistes.

Le spin de ces fermions de Dirac est un degré de liberté quantique effectif, qui n’est pas
nécessairement & mettre en relation avec un éventuel spin des fermions d’origine. Le fait que la
relation de dispersion soit quasi-linéaire pres des points de Fermi peut étre généralement attribué
a la présence d’une symétrie particule-trou. Les fermions de Dirac libres issus de la linéarisation
des champs preés des points de Fermi peuvent étre perturbés par un terme d’interaction. Un tel
terme peut provenir du développement du hamiltonien autour des points de Fermi. Il peut aussi
correspondre 3 l'interaction effective, résultat de la moyenne sur le terme de couplage quasi-
particules/impuretés. Si ce terme d’interaction préserve la symétrie particule-trou, 'image des
Fermions de Dirac est inchangée, & une renormalisation prés de leur célérité. Dans ce cas, la
physique est toujours décrite par des fermions de Dirac.

La chaine de spins s=1/2 antiferromagnétique est un bel exemple de cela. En effet, le hamil-
tonien de la chaine est équivalent & un hamiltonien de fermions sans spin (dit de Jordan-Wigner),
en interaction, se déplacant sur le réseau de la chaine. Passant & la limite continue, la linéarisation
du hamiltonien autour des points de Fermi méne au hamiltonien d’un fermion de Dirac libre
perturbé par un terme d’interaction quartique. Sur cet exemple, la symétrie discrete de la chaine
équivalente a la transformation particule-trou est une rotation globale des spins d’un angle =
autour d’un axe orthogonal a 1’axe de quantification. Cette succession de transformations sera
rappelée dans le chapitre 1.

En dimension 2, le ceeur de la théorie effective de ces systémes est une théorie de fermions de
Dirac ou de Majorana libres et par conséquent une théorie de Wess-Zumino-Witten. La théorie
de basse énergie du systeme complet est alors équivalente 4 une théorie de Wess-Zumino-Witten
perturbée.

Lorsque la perturbation est non-pertinente ou marginalement non-pertinente, la théorie reste
critique et controlée par le point fixe conforme, avec ou sans corrections marginales. Une telle
situation sera rencontrée dans le chapitre 3, avec un exemple de liquide de Luttinger possédant
un bord, mais aussi dans le chapitre 7 avec le calcul de la densité d’états d’un fermion de Dirac
en masse aléatoire et en dimension 2.

Si la perturbation est pertinente ou marginalement pertinente, la physique aux grandes
distances peut étre celle d’'une phase massive ou bien étre contrélée par un second point fixe. En
fonction de la nature du désordre, on trouvera dans le chapitre 6 des exemples ou la physique
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devient massive sous la perturbation et un exemple ou elle demeure critique mais contrblée
par un point fixe non-trivial (le fermion de Dirac en masse aléatoire et en dimension 1). Le
chapitre 2 qui est consacré & des systémes de spins alternant les couplages antiferromagnétiques
et ferromagnétiques est précisément dédié a la physique d’une phase massive. Dans ce cas, une
fois extrait le modele sigma non-linéaire qui est la théorie des champs idoine de cette phase
massive, la référence aux fermions de Dirac devient sans objet.

Généralement une perturbation qui conduit & une phase massive ne peut étre appréhendée
de fagon analytique que comme un potentiel semi-classique. La courbure du potentiel en un de
ses minima donne alors 1’échelle de masse engendrée. Cette phase massive peut toutefois révéler
quelques surprises. En effet, on verra dans le chapitre 7 que le modele de WZW (nos fermions
de Dirac libres) est entrainé par un terme de masse pertinent vers un modele sigma non-linéaire
(résultant de la minimisation du potentiel semi-classique). Jusque 13 rien de fondamentalement
différent du cas précédemment cité des systémes de spins massifs. Or, & I’opposé de ces derniers,
la physique aux grandes distances du modele sigma non-linéaire que l'on rencontrera dans le
chapitre 7 s’obtient dans la limite de couplage faible. (La chaine de spins effective équivalente &
ce systéme est supersymétrique et non-compacte, ce qui justifiera I'inversion du flot du groupe
de renormalisation en comparaison d’une chaine de spins usuelle). La conductivité du systéme
mésoscopique qui sera ainsi décrit devient infinie; la phase est métallique!

Voici maintenant un guide de lecture rapide de la these. Il est destiné a présenter succincte-
ment le contenu des chapitres. Ceux-ci, comme annoncé, sont regroupés en deux parties portant
pour 'une sur les chaines de spins et pour autre sur (certains aspects) des fermions de Dirac
dans les systémes désordonnés.

Premiére partie

La premiere partie de cette these est consacrée aux chaines de spins quantiques. Il n’y a
pas de cohérence particuliere a trouver entre les deux chapitres de fond que constituent les
deuxiéme et troisitme chapitres. En effet le second chapitre est consacré a la physique d’une
chaine comportant un gap (phase massive) alors qu’on s’intéresse dans le troisieme chapitre aux
propriétés critiques d’une chaine de spins ouverte.

Chapitre 1

Le premier chapitre est un chapitre de généralités sur les chaines de spins quantiques. Je n’y
ai rappelé que ce qui me semblait nécessaire & la compréhension non seulement de la premiére
partie de la thése mais aussi, parfois, & la compréhension de la seconde.

La premiere section de ce chapitre de généralités est consacrée a la construction usuelle du
modele sigma non-linéaire sur la chaine de spins antiferrromagnétique de Heisenberg et de spin
s=1/2. La deuxiéme et la troisiéme section discutent des techniques de théorie des champs mises
en ceuvre pour la chaine massive s=1 et la chaine critique s=1/2. Le chapitre se termine par un
rappel de théorémes généraux qu’on utilisera par la suite.

Chaines de Spins, Fermions de Dirac, et Systémes Désordonnés
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Chapitre 2

Dans le chapitre 2, on s’intéresse & la physique d’une chaine de spins quantiques alternant les
couplages ferromagnétiques et antiferromagnétiques, ainsi qu’a un analogue parmi les échelles
de spins. Outre qu’il existe des réalisations expérimentales de tels systémes, ce modele offre un
point de vue séduisant sur la phase de Haldane de la chaine de spins s=1. L’introduction que
j’en ai faite en début de chapitre est assez détaillée et je n’en dirai pas plus ici.

Chapitre 3

Dans le chapitre 3, on obtient par des moyens analytiques le temps de relaxation longitudinale
d’une impureté non-magnétique au sein d’une chaine de spins. Une prédiction susceptible d’étre
vérifiée expérimentalement par des techniques de résonance magnétique nucléaire est proposée.
Appliquant les mémes techniques & un liquide de Luttinger ouvert, on en déduit une quantité
analogue mesurant les fluctuations de spin au bord du liquide.

Ce chapitre est un complément indispensable & la lecture de la (courte) publication. Quelques
détails des calculs sont donnés et expliqués. De plus, un certain nombre de résultats, de moindre
importance, qui n’ont pas été publiés, y sont mentionnés.

Deuxiéme partie

La partie systemes désordonnés de cette theése posséde comme theme récurrent celui des
fermions de Dirac. Ce type de particules peut en effet apparaitre comme excitations d’un systéme
pur possédant une symétrie contraignante, par exemple une symétrie particule-trou. La théorie
des champs qui correspond & la physique de ce systéme en présence de désordre est en général
moins simple que celle d’une particule sans ”spin”, ou le "spin” est un degré de liberté quantique
d’origine variée. Un exemple de ce type de systeéme est celui de la transition entre plateaux dans
I'effet Hall quantique entier.

J’insiste sur le fait qu’on ne considérera jamais ici les interactions entre particules. Les
propriétés statistiques que nous recherchons sont des propriétés a une particule.

Chapitre 4

Dans le chapitre 4, j’introduis deux exemples de systémes se ramenant & des fermions de
Dirac aléatoires en dimension 2 (des exemples en dimension 1 seront directement donnés dans
le corps du chapitre 6). Le premier est celui de la physique de la transition entre plateaux de
leffet Hall quantique entier. C’est I'occasion de présenter les multiples facettes techniques de ce
probléme : modeles sur réseau, chaine de superspins et modele sigma non-linéaire. Le calcul de la
chaine de superspins est une version personnelle du calcul non-publié de Read. J’ai bénéficié pour
cela de discussions avec Vincent Pasquier et Didina Serban. La construction générale du modele
sigma non-linéaire & partir de la chaine de superspins que je donne est une généralisation d’un
travail de Read et Sachdev. Le reste de ce qui est présenté dans ce chapitre n’est pas original.

La derniére section du chapitre est consacrée & la supraconductivité (onde d) dans un milieu
désordonné de symétrie D. 1l s’agit du deuxiéme exemple d’intervention des fermions de Dirac
dans la physique des systémes désordonnés. La construction du modele sigma non-linéaire associé
est précisément 1’objet du chapitre 7.

M. BOCQUET
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Chapitre 5

Le chapitre 5 répond & un double objectif. D’abord mettre en valeur, autant que faire se
peut, une partie du travail effectué pendant la premiére partie de cette thése; le second est de
présenter deux questions relatives & D'effet Hall quantique entier (I’absence de singularité dans
1”’énergie libre” et la multifractalité), et susceptibles d’étre systématiquement soulevées dés lors
qu’on étudie un systéme constitué de fermions de Dirac en milieu aléatoire.

Chapitre 6

Le chapitre 6 est dédié au calcul de la densité d’états d’un systéeme d’un fermion de Dirac
en dimension 1 et en milieu aléatoire de nature variable.

Les conventions de signes different notablement de celles utilisées dans la publication. Alors
que les résultats physiques n’en dépendent pas, certains raisonnements, notamment lorsque
des fonctions de Bessel sont présentes, peuvent différer de fagon significative! Accessoirement
plusieurs fautes de frappe et erreurs mineures ont été corrigées ici. Pour ces raisons, j’encourage
le lecteur & se tenir & la présentation faite ici et non & celle de la publication. Enfin, je présente
dans 'appendice B un complément inédit & ce chapitre.

Chapitre 7

Comme annoncé plus haut, le chapitre 7 est consacré & la physique d’un supraconducteur
(onde d) dans un milieu aléatoire brisant la symétrie de rotation du spin et I'invariance par
renversement du temps. Il est équivalent de dire qu’on étudie un systéme de fermions de Dirac
en masse aléatoire.

Le chapitre reprend les grandes lignes de la publication. Quelques calculs different de la
version officielle. J'y donne, en plus, un exemple de réalisation intuitive sur réseau désordonné
de la symétrie D et, via la limite anisotrope, un modele sigma non-linéaire associé.

* ok %

Franglais

Je souhaite qu’on me pardonne quelques usages de franglais, désormais courants en physique
au point qu’il est difficile de s’en passer. En particulier, j’utiliserai la terminologie de gap pour
désigner un écart entre niveaux d’énergie et, de 1a le plus souvent, ’écart en énergie entre un
fondamental et son premier état excité. J’emploierai également le terme de cut-off pour désigner
une coupure dans un spectre énergétique.
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Chapitre 1

Généralités sur les chaines de spins
quantiques

On ne traitera dans ce chapitre que de chaines antiferromagnétiques, qui seront celles que ’on
rencontrera dans les deux parties principales de cette thése. La plupart des résultats mentionnés
dans cette introduction sont bien connus. Ce chapitre est donc un préambule aux deux chapitres
qui suivent. Si les questions sont abordées dans l’esprit de la physique des chaines de spins,
nombre de raisonnements et résultats s’appliquent encore & la physique traitée dans la seconde
partie de cette thése (systémes désordonnés et fermions de Dirac).

Dans ce chapitre, je n’aborderai que tres peu les aspects expérimentaux et numériques de la
physique des chaines de spins. Des détails seront donnés au besoin dans le corps des chapitres
2 et 3. C’est toutefois une discipline ou il existe un réel et stimulant échange entre les trois
approches. Pour obtenir une image claire et concise de la physique expérimentale des chaines de
spins & l'usage du théoricien pressé, je recommande la lecture du premier chapitre de la these
de Vivien Brunel [21].

On considére donc une assemblée unidimensionnelle de spins de groupe de symétrie SU(2).
Ce sont des opérateurs appartenant & une représentation de l’algébre de Lie (compacte) su(2),
indexée par un entier ou demi-entier s, appelé communément le spin. Ces spins sont couplés a
courte distance (plus proche voisins) par une interaction antiferromagnétique (appelée échange).
Le hamiltonien de cette chaine de spins s’écrit :

H=Y 7SS
i

J est Iintensité du couplage et I'entier 7 indexe le site des spins. Outre qu'un tel modele est
I’archétype d’un systéme en interaction de basse dimensionnalité sur lequel on peut appliquer
les nombreuses techniques de théorie des champs, il bénéficie désormais d’un grand nombre
de réalisations expérimentales. Au prix de quelques efforts et du développement de techniques
performantes (DMRG par exemple), il a également fait ’objet de nombreux travaux numériques.
De plus, si la forme du hamiltonien est on ne peut plus simple, la physique qui se développe a
basse température est d’une grande richesse. Mieux, il arrive souvent que les manifestations de
sa nature quantique échappent totalement & l'intuition classique.

Les outils de théorie des champs qui ont été développés ont donc pour objectif de décrire la
physique de basse énergie. L'un de ces outils, qui présente 1'atout considérable d’étre de nature
non-perturbative, est le modele sigma non-linéaire.

M. BOCQUET
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4 Généralités sur les chaines de spins quantiques

1.1 Modele sigma non-linéaire pour les chaines de spins antifer-
romagnétiques

On peut construire un modéle modele sigma non-linéaire aussi bien dans le formalisme la-
grangien qu’hamiltonien. Si, en principe, les deux formalismes sont équivalents, les subtilités
(termes topologiques) émergent de facons substantiellement différentes dans les deux cadres!.
On se fondera ici essentiellement sur ’approche lagrangienne (intégrale de chemin) mais je don-
nerai un bref apercu de ’approche hamiltonienne.

1.1.1 Etats cohérents de spins

Dans la construction de l'intégrale de chemin pour le hamiltonien de la chaine de spins, le
souci majeur est de maintenir explicite 'invariance par rotation. On utilise pour cela une base
d’ états cohérents qui respecte la symétrie, au prix d’étre surcompléte (en particulier les états ne
sont pas orthogonaux). Cette base est en général construite sur un état de plus haut ou de plus
bas poids d’une représentation de la symétrie respectée (ici SU(2))2. La famille est engendrée
par l'action du groupe sur ce vecteur. La symétrie effective des états engendrés est le groupe
de symétrie du hamiltonien quotienté par le groupe d’isotropie du vecteur cyclique choisi. Dans
notre cas c’est ’espace symétrique SU(2)/U(1). Une fagon systématique d’en déduire I'intégrale
de chemin pour tout groupe de Lie (raisonnable) sera présentée dans le chapitre 4. Dans le cas
particulier de SU(2)/U(1), on préfére généralement une formulation du type espace homogene
qui consiste & remarquer que l'espace symétrique SU(2)/U(1) peut étre paramétré par un vecteur
unitaire sur la sphére S2. Considérons donc un spin S et dotons-le d’une base d’états cohérents.
Concretement, on définit la famille d’opérateurs

.o ng/An
gn = €xp 90— 8 ,
Ing A n

indexée par le vecteur unitaire n. ny est un vecteur directeur arbitraire que I'on choisit pour
diriger I’axe de quantification Oz. Donc ng = (0,0, 1). Une fois cet axe choisi, on définit |Q2), le
vecteur de plus haut poids [Q2) = | 1) dans ’espace de Hilbert de spin s & 2s + 1 dimensions.
L’angle 6 (co-latitude) est défini par cos § = ny.n. La famille d’états cohérents est alors construite
comme |n) = g,|Q2). Méme si cette famille est surcompléte, on peut lui associer une résolution

de lidentité 5 )
S /Dn|n)(n| _1,

47

ol D est la mesure sur la sphére S?. Techniquement, il est important de connaitre la valeur
moyenne prise par les opérateurs de spins S sur un quelconque de ces états cohérents. On trouve
(n|S|n) = sn. Rien d’étonnant donc a ce que, dans la limite classique du modele, n; s’identifie
au spin classique. Une telle famille d’états cohérents est donc supposée construite pour chaque
spin en chaque site ¢ de la chaine.

'Passer d’une représentation lagrangienne a une représentation hamiltonienne, c’est effectuer une transfor-
mation de Legendre (lorsque la dynamique n’est pas singuliere). Or les termes topologiques sont issus du terme
de conjugaison des variables dans la transformation de Legendre. Ce qui explique partiellement les surprenantes
différences entre les deux formalismes.

211 existe en fait plusieurs maniéres de les construire, d’'un point de vue mathématique, mais aussi physique.
Par exemple on peut les définir comme les états qui minimisent I’inégalité de Heisenberg, c’est-a-dire les plus
proches intuitivement d’un état classique.

Chaines de Spins, Fermions de Dirac, et Systemes Désordonnés
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1.1 Modéele sigma non-linéaire pour les chaines de spins antiferromagnétiques 5

Utilisant la résolution de 'identité, on peut maintenant aisément construire I’action :

s  ir ( n(r)in(r +a)) =1 _ <n<T)|H|n(T>>) |

a

ou a est le pas du réseau de la chaine. Le terme cinétique foﬁ i(n|d|n) s’appelle une phase de
Berry. Son évaluation n’est pas chose immédiate (voir chapitre 4). Pour notre présent probléme,
on obtient, en notant A le produit vectoriel tridimensionnel,

B 1 B
s Wn] E/O i(n|dn) = 3/0 du/0 drn(r,u). (Orn(r,u) A Oyn(r,u)) .

n(7,u) est un prolongement continu sur la variable u de n(7) de telle maniére que n(r,u =
1) = n(7). Si 'on suppose maintenant que les seules contributions significatives a 'intégrale
de chemin proviennent des configurations n qui tendent & l'infini vers une constante (dans le
plan espace-temps), alors on peut compactifier cet espace-temps. n(7) décrit donc une trajectoire
fermée sur laquelle s’appuie n(7,u). La phase de Berry s’interpréte alors clairement comme aire
sur S2 délimitée par n(7). Cette aire est définie modulo un multiple de 47 qui ne contribue pas
dans l'intégrale de chemin car s est demi-entier. Autrement dit la multivaluation de Wn], qui
ne dépend de l'arbitraire du prolongement que modulo 47, n’a aucune conséquence physique.
L’action prend donc la forme :

S = /dt Z J32ni.nz'+1 + ZSW[HZ] .

1.1.2 Physique de basse énergie
Décomposition semi-classique des champs

S’inspirant des modes semi-classiques de plus basse énergie de la chaine, les champ de vecteurs
n; sont ensuite décomposés selon

ny; = lp; — s®y;
ng; 1 = loip1 +8Poip1

ot le champ de vecteurs ®; (aimantation alternée locale) est un champ de norme unité (®? = 1)
et ou le champ 1; est contraint & satisfaire ®;.1;, = 0. L’inspiration de cette décomposition est
semi-classique car elle imite I’ordre de Néel & courte portée, c’est-a-dire la configuration de basse
énergie classique ou les spins sont anti-alignés. La brisure de symétrie sous-jacente est évitée
parce qu’on autorise cet ordre (®;) & changer continiment le long de ’axe de la chaine. C’est
au demeurant un impératif, puisqu’en dimension 1, il n’y a pas brisure de symétrie (compacte,
théoréeme de Mermin-Wagner qu’on rappellera & la fin de ce chapitre).

Supposons maintenant que 1; soit de I'ordre de grandeur de a, le pas du réseau. Sous cette
hypothese, il est possible de prendre la limite continue de I’action S, qui dépend alors des champs
l(z,t) et ®(x,t).

Parce que la chaine est antiferromagnétique, les phases de Berry de deux spins consécutifs
forment le terme [[drén.n A 9:ndz, o dn est la variation spatiale du champ n. Il sort de ce
terme une contribution linéaire en 1, qui sera éliminée par intégration pour donner la dérivée
temporelle du champ .

I sort également un terme qui s’écrit I[®] = 0Q, avec § = 2rs et Q = - [[dzdr .0, N0, D.

M. BOCQUET
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Un soupcgon de topologie

Q s’identifie au nombre d’enroulement algébrique de la sphére sur elle-méme, qui est un
entier relatif. T'[®] est donc de nature topologique. Par définition ce nombre appartient au
groupe fondamental II,(S?). Or

TI,(S%) = I (SU(2)/U(1)) = Ker (I (U(1)) — 1 (SU(2))) = Z.

J’ai choisi d’écrire le Ily des configurations de champs, non pas directement comme le Ily de la
sphére (qui est un résultat standard), mais comme celui d’un espace quotient, parce que cela
met en évidence la maniére dont les configurations peuvent étre écrites avec un parameétre clas-
sique (n) plus une contribution topologique, donc de nature purement quantique. Autrement
dit ce qui est perdu dans la construction semi-classique des états cohérents (c’est-a-dire la res-
triction de SU(2) a SU(2)/U(1)) est retrouvé dans la topologie non-triviale des configurations
de champs classiques. Une fagon séduisante de comprendre cela est d’interpréter ce passage de
degrés de liberté quantiques & des degrés de liberté classiques auxquels on ajoute une distinction
topologique des configurations, comme la fibration de Hopf de SU(2) ~S3 sur SU(2)/U(1) ~S2.
L’apparition de la distinction topologique sur les configurations provient de ce que le fibré est
non-trivial. La connexion, définie sur la base, est celle d'un monopdle. Le terme topologique
peut ainsi étre réinterprété comme la courbure de cette connexion sur la sphére ou encore étre
identifié au flux du monopdle.

Action effective

Parce que 'on a supposé que 1l est de 'ordre de grandeur de a, I'action est quadratique et
locale en 1, de sorte que le champ peut étre éliminé de ’action par une intégration gaussienne.
L’action finale effective dans le champ @ est :

S = 1[4 + //dtdx% (%(3@)2 - c(8$<I>)2) , (1.1)

ou g est la constante de couplage du modéle sigma non-linéaire ¢ = 2/s et c est la célérité
c=2Js.

D’apreés les arguments donnés précédemment, I'[®] = 6Q prend une valeur entiére ou demi-
entiére selon que le spin est entier ou demi-entier (respectivement). Le terme topologique ne
contribue donc pas a l'intégrale de chemin des chaines de spins entiéres, alors qu'’il scinde en
deux la fonction de partition des chaines de spins demi-entiéres, selon que les configurations
effectuent un nombre pair ou impair de torsions.

1.1.3 Groupe de renormalisation

On a vu que le terme topologique correspondait & la valeur prise par une forme fermée sur
une configuration du champ ®. Une telle forme échappe donc & la théorie de perturbations.
Reste le terme cinétique du modeéle sigma non-linéaire. La constante de couplage g évolue sous
le groupe de renormalisation comme

dg _g_2
dlnl 27’

ou le facteur d’échelle £ se comporte comme une distance, de sorte que le flot nous ameéne
dans l’infrarouge vers le couplage fort. Pour une chaine entiere, et donc en ’absence de terme

Chaines de Spins, Fermions de Dirac, et Systemes Désordonnés
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topologique, on peut en toute vraisemblance estimer que le flot conduit le systéme vers une
phase massive. La question est plus délicate pour une chaine de spin demi-entier puisque 1'on
ne controle pas les effets non perturbatifs du terme topologique sur le flot. Pour la chaine de
spins s=1/2, on sait par d’autres moyens (Ansatz de Bethe, bosonisation) que le flot conduit &
un point fixe que 'on sait décrire. Mais le probléme demeure pour des groupes de symétrie plus
complexes (voir chapitre 4) et continue d’enflammer nombre de spécialistes.

1.1.4 Approche hamiltonienne

Dans ’approche hamiltonienne du modele sigma non-linéaire, on définit les opérateurs :
1 1
P, = o (S2i+1 — S2i) et 1= 2 (S2i+1 + S2i) -

Sur un bloc de deux spins indexés par les sites 27 et 2¢+ 1, de largeur 2a, ces opérateurs vérifient
les relations de commutation

1, 1. 1 .
(14,1 = 5 €abel” (1, 8" = 5 f €abe &° (@, ") = 52 1 €abe B°.
Dans la limite semi-classique s — oo et, prenant la limite continue de ces champs (le bloc est de
taille 2a), on obtient

[1%(2), ()] = ieape I°6(z —a')  [%(2),2°(2)] = i€ ®0(z —2')  [8%(x),2"(a")] = 0.

De plus les opérateurs satisfont ®.1 = 0 et n? = 1+1/s—(a?/s?)12. Ces relations de commutation
conférent aux opérateurs une interprétation étonnante. Si I’on considere que I’opérateur vectoriel
n indique la position d’une particule quantique, alors le champ vectoriel 1, dont les composantes
satisfont I’algébre des générateurs des rotations, s’identifie & 'opérateur de moment cinétique de
cette particule.

On développe alors (avec précaution) les termes de couplage, pour obtenir le hamiltonien
continu

H= J/d; (41 + 25° (0,@) — 25 (10, @ + 0, 1)) ,

qui est factorisé sous la forme :

H—/d clg(1--2 o0 2+1(a<1>)2
= 1‘2 g an 2 p T ’

avec une célérité ¢ = 2 J s, une constante de couplage g = 2/s et un angle topologique 6 = 27 s.
11 est possible de calculer le lagrangien associé & ce hamiltonien (voir [80] pour une preuve tres
claire) qui donne précisément ’action 1.1. A priori, il n’est pas certain que le terme —% 0, P
corresponde au terme topologique de la version lagrangienne. Ce qui trahit sa nature est le fait
qu’il ne soit pas invariant sous la transformation de parité (z — —z). Un tel terme ne devrait
pas étre autorisé puisqu’il ne respecte pas une symétrie naturelle du systeme. A la différence du
terme topologique lagrangien dont I'invariance sous la parité est superficielle et non-physique, il
n’est pas ici aussi simple de se convaincre que la symétrie est physiquement toujours présente.

M. BOCQUET
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1.2 La phase de Haldane de la chaine de spins s=1

1.2.1 Modele sigma non-linéaire et gap de spin

Revenons au cas de la chaine de spin entier. La phase massive est caractérisée par une masse
m, que 'on dit engendrée dynamiquement. On I'appelle ainsi parce qu’aucune échelle d’énergie
n’est présente dans le systéme, & la seule exception du pas du réseau a mais dont on ne congoit
pas qu’il dicte la physique de basse énergie. Elle est donc apparue spontanément ! Toutefois, en
pratique, elle dépend bien du cut-off A = 1/a. Une telle dépendance n’est raisonnable que si
cette masse ne varie pas sous ’action du groupe de renormalisation® :

(515 + #o) 3y ) m=0. (12)

ce qui conduit & I'estimation :
m=Ae*"9 = Ae™s,

Une preuve approchée, mais se déduisant de I'action de facon analytique, sera donnée dans le
chapitre 7 sur un exemple analogue (mais régi par un groupe de symétrie moins simple). Le
gap de spin, c’est-a-dire la différence d’énergie entre le fondamental et le premier niveau excité,
est relié & la masse par A = ,/gcm. La présence d’une phase avec gap a été pressentie par
Haldane [57, 58]. Tres différente d’une phase critique, elle donne lieu & des comportements activés
(exciter le systéme requiert une énergie finie) & basse température. Par exemple la susceptibilité
magnétique se comporte comme
X(T) oc e,

VT

a basse température [69]. La longueur de corrélation peut étre reliée & l'inverse du gap :

cl
,a

uant aux corrélations de spins, elles s’obtiennent du propagateur massi + £7%)7! par
Quant Slati de spins, elles s’obti t du propagat if (k2+¢&2)71p
transformation de Fourier :

— |i—j|/€
e li—3l/

(S:.8;) oc (—1)" 7 (®;.8;) o (—1)’ =

La chaine de spins s=1 est donc un exemple de systéme a température nulle qui est désordonné
par les fluctuations quantiques.

4

1.2.2 Fonction d’onde a liaisons de valence solides

Une fonction d’onde a liaisons de wvalence solides (ou fonction d’onde VBS pour Valence
Bond Solid) est une fonction d’onde qu’on espére étre une bonne approximation variationnelle
du fondamental d’un systéme de spins. L’idée est de construire une fonction d’onde invariante

3Cette masse est de nature non-perturbative, ce qui ne empéche pas de devoir satisfaire ’équation avec une
fonction B(g) calculée perturbativement.

4Désordonné en ce sens que les fluctuations sont suffisamment grandes pour couper sur de tres courtes distances
les corrélations.

Chaines de Spins, Fermions de Dirac, et Systemes Désordonnés
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sous les rotations globales, donc un singulet de spin, en imposant cette condition localement,
c’est-a-dire sur toutes les paires de spins voisins. Il est commode d’exprimer la fonction d’onde
VBS en utilisant le formalisme de seconde quantification. Pour cela, on introduit les bosons dits
de Schwinger.

Bosons de Schwinger

Il existe plusieurs maniéres de reconstruire les opérateurs de spins (bornons-nous ici a SU(2))
a partir d’opérateurs de création/annihilation bosoniques (voire fermionique pour le spin s=1/2) :
bosons de Holstein-Primakoff, de Dyson-Maleev ou de Schwinger. Ces derniers s’écrivent pour
un opérateur vectoriel de spin :

~ ~ ~ 1
+ _ ot - —pt z— Z(qf {
S a'b, S bla, S 2(aa bb).

L’avantage, manifeste, est que ces opérateurs sont quadratiques en les oscillateurs. L’inconvénient
(majeur) est qu’il est nécessaire de les contraindre par la relation ata + bt b = 25, puisque les
représentations unitaires sont de dimension finie. Sous forme covariante vectorielle les opérateurs

de spins s’écrivent
~ 1 a
Y
S 2(a,b)(f ( b)'

On notera que dans le cas particulier de la chaine de spins s=1/2, les opérateurs de création/anni-
hilation bosoniques peuvent étre remplacés par des opérateurs fermioniques.

La fonction d’onde VBS

On introduit donc pour chaque spin S; de la chaine une représentation de 'opérateur en
bosons de Schwinger a; et b;. La fonction d’onde VBS d’une chaine de spins s, avec s entier, et
seulement entier, est définie par

vBS) =[] (a;f bl — b} a;)s 10),
(i.d)

ou |0) est le vide bosonique et ou (i, j) désigne les paires de spins plus proches voisins. Dans le
cas de la chaine de spins s=1, cette construction est équivalente a faire de chaque spin s=1 la
somme de deux spins s=1/2. Comme on souhaite obtenir un état de spin s=1, les deux spins
doivent se trouver dans 1’état triplet. C’est-a-dire qu’on les symétrise. Puis chaque spin s=1/2
d’une paire est antisymétrisé avec le spin s=1/2 le plus proche de la paire adjacente, de fagon
a ce que 'on obtienne bien un état final singulet de spin. On représente graphiquement cette
construction par le schéma de la figure 1.1. Pour des amplitudes de spins s plus élevées, on
introduit autant de paires de spins s=1/2 qu’il est nécessaire pour former le spin s.

FiG. 1.1 — Construction de la fonction d’onde VBS, par scission des spins s=1 en des paires de
spins s=1/2, puis antisymétrisation.

M. BOCQUET
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11 est utile d’exprimer cette fonction d’onde sur la base des états cohérents de spins (|n))nesz
[6]. Pour cela, on écrit ces derniers & ’aide des bosons de Schwinger. Considérons 'opérateur

&\:uaJH—'ubT.

Sous I'action d’une rotation R = exp (z n§) € SU(2), il se transforme comme (confére chapitre
4)

A t
RPp R = Rep. ( ZT )

avec ¥ = (u,v)! et R = exp (in.S) € SU(2), les opérateurs de premiére quantification.
L’état cohérent |ng), dirigé selon l'axe de quantification, s’exprime clairement dans le for-

+ 2s
malisme de Schwinger : |ng) = (a(gs)' |0). Pour obtenir I’état cohérent |n), il suffit donc de faire

subir au précédent une rotation de spin amenant ng sur n :

t oy ph) % 4 .
|n) = %\O) avec u = cos(0/2)e?? et wu=sin(0/2)e /2,
s)!

ou 0 et ¢ sont les angles d’Euler de la rotation. Ce lien établi, il est facile de calculer les
amplitudes ¥(n) = (n|VBS), ou cette fois-ci n désigne la collection des vecteurs n; des états

cohérents. Elles valent
W) = @I [T (o "
B .(i j) 2 .
J

Alors on peut exprimer la fonction VBS sur la famille des états cohérents :

IVBS) = 234:; ! /Dn\Il(n)|n).

Corrélations de la fonction d’onde & liaisons de valence solides

Et les fonctions de corrélation de la fonction VBS sont alors données explicitement par des
intégrales statistiques :
[Dn |¥(n)[? n;.n;

JDn|¥(n)]?

(8i.8j) = (s +1—6i5)(s+1)
Les auteurs de [6] en ont déduit la fonction de corrélation
o 92 —|i—4]
S8 o (-1 (14 2)
s
associée & la longueur de corrélation £ = In(1 + 2/s).

1.2.3 Hamiltonien parent de Affleck-Kennedy-Lieb-Tasaki

Dans la physique des chaines de spins, on utilise souvent le procédé qui consiste a remonter
d’une fonction d’onde variationnelle au hamiltonien parent dont elle serait le fondamental. Le
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hamiltonien parent est différent du hamiltonien physique d’origine, mais on espére (espoirs
généralement fondés) qu’il en est proche.

C’est précisément ce que 1’on peut faire subir a la fonction d’onde VBS. Pour la chaine de
spins s=1, on constate que les spins appariés ne peuvent étre dans un état de spin s=2, par
construction méme de la fonction VBS. Exprimant donc que les projecteurs locaux sur les états
de spin s=2 annihilent la fonction d’onde, on montre qu’elle est le fondamental d’énergie nulle
du hamiltonien AKLT (pour Affleck-Kennedy-Lieb-Tasaki)[4] :

1 2
Hawer = Z Si-Siy1 + 3 (Si-Siy1)” + 3
i

Pour ce qui nous intéresse, le fait essentiel est qu’il a été montré numériquement [117, 119] que
ce hamiltonien appartient bien & la phase de Haldane. On peut donc espérer transposer quali-
tativement certaines propriétés qu’il est possible d’obtenir analytiquement sur ce hamiltonien,
a la physique des chaines de Heisenberg de spin entier.

1.2.4 Un ordre caché

Le fondamental du hamiltonien AKLT, c’est-a-dire la fonction d’onde VBS, peut se développer
sur la base des états de spin s=1/2 polarisés selon I’axe Oz. On utilise pour cela la construction
de premiére quantification de la fonction d’onde :

1 N
|[VBS) = (E) Z ooy, ﬁi>6,3i06i+1 lovig1, ﬁi+1>6/3¢+1a¢+2 |iyo, Bit2) - - -
{ai}i{Bi}i

avec |, Bi) = |a;) ® |Bi) + |Bi) ® |as). N est le nombre de spins composant la chaine. En termes
d’états polarisés selon Oz de spin s=1 projetés sur Oz, la fonction d’onde est une somme sur les
configurations

1\ P
|VBs>:<E> Y )P ene0e|-1)e1)e|o)...

config.

L’antisymétrisation des composantes s=1/2 adjacentes impose que les spins de ces composantes
soient opposés. Il est simple de se convaincre que les seules configurations qui contribuent peuvent
s’écrire comme un ordre de Néel dilué. C’est-a-dire que 'on part d’un état de Néel & N — Ny
spins 1) ® | —1)®|1) ® | — 1) ® ..., puis on insére Ny états de spin nul entre les spins 1 et -1. Cet
ordre (caché!) peut étre mis & jour a l'aide du parametre d’ordre 5’; = (exp (z'7r Zi:l sz) S%).
Une observable appropriée, appelé parametre d’ordre string, est la fonction de corrélation

j—1
Of = (5’55‘;)11 = (S7 exp (’iﬂ' Z Sﬁ) Si)m-
n=1+1
De méme que pour la fonction de corrélation, il est possible de calculer le parameétre d’ordre O%,
pour la fonction d’onde VBS : limj;_j_,, OF; = 4/9 # 0.

Comme on pense que la fonction d’onde VBS est similaire au fondamental de la chaine de
spins s=1, ce parametre d’ordre y a été calculé numériquement. Sa valeur est de 0.37. Et de
14 de penser que la phase de Haldane posséde le méme ordre caché. On qualifie alors la phase
gappée de liguide de Haldane du fait de la dilution de 1'ordre de Néel.

M. BOCQUET
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Brisure d’une symétrie Zy X Zo

Kennedy et Tasaki ont montré [72] que, pour la chaine de spins s=1, le parameétre d’ordre
est associé & la brisure d’une symétrie discrete, la brisure engendrant alors le gap. Pour cela,
ils ont construit une transformation unitaire U sous laquelle le parametre d’ordre string devient
un parametre d’ordre ferromagnétique plus conventionnel. Bien entendu, la transformation n’est
pas locale, et le hamiltonien obtenu non plus. Plus précisément, si on appelle H = UHU ! le
hamiltonien transformé, on a :

O*(i, 5)[H] = O, (i, ) [H], (1.3)

ou Of,,,(4,5) = (57 S%) j- Le hamiltonien transformé est de la forme :

H = =37 [S7871 + 85850 — SY explim (5] +57,1)) St
J
Ce hamiltonien est invariant sous le groupe fini des rotations discretes d’axes Ox, Oy et Oz et
d’angle m. Comme 'une des rotations est engendrée par le produit des deux autres, la symétrie

du systeme est Zg X Zo. On peut démontrer que les brisures des deux symétries Zso, pour la
chaine de Heisenberg et pour la chaine AKLT conduisent & la méme phase.

Autre manifestation de 1’ordre caché

Il existe une manifestation bien plus spectaculaire de 1’ordre caché que le calcul du parametre
d’ordre string. Considérons une chaine finie de spins s=1. Si la perspective VBS du fondamental
est correcte, alors il doit rester quatre degrés de liberté correspondant aux quatre polarisations
des deux spins s=1/2 aux deux extrémités de la chaine. Les deux spins s=1/2 ne participent pas
aux états de valence. Une représentation en liens de valence est donnée sur la figure 1.2.

lo——Coes—Coos oo Coos o

Fic. 1.2 - A gauche, les spins des extrémités ne forment pas des liens de valence. A droite, le
calcul numérique de I'aimantation locale pour deux chaines de taille finie [94].

Un test numérique de cette prédiction que l'on doit & Kennedy [71] est le calcul de I'aiman-
tation locale le long de la chaine finie et a été donné dans [94]. Comme prévu, 'aimantation
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locale, nulle dans le volume, croit rapidement lorsque ’on s’approche des deux extrémités (voir
figure 1.2).

1.3 La chaine de spins s=1/2

L’approche des chaines de spins s demi-entier par le modeéle sigma non-linéaire, aussi séduisante
soit-elle, conduit & une impasse technique. On verra dans le chapitre 4, que le méme type d’im-
passe est apparue dans les travaux de Pruisken [110] dans la recherche de la théorie des champs
permettant de décrire la transition de ’effet Hall quantique entier. Si le probléme n’a pas encore
trouvé de solution pour effet Hall, il est résolu dans le cas de la chaine de spins s=1/2 (beaucoup
moins clairement pour les s demi-entiers supérieurs). Un arsenal de méthodes non-perturbatives
a4 méme de décrire la physique critique du systéme peut en effet étre déployé.

1.3.1 Bosonisation abélienne

Dans cette sous-section, nous allons décrire la bosonisation abélienne de la chaine de spins
s=1/2. A 1la différence de la bosonisation non-abélienne, la version abélienne ne respecte pas la
symétrie SU(2) du hamiltonien. Cette derniére n’est plus manifeste. On considére une version
étendue anisotrope de la chaine de Heisenberg (dite XXX), que 'on nomme chaine XXZ :

1
H=3 > (St Smi+ S Sh)+AD> SiSh
n

n

~ ~ . ~

-~

Hxy Anisotropie

avec S;7 = S% +4S) et S, = S —4Sy. La valeur de I'échange J a été prise égale & 1. Nous
verrons que la théorie de perturbations sera développée autour du point fixe constitué par la
chaine XY dont le hamiltonien est donné par H xy. Dans cette perspective, le terme d’anisotropie
est considéré comme une perturbation. Le point fixe de la chaine isotrope (A = 1) n’est donc pas
accessible perturbativement. Toutefois il est possible de remédier & cet inconvénient. La chaine
est en effet intégrable au moyen de I’Ansatz de Bethe et ’on peut utiliser une partie des résultats
pour substituer des coefficients exacts aux coeflicients perturbatifs, dés lors qu’ils ont été mis
en correspondance. La supériorité de 1’Ansatz de Bethe s’arréte ici puisque I'on ne sait pas en
tirer les fonctions de corrélation. Ceci connu, il est en pratique plus agréable de travailler dans
le cadre de la bosonisation abélienne, car on sait décrire aisément le point fixe au moyen d’une
théorie de bosons libres. Voyons comment on y arrive.

Transformation de Jordan-Wigner

Une premiere transformation de caractére non perturbatif est la transformation de Jordan-
Wigner. Cette transformation est exacte et associe au hamiltonien de la chaine de spins, un
hamiltonien de fermions libres sans spin. Les fermions se meuvent sur le réseau et sont en
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interaction. La transformation s’écrit :

St = (~1)"c cos <7r Z clncm> ,
m<n

S, =(-1) cncos<7chTcm>,
m<n

La transformation est manifestement non-locale. Le facteur non local (string) cos (7r Y om<n c;rncm)
a pour role de forcer les opérateurs de spin a commuter de site & site. En effet, a la différence
des opérateurs de spin, les opérateurs fermioniques anticommutent. Il est clair que selon que
l’aimantation locale au site j le long de Oz vaut m = 1/2 ou m = —1/2, le site est occupé par un
fermion ou ne ’est pas. Effectuant donc la transformation de Jordan-Wigner sur le hamiltonien,
on obtient :

:—tZ(n+lcn+c cn+1)+AZ cn—1/2 (n+1cn+1_1/2) ,

avec dans notre cas ¢ = 1. Au hamiltonien de la chaine XY correspond donc un hamiltonien de
liaisons fortes de fermions libres (terme de hopping). Le terme d’anisotropie est devenu un terme
d’interaction. Le hamiltonien de liaisons fortes se diagonalise en Ho = —t >, cos(ka) c}; ck. On
rappelle que a est le pas du réseau. Le fondamental du systéme libre est obtenu en remplissant la
mer d’états d’énergie négative. En ’absence de terme de champ magnétique, cela correspond au
demi-remplissage des états, soit un fermion tous les deux sites. En référence & ce fondamental,
on peut recourir & un ordre normal et écrire :

H = —tZ(cLch—l—chnH) —i—AZ:chn ::c};chH D,
n n

On reviendra en détail sur ce hamiltonien dans la seconde partie de cette thése lorsque les liaisons
t seront désordonnées.

Jusqu’a présent il n’a été fait usage d’aucune approximation. Nous nous intéressons main-
tenant & la physique de basse énergie et souhaitons prendre la limite continue du hamiltonien.
Tout repose alors sur le caractére unidimensionnel du systeme.

Limite continue

On s’intéresse aux excitations du spectre de basse énergie, c’est-a-dire aux excitations de
grande longueur d’onde. Ces excitations sont de deux types : il y a les excitations particule-trou
de moment nul (kK = 0) et il y a celles & grand moment transféré (k = 2kp). On cherche donc
a linéariser la bande électronique au voisinage de la surface de Fermi et & ne considérer que les
fermions R se déplagant vers la droite (d’impulsion % telle que |k — kp| < k) et les fermions L
se déplacant vers la gauche (d’impulsion k telle que |k + kr| < kr). Cette procédure nécessite
d’introduire un cut-off A <« kp afin d’éviter les doubles comptages de fermions. A la limite
continue, les sommes discrétes sont remplacées par des intégrales, et la décomposition en modes
de Vopérateur fermionique s’écrit :

—kp+A kp+A
¢, = eikF"a/ dk i(k+kp)na + eikpna/ % cp € i(k—kr)na

kp—A 2
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D’ot, & la limite continue :

P(z) = e R P p(z) + eFFp (z).

Le hamiltonien libre se réécrit lui aussi & la limite continue :
o = vp / dz (qp}iawm — qp}zz'awsz) : (1.4)

avec vp = 2tsinkg. Nous avons donc obtenu une théorie continue de fermions relativistes de
célérité ¢ = vp.

Obtenir la limite continue du terme d’interaction est une opération délicate car elle nécessite
plusieurs régularisations. On introduit les courants chiraux Ji, =: 1@1/1,; tet Jp =: qﬁ;quR .. Alors

: clbcn : s’exprime comme
:chon 1= Ju o+ Tr+ (<" (bw + s )
Négligeant les termes oscillant rapidement, le terme d’interaction se décompose en
s chey c:rchnH :=(Jr + Jr)(na)(Jr + Jr)(na + a)
= (whvr+vyr) (na) (Lon +vher) (o +a).

Le terme 2 Jg Jr qui apparait dans le développement du premier produit ne nécessite pas de
régularisation & courte distance, alors que la somme Jg(na)Jg(na + a) + Jp(na)Jp(na + a) est
régularisée en

1 ) .
- <¢223w1/1L - ¢}L{Za®¢R) .
Le second terme du développement de 'interaction se décompose en deux classes de termes :

— Les termes croisés w}«p R(na)zp;rgpL (na+a)+ ¢L¢L(na)¢z¢ r(na+a) correspondent & des
processus de diffusion de quatre fermions & une dimension, de moment total nul (voir figure

Fi1G. 1.3 — Processus de diffusion vers ’avant et vers ’arriére

— Les termes diagonaux ¢E¢R(na)¢z¢3(na +a)+ ¢E¢L (na)zb;zwL (na + a) correspondent
a des processus de diffusion de moment total 4 kp (voir figure 1.4). De tels processus sont
autorisés par la nature discréte du réseau, lorsque l'on se trouve au demi-remplissage.
En effet, les préfacteurs du type e!4¥7¢ = 1 n’induisent alors pas de termes oscillant
rapidement. On les appelle des processus Umklapp.

Finalement, on obtient & la limite continue

"= /dac (r+20) (J3+ J2) + 4 A JpJy — A <(¢;¢R)2 + (zp}‘{m)?) . ()

~ ~

Uml;rlapp
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e —

FiG. 1.4 — Processus de diffusion Umklapp

Bosonisation

Le principe de la bosonisation est de transformer une premiere théorie des champs en une
seconde dont les champs sont a priori trés différents de ceux de la premiere, en 'occurrence
mettre en correspondance une théorie de champs fermioniques et une théorie de champs boso-
niques. L’équivalence des deux théories est assurée par 1'identité des fonctions de corrélation des
champs se correspondant. Les fonctions de corrélation ne sont pas nécessairement celles de la
théorie compléte (qu’on ne connait pas dans les cas intéressants). Par exemple, dans le cas d’une
théorie conforme perturbée, les fonctions de corrélation sont celles du point fixe conforme. La
bosonisation s’étend alors aux termes de perturbation, en identifiant formellement les fonctions
de corrélation a I'aide du théoréme de Wick.

Concrétement, on souhaite bosoniser le hamiltonien d’un fermion libre Hy (formule 1.4).
Les fonctions de corrélation des champs se calculent simplement en décomposant les champs en
modes de Fourier. On obtient pour les deux chiralités :

1

0.0 (.00 = 5o Wh(O0.0Wr(e,t) = g

«a est un cut-off spatial. La théorie bosonique dont on cherche & prouver 1’équivalence a pour
hamiltonien

Ko =5 /dm (2 + (V¢)?) .

Les opérateurs bosoniques peuvent étre ensuite décomposés en modes de Fourier. Puis, séparant
les modes de moments positifs des modes de moments négatifs, on construit les champs droit
¢r et gauche ¢, qu’on peut écrire en fonction du champ ¢ et de son moment conjugué canoni-
quement II, grace aux formules de Mandelstam :

o1 = % [¢+/ldyﬂ(y)] . $r= % [¢—/;dyﬂ(y)] :

Ces champs sont chiraux. En effet, du point de vue hamiltonien, 'opérateur bosonique ¢ satisfait
les équations du mouvement (¢ = 0, et donc se décompose en ¢(z,t) = ¢r(xz + t) + ¢r(z — 1).
Dans le formalisme lagrangien cette identité reste correcte mais au sens restreint de I’insertion
dans les fonctions de corrélation. Dans la suite, on notera ¢ = ¢; — ¢r, que 'on appelle champ
dual de ¢.

Un des aspects non-triviaux de la procédure de bosonisation est que, si les champs chiraux
commutent bien en des points distincts, ils ne commutent plus aux points coincidents. Les
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formules les plus utiles sont celles donnant les relations de commutation & temps égaux :

[¢R(wa t)a ¢R(ya t)] = _i/4 Sgn(y - '77) ) [¢L($a t)a ¢L(yat)] = Z./4 Sgn(y - 'T) )
[¢R(‘T1 t)a ¢L(y7 t)] = IL/4 .

Les fonctions de corrélation des champs bosoniques chiraux sont

f g g, e
<¢L(070)¢L(‘T’t) ¢L(070)> - 4ﬂ_l Oé—f—’i(.’L’—i—t)’

1 o

(1.6)
($R(0,000r(, 1) — $7(0,0)) = 7~ In

a—i(z—1t)

Manifestement ce ne sont pas les bons candidats a faire correspondre aux champs chiraux fer-
mioniques. En revanche, les opérateurs de vertex e#?7 et PR en sont. En effet, & Paide des
fonctions de corrélation qui préceédent (1.6), on montre que

82 82

iBé1(0,0) —ifdr(z,b)y _ o i iBér(0,0) ,—~iBdr(x,t)y _ a i
e ¢ ) (a+z’(w+t)> e ‘ ) (a—z‘(w—t)) '

Pour la valeur de S idoine, & savoir 8 = /4w, les fonctions de corrélations des champs fermio-
niques et des champs de vertex bosoniques correspondent & un facteur de normalisation pres.
On aboutit donc aux correspondances :

Wi = i eIVATOL VR 1 e WVATOR

5 =

2T 27

Q

Outre son role de régulateur, le cut-off ultra-violet a permet de dimensionner (dimension ca-
nonique) correctement les opérateurs de vertex, puisque les opérateurs de fermions ont pour
dimension 1/2. Si on garde & 'esprit les subtilités qui jalonnent la bosonisation (expression &
régulariser, relations de commutation non-triviale entre champs chiraux, facteurs de Klein), on
obtient les opérateurs correspondants aux courants chiraux :

1
N

et aux bilinéaires sans spin conforme :

1

Oubr,  Jr=:Phr:=— 7

Jp = Plapp = — bR,

1 1 in 1 _ivix
bkt olyn = -0, k=5 eV gl =5,

Reprenant le hamiltonien fermionisé (1.5) de la chaine de spins, on obtient & ’aide des régles
de bosonisation décrites plus haut ,
H /d C kM2 + 2 (vg)? A V167 (1.7)
= [dz - — — ——— COo8 .
2 K 2(ra)? e
ou ¢, la célérité et K, le rayon de compactification du champ bosonique, se calculent au premier

ordre en A : oA oA
c=1+"=+0(A% e K=1-""40(A?.
T i
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Il est possible de dilater le champs ¢ — VK ¢, de sorte que IT — II/ VK, et

c A
H=[dz_ [[I*+ (Ve)?] — V16K .
/ T 5 [ + (V9) ] (ra)? cos TP
Ce hamiltonien correspond au modele de sine-Gordon. Nous avons obtenu ¢ et K en perturbation
du facteur d’anisotropie. Le recours & I’Ansatz de Bethe permet de calculer K exactement :

r 1 arccos(A)
2K T ’
Ce qui permet de conclure que pour la chaine isotrope A = 1 et K = 1/2. Dans ce cas la
dimension d’échelle des termes Umklapp qui ont été bosonisés en : cos v 8 ¢ : vaut 2 et le terme
est marginal.

Lorsque 'on souhaite calculer des fonctions de corrélation de spins dans une chaine, on peut
recourir & la forme bosonisée (version abélienne) des opérateurs de spins :

N
§*(w) = = [(-1)7 + sinamg)
S (z) = f/g [(—1)96 +sin\/ﬂ¢] : (1.8)
S%(z) = —%V(}S—F (;Bw cos Vard.

On utilisera ces formules dans le chapitre 3.

On présente maintenant quelques notions utiles sur les modeles de Wess-Zumino-Novikov-
Witten. Ces rappels sont en particulier nécessaires a la bonne compréhension du formalisme de
la bosonisation non-abélienne de la chaine de spins s=1/2.

1.3.2 Modeéle de Wess-Zumino-Novikov-Witten

On a vu qu'on pouvait faire correspondre & la chaine de spins s=1/2, un modele sigma
non-linéaire construit sur un espace homogene paramétré par un vecteur unitaire appartenant
a S? ~SU(2)/U(1). Cette théorie incorpore un terme topologique qui la rend critique. Bien
que le modele soit critique, il ne posséde pas la symétrie conforme (présence rédhibitoire de la
perturbation marginalement non-pertinente des termes Umklapp). La symétrie de Lie affine sous-
jacente ne peut lui étre rigoureusement équivalente mais doit en principe fournir les exposants
des fonctions de corrélation algébriques du modele. La théorie du point fixe possédant la symétrie
affine est construite sur le groupe SU(2) et est décrite par I'action du modele de Wess-Zumino-
Novikov-Witten (noté par la suite WZW) [140]. L’action d’un modeéle de WZW général est :

k B ik e s
S:w—ﬂ/deTr (6“9 laug)—km/d?’wew,\Tr (g Lot 10"G§ 18)‘g>.

L’espace d’intégration (bidimensionnel) est supposé compactifié, de sorte qu’il s’identifie & la
spheére S2.

Les matrices g appartiennent a la représentation fondamentale du groupe de symétrie G qui
est un groupe de Lie semi-simple. Dans le cas de la chaine de spins de Heisenberg le groupe est
G =SU(2). Les matrices § sont alors le prolongement de g de la sphére S2 sur laquelle ce dernier

Chaines de Spins, Fermions de Dirac, et Systemes Désordonnés



tel-00001560, version 1 - 14 Aug 2002

1.3 La chaine de spins s=1/2 19

est défini & la boule intérieure & cette surface. Le second terme correspond a l'intégration de la
3-forme fermée §G~1dgAG~'dgAG—'dg. Ce terme est multivalué. La différence de deux tels termes
s’écrit comme un élément du II3 du groupe, qui pour les groupes de Lie simples, compacts et
connexes vaut Z. Pour que sa valeur soit déterminée modulo 274, et pas moins de 274, on montre
donc que k, appelé niveau du modele, doit étre un entier (dans le cas exceptionnel de G =SO(3),
k doit étre un entier pair.). Dans le cas de la chaine de spins s=1/2, k vaut 1.

Symétrie et courants conservés

Tout comme dans le cas du modéle sigma non-linéaire SO(3), le terme topologique rend
le modele critique. Mieux que cela, elle lui confére I'invariance conforme. En effet, grace a ce
terme, et au niveau classique, les équations du mouvement donnent la conservation des courants
chiraux

- - -k - k
0J=0 e 0J=0 avec J = ig_lag et J= Egag_l.

Le facteur k/2 est un facteur conventionnel. Ces courants (conservés au niveau classique et
quantique) engendrent une symétrie G, X G, qui est définie par l'invariance de l’action sous
la transformation g(z,z) — Qr(2) g(2,%) Qr(Z), ou Qr(z) et Qr(Z) appartiennent & G. Cette
symétrie élargit la simple symétrie G du modéle sigma non-linéaire (c’est-a-dire 'action de WZW
sans le terme topologique) construit sur le groupe.

Groupe de renormalisation

k étant un entier, il ne se renormalise pas. Il n’y a pas de contre-terme proportionnel au terme
topologique. En revanche, le terme topologique contribue au calcul de la fonction 8 associée a la
constante de couplage du terme cinétique. Comme attendu, on peut montrer, au moins & 1’ordre
d’une boucle, que la fonction S s’annule, puisque la valeur k/167 donné a priori & la constante
de couplage correspond & un point conforme.

Analyse conforme quantique

L’analyse au niveau quantique de la conservation de ces courants conduit & une algébre de
courants. Techniquement les courants permettent (comme le tenseur énergie-impulsion pour une
théorie conforme) d’écrire des identités de Ward. Par exemple, étudiant la fonction de corrélation
(9(w,w)), on effectue un changement de variables infinitésimal dans l'intégrale fonctionnelle :
g = e X@ geX( ot X et X sont respectivement holomorphe et antiholomoprhe dans un
voisinage de (w,w). Distinguant les blocs holomorphes et antiholomorphes, il sort deux termes
du changement de variables. Le premier correspond a la variation du champ moyenné 6y gg =
—Xg+ gX et le second

™

by 28 = %fdzTr (X(2)J(2)) — i j[dﬂr (X(2)J(®))

a la variation de l'action qui fait donc intervenir le produit d’un courant avec le champ g.
Décomposant les courants sur les générateurs de g, 'algebre de Lie de G, J(z) = ), J%(2) 1.,
on obtient ’'OPE :

a

J4z)g(w,w) = o wg(w,w) + termes réguliers , (1.9)
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pour le bloc holomorphe et

J(2)g(w, w) = g(w, w) — + termes réguliers , (1.10)

pour le bloc antiholomorphe.
Les OPE des courants entre eux s’obtiennent de fagon analogue en considérant une reparamé-
trisation de (J(z)). On utilise & cette fin la variation du courant sous la transformation :

k
bxx] =X, J] - 50X .

Cela conduit a une algebre chirale de courants

kh"ab
2(z — w)?

a b - pab Jc(w) 4 :
J4z) ] (w) = + sz P o— + termes réguliers,
c

oil fape sont les constantes de structure de l'algebre ([T¢,T%) = i f% T°). kg est son tenseur
métrique. Il existe bien siir une algebre similaire pour la seconde chiralité. Dans la représentation
de spin de su(2) de générateurs S°, S+ et S~, on obtient if0F, =1,if0" =—-letift—j=2.
La métrique est définie par
1
Rabp = C— Tr (adTa 0 a‘dTb) 3

ad

ou C,4 est le nombre de Coxeter dual, c’est-a-dire la valeur du Casimir quadratique dans la
représentation adjointe. Explicitement, cela s’écrit f2°, fad = Cua 62. Dans notre cas C,y = 2,
K0 =1, kT~ =2 et s T =2

Procédant & un développement de Laurent J%(z) = > 2z7"~1 J2 on montre en utilisant
I'OPE ci-dessus que les composantes du développement satisfont a

. k
[szla ern] = E ? fabc ,,CH_m + 5 ﬁabnén,,m .

C

Ces relations de commutation définissent une algébre de Kac-Moody ou algebre de Lie affine de
niveau k.

Construction de Sugawara

On souhaite retrouver dans la symétrie affine non-minimale la symétrie conforme du modele
et, notamment, un tenseur énergie-impulsion qui engendre cette derniére. Le tenseur énergie-
impulsion de la théorie classique est T(z) = 1/k 3, kiap J%(2)J?(2). Comme les courants ne
sont pas des champs libres, leur produit est renormalisé et le tenseur énergie-impulsion est
dilaté d’'un facteur numérique. Ce facteur est calculé en demandant que le produit & courte
distance du tenseur avec les courants soit de la forme :

J(w 0J%(w
W), 9w

T(z)J%(w) = + termes réguliers,

(z—w)? "~ (z—w)

qui exprime corrélativement le fait que T'(z) est un véritable opérateur énergie impulsion (en se
sens que son mode 0 est 'opérateur ayant pour spectre les dimensions conformes des opérateurs
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de la théorie) et J(w) est un opérateur de dimensions (1,0) puisqu’il est un courant holomorphe
conservé. On en déduit la forme définitive du tenseur énergie-impulsion (voir par exemple [38])

1 a 7b
T(z) = P > kap I I (2).
ab
Dans le cas de su(2), le tenseur de Sugawara est donc

1
:2(k+2)(

T(2) 28°5° + §*S~ +575T)

Charge centrale

La charge centrale de la théorie conforme est calculée en obtenant la fonction de corrélation

c/2 kdim(g)
<T(Z)T(w)) = m avec Cc= m. (1.11)
Naturellement les composantes de Fourier du tenseur de Sugawara
1
L, = 3 T(z) 2™ dz

engendrent une algebre de Virasoro de charge c¢. Dans le cas de la théorie conforme de la chaine
de spins s=1/2, dim(g) = 3 et h* = 2, donc ¢ = 3k/(k + 2). Et notamment ¢ = 1 pour le niveau
k=1.

Dimensions des champs

Les champs primaires de la théorie de WZW sont les champs qui se transforment de fagon
covariante de G, x Ggr. Un champ primaire ¢(z,z) vérifie 'OPE & courte distance suivante

_ T $(w, w)
(z —w)

J(2) p(w, w) =

Comme on ’a vu, c’est le cas du champ g(w,w) du modéle de WZW, dans la représentation
fondamentale de G.

Tous les champs primaires d’une théorie de WZW étant aussi des champs primaires de la
théorie conforme associée, on peut calculer leurs dimensions conformes. En utilisant le générateur
des dilatations Ly pour les calculer et en exprimant Ly comme le mode zéro du tenseur de
Sugawara, on obtient facilement les dimensions conformes du champ ¢(z,%). Lorsque le champ
est de spin conforme nul, ce qui est le cas lorsqu’il se transforme dans une méme représentation
de g sous une transformation holomorphe que sous une transformation antiholomorphe, alors

_ Cy
Ay =
¢ k—l_cad’

avec Cy la valeur du Casimir dans la représentation de I’algébre utilisée pour ¢.

Cela s’applique au cas du champ du modele de WZW ¢(z,%). Revenons & ’exemple de la
chaine de spins s=1/2. Le Casimir quadratique est rqpJ*J b que I'on sait étre égal & s(s+1) = 3/4.
Il en résulte que Ay = Ay = 1/4. Le champ g(z,Z) a donc pour dimension d’échelle

— s(s+1) 3/4

dim(g) = A, + A, =2 x 25T g 5% _ 19
im(g) = Ag + Ay “rrc, N 142 /

Ay =

(1.12)
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Ce rappel sur le modele WZW servait, outre la description du point critique associé a la
chaine de spins s=1/2, de préalable technique au chapitre 7, ou ce type de construction sera
généralisé & un modele de WZW supersymétrique.

1.3.3 Modeéle de Hubbard

Je fais ici un bref rappel de la physique du gaz d’électrons avec spin en dimension 1 + 1.
Ce rappel se révelera utile dans le chapitre 3. Accessoirement nous en obtiendrons un moyen
indirect de bosoniser la chaine de spins s=1/2 directement au point isotrope [3].

Notre point de départ est le modele de Hubbard. C’est-a-dire un modele de liaisons fortes
de fermions avec spin en dimension 1+ 1. Il prend en compte une interaction de charge sur site
dont la constante de couplage sera notée U. Son hamiltonien est

H=-t) (C;H,a Sty Cj+1,a) +Unjrng,,
jo

ou ¢ =t,] indexe le spin de 1’électron. On applique & ce modele la stratégie utilisée pour la
bosonisation abélienne de la chaine s=1/2. Aux deux composantes de spin des fermions seront
associés par la bosonisation deux champs bosoniques ¢4 et ¢;. Je n’introduis pas explicitement
de facteurs de Klein, qui auraient eu pour but d’assurer I’anticommutation des composantes
spinorielles du fermion bosonisé, car les signes associés aux produits d’opérateurs de vertex sont
évidents. Il sera commode, puis physiquement justifié, d’introduire les champs bosoniques de
charge ¢. = (p+ + ¢;)/V2 et de spin ¢5 = (¢1 — $;)/v/2. Le taux de remplissage de la bande

fermionique du modéle n’étant pas connue a priori, le moment de Fermi n’est pas nécessairement
égal & 7/2 (valeur qui correspond & la présence d’un fermion par site, soit le demi-remplissage
de la bande). La bosonisation du hamiltonien libre de liaisons fortes est immédiate :

Ho =% [ o [0+ (V607 + 2 [do [0+ (90.7]

avec vp = 2tsinkp. Le terme d’interaction au site j se décompose en

njsng, =(Jr + L)1 (Jr + Jr)y + e 7 (gl wp) s (wlwr), + eI (Yhr ) (wher),
+ (Wl r)r(Whn), + (@l (@l vr),

Les termes Umklapp se bosonisent en ﬁ cos(vV8mp. — 4kpn), tandis que les deux autres

termes de diffusion se bosonisent en ﬁ cos(v8mgs). Quant au terme produit de courants
(Jr + JL)1(Jr + JL),, il se bosonise en ((Véc)? — (V¢s)?) /(2m). On obtient donc au total :

2 U
H=H.+Hs + —— Gra)? /da: cos(V8mps) + 5(4kp — )(27ra)2 /dac cos(V8me,) ,
avec 1 1
H, = % / dz [Kcng + E(vcgsc)Q] . M= % / dz [Ksni n E(vqss)?] ,

et K. =1/(1 4+ U/nvr), Ks = 1/(1 — U/nvr) et cc = vr(1 + U/mvr), ¢s = vr(1 — U/7or).
La séparation des degrés de liberté de charge et de spin est manifeste sur ce hamiltonien. Le
terme d’interaction de charge n’est présent qu’au demi-remplissage (kp = 7/2), car dans le cas
contraire le terme oscille rapidement et ne contribue pas a la limite continue. De plus 'analyse
des dimensions d’échelle des opérateurs cosinus, nous permet de dresser rapidement un tableau
des phases dans les secteurs de charge et de spin.
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U>0 U<0
(Interaction répulsive) | (Interaction attractive)
Secteur de spin Pas de Gap Gap
Secteur de charge kp # /2 Pas de Gap Pas de Gap
Secteur de charge kp = 7/2 Gap Pas de Gap

Les deux phases du modéle de Hubbard

Dans le cas attractif (U < 0), le secteur de charge est sans gap alors que le secteur de spin
possede un gap. Ce sont des propriétés caractéristiques de la physique d’un supraconducteur
singulet de spin.

Dans le cas répulsif (U > 0) au demi-remplissage (kr = 7/2), un gap s’ouvre dans le secteur
de charge. Le systeme est un isolant électrique. En revanche le secteur de spin est sans gap; il
existe donc des excitations de spin de type onde de spins. C’est pourquoi la phase est appelée
onde de densité de spin. 1l existe une complication qui ne nous permet pas dans ce secteur
d’utiliser tel quel le résultat ci-dessus pour la valeur de K. En effet le point fixe isotrope de
spin correspondant & U = 0 est situé sur une ligne critique. Or le produit d’opérateurs de
courant qui est apparu comme perturbation est un opérateur exactement marginal déplagant
ainsi le point fixe, ce qui invalide le résultat ci-dessus. La solution consiste & étudier le groupe
de renormalisation dans l'espace des parametres K et g, la constante de couplage des termes
de diffusion standard, au voisinage du point fixe isotrope et sans interaction ¢ = 0. Le flot
obtenu est appelé flot de Kosterlitz-Thouless et sera calculé dans le chapitre 3. Par la contrainte
d’isotropie du spin du modeéle, on restreint ce flot & deux dimensions & une ligne de flot (qui est
une séparatrice du flot bidimensionnel).

Dans le cas répulsif (U > 0), hors du demi-remplissage (kr # 7/2), le secteur de charge est
sans gap car le terme Umklapp disparait. Le rayon de compactification K, < 1 du boson de
charge n’est pas contraint par la symétrie. Il n’est donc pas universel.

Hamiltonien effectif dans le limite de couplage fort

Cette phase d’onde de densité de spin peut étre mise & profit. Le secteur de charge possédant
un gap, le modele est au couplage fort et on peut calculer un hamiltonien effectif de basse énergie
pour le systeme en utilisant la théorie de perturbations : le hamiltonien de liaisons fortes est
une perturbation du terme d’interaction. On introduit les opérateurs de spins SJQ‘ = %c; 0T Cib-
Alors dans la limite de couplage fort le hamiltonien est équivalent au hamiltonien effectif

4¢? 1
Heff == F (SJSJ+1 - Z) .

J

A priori les opérateurs S* forment avec le quatriéme opérateur n4 +n| les quatre opérateurs de
Palgébre u(2), rien de plus ni de moins. Comme le secteur de charge est massif, la symétrie U(1)
du groupe U(2) est gelée et la symétrie effective des opérateurs de spins est su(2). Mieux, comme
on est au demi-remplissage on a ny +n| = 1, ce qui signifie qu’ils forment une représentation
de spin s=1/2. Nous avons donc obtenu le hamiltonien d’une chaine de spins SU(2) antiferro-
magnétique de spin s=1/2.
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1.3.4 Bosonisation isotrope de la chaine de spins s=1/2

Incidemment, nous avons donné du hamiltonien de la chaine antiferromagnétique de spins
s=1/2 une action de basse énergie construite autour du point fixe isotrope. Si’on fait abstraction
des termes marginalement non-pertinents, c’est une représentation bosonique connue (dite de
Frenkel-Kaz) du modeéle de WZW de symétrie SU(2) au niveau £ = 1. On en conclut que la
physique de basse énergie du point fixe critique associé a la chaine de spins est décrite par ce
modele de WZW au niveau k = 1.

1.4 Théoremes généraux

Dans cette section, on passe en revue les principaux théorémes, outils commodes de la phy-
sique des chaines de spins. Ils renseignent sur la nature du fondamental, ainsi que sur la présence
ou non d'un gap dans le spectre d’énergie entre le fondamental et le premier état excité. Cette
section dépasse le cadre de la premiere partie de cette thése, puisqu’il a été récemment tenté de
les étendre (modulo quelques modifications) & une chaine de superspins non-compacte [91].

1.4.1 Théorémes de Marshall

L’opérateur de spin total ST = ), S; commute avec le hamiltonien de la chaine de spins.
On peut donc distinguer 2s N secteurs d’aimantation M, valeur propre de S = >, S7. N
est le nombre de spins qui composent la chaine. Malheureusement, pour une chaine antiferro-
magnétique, le paramétre d’ordre pertinent n’est pas I'aimantation totale mais 1'aimantation
alternée St = Zi(—l)i S;, qui ne commute pas avec le hamiltonien. C’est pourquoi la descrip-
tion du fondamental des chaines antiferromagnétiques n’est pas chose évidente. Le parametre
d’ordre naturel incite & distinguer les sites pairs des sites impairs. On dit que le réseau posséde
une structure bipartite. Le sous-réseau formé par les sites pairs sera désigné par A et celui des
sites impairs par B. On suppose que les sous-réseaux A et B comptent autant de spins. Donc N
est pair. Il est & noter que la structure bipartite est donnée a priori pour des chaines de spins
de symétrie autre que SU(2). Les opérateurs de spin des sites impairs appartiennent alors a la
représentation conjuguée de celle a laquelle appartiennent les opérateurs affectés aux sites pairs.
Dans le cas de SU(2), les représentations conjuguées sont confondues.

Lemme de Marshall

On considére un secteur d’aimantation M. Une base du secteur est formée par les états
®,,, produits tensoriels des états d’aimantation m; le long de Oz, en chaque site, et tels que
>, mij = M. Cette base est indexée par a. Alors le lemme de Marshall [90] affirme que 1'état de
plus basse énergie de ce secteur se décompose sous la forme :

|y = Z(—l)(ZiEB 5+mi)f£/[|<l>ﬂ/[) avec VYa, f¥>0.

(07

Il résulte de ce lemme que cet état de plus basse énergie est non-dégénéré. En effet le produit
scalaire de deux états orthogonaux (non-nuls) de plus basse énergie est strictement positif,
puisqu’ils satisfont tous deux & la décomposition qui précede. Ils sont donc confondus.

Toutefois & ce stade rien ne garantit que le fondamental (tous secteurs compris) soit non-
dégénéré. Comparons maintenant les énergies des fondamentaux des secteurs M et M + 1. I’état
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de plus basse énergie du secteur d’aimantation M + 1 ¥, doit avoir un spin supérieur S a
M + 1. Alors I'état S Wpr41, qui appartient au secteur M, est non nul et de méme énergie que
Ups41. Donc E(Uyps) < E(Ups41). Démontrer 'inégalité stricte est plus difficile.

Le fondamental est singulet de spin

L’inégalité stricte a été prouvée dans [90, 81]. Pour cela, les auteurs montrent que le spin
de ¥), vaut exactement M. Si on reprend le raisonnement précédent, S ¥ps41 est de spin
S = M +1 et est donc distinct de s que ’on sait étre non-dégénéré et de spin M. L’inégalité
est donc stricte. En conséquence le fondamental est non-dégénéré et est singulet de spin (c’est-
a~dire qu’il vérifie St|¥y) = 0).

En réalité ce résultat est valable pour tout systéme de spins pourvu qu’il posséde une struc-
ture bipartite.

1.4.2 Théoreme de Lieb, Shultz et Mathis

Le résultat de Marshall s’applique indifféremment aux chaines de spins, quel que soit leur
spin. Le théoréme qui suit ne s’applique qu’aux chaines de spins s demi-entiers. Cette fois-ci on
exploite le fait que les spins demi-entiers indexent des représentations projectives (et non fideles
comme les spins entiers) du groupe des rotations SO(3) (ou des encore des représentations fidéles
de son recouvrement universel SU(2)). En clair un spin demi-entier prend un signe moins sous
Paction d’une rotation de 27.

Considérons une chaine de spins antiferromagnétique de spin s demi-entier. On suppose :
— que la chaine est finie mais fermée (les deux spins extrémes sont couplés),
— que la chaine compte 2 N spins, de sorte qu’aucune frustration résultant du point précédent
n’apparaisse et que la structure bipartite soit non-ambigué,
— qu’elle est invariante par translation. (Dans le cas contraire, par exemple lorsque la chaine
est dimérisée, rien n’interdit 'apparition d’un gap.)
Alors son hamiltonien posséde un état excité, dont 1’écart en énergie avec le hamiltonien s’annule
a la limite thermodynamique. Autrement dit, la chaine (infinie) est sans gap. Ce résultat est
di & Lieb, Shultz et Mathis [82]. La preuve donnée par ces auteurs est enthousiasmante parce
qu’elle est constructive. Elle contribue & clarifier quelque peu le réle du terme topologique du
modeéle sigma non-linéaire. J’en donne donc un bref apercu. L’idée est de partir du fondamental
Uy et de construire un état U1 qui consiste a greffer au fondamental une phase croissante le long
de la chaine :

N
2w :

|¥1) = exp ‘LWZ]S; [To).
j=1

Partant d’un spin arbitraire de la chaine, on effectue donc une rotation progressive de la phase
des spins, au fur et & mesure que ’on avance dans la chaine jusqu’a atteindre le spin précédent le
spin de départ, ou la rotation est de 2 7. Selon que le spin est entier ou demi-entier, et puisque la
rotation complete le long de la chaine est de 27 (et non par exemple 4 7), on s’attend & obtenir
un état de nature tres différente. Effectivement on montre que dans le cas demi-entier, 1’état est
orthogonal au fondamental. D’autre part, comme I’état ¥; ne se distingue du fondamental que
par une multiplication locale de la phase, on peut espérer que son énergie differe peu de celle
du fondamental. C’est bien le cas, puisque I'on montre que le gap se comporte en O(1/N) a la
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limite thermodynamique. L’état ¥; n’est pas nécessairement état propre du hamiltonien, mais il
se décompose sur des états exacts de H, le fondamental exclu. L’un de ces états propres excités
satisfait donc aux exigences du théoréme.

1.4.3 Théoreme de Mermin-Wagner

Le théoréme de Mermin-Wagner a pour but de décider si une symétrie de Lie d’un systéme est
dynamiquement brisée ou non. Pour des dimensions de I’espace-temps élevées et a température
nulle, on s’attend (champ moyen) & ce qu’il y ait brisure spontanée de symétrie. Il existe deux
facteurs qui peuvent expliquer une éventuelle absence de brisure de symétrie. Le premier est la
température. Les fluctuations thermiques pourraient suffire & maintenir le parametre d’ordre a
une moyenne nulle. La seconde cause pourrait étre celle des fluctuations quantiques qui prennent
de I'importance en basse dimension.

Mermin et Wagner [93] ont établi le théoréme général suivant. Ils ont considéré le hamiltonien
d’un systeme de spins quantiques

N
H=>_Ji;SiS; — hSE.
2%
L’opérateur S? est la transformée de Fourier spatiale de S*. On I'introduit comme une pertur-
bation infinitésimale permettant de mettre en évidence une brisure de symétrie et qui sera mise
finalement & zéro a la limite thermodynamique quand N, le nombre de spins du systéme, sera
devenu infini. Les couplages sont supposés & courte portée 1/N 3, . [J;j||x; — x;|? < oo.
Mermin et Wagner ont alors prouvé qu’il n’y a pas de brisure spontanée de symétrie &
température finie en dimension 1 et 2. C’est-a-dire
lim lim (S?)=0.
h—0t N —>oo< a )
Le théoreme ne peut étre systématiquement étendu au cas limite de la température nulle.
Il existe méme des contre-exemples. Par exemple le réseau carré de spins antiferromagnétique
est bien désordonné a température finie. Cependant, a température nulle, I’existence d’un ordre
dépend de ’amplitude du spin s et de la forme de I'interaction entre spins. On pense que pour
un réseau avec une interaction entre les spins plus proches voisins et pour toute amplitude du
spin s, les spins s’ordonnent et la symétrie est brisée spontanément.
Ces résultats ont été étendus [35] pour tout systéme statistique possédant une symétrie
continue, compacte et des interactions a courte portée.
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Chapitre 2

Phase de Haldane dans des chaines
et des échelles de spins alternées

2.1 Introduction

2.1.1 Motivation

Dans le chapitre précédent, on a pu observer & quel point les chaines de spin s entier pouvaient
se comporter différemment des chaines de spin s demi-entier. En particulier les corrélations
spatiales (& temps égaux) sont & courte portée, ce que I'on résume en disant que le fondamental
est désordonné. Toutefois, comme on I’a vu, il subsiste un ordre caché qui n’est révélé que par des
observables non-locales. Cet ordre est remarquablement mis en évidence par la fonction d’onde
VBS, que l'on sait étre de méme nature que le fondamental exact.

Katzuo Hida a eu 1’idée de faire émerger la chaine de spin s=1 d’une chaine de spins pa-
ramétrée qui matérialise 'esprit de la fonction d’onde VBS [61, 62]. Il a considéré une chaine
inhomogene de spins s=1/2 qui alterne les échanges ferromagnétiques et les échanges antiferro-
magnétiques. Son hamiltonien est

H = Jar Z Son - Sont1 + Jr Z Son+1 - Sony2 - (2.1)
n n
Jar est une constante positive et Jp est une constante négative. Dans la suite, on pose J4p = 1
et Jrp = —, sans perte de généralité. L’alternance des échanges est schématisée sur la figure
2.1.
(—— S ——— o
1 y 1 y

F1G. 2.1 — La chaine de spins ferro-antiferromagnétique. Le couplage 7y représente la force des
liens ferromagnétiques. Le motif élémentaire utilisé dans la construction du modéle sigma non-
linéaire contient quatre spins.

La famille de systeémes définie par ce hamiltonien, paramétrée par 7y, posséde des cas limites
simples. Lorsque v = 0, le hamiltonien a un fondamental trivial constitué de paires de spins :
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toutes les paires sont figées en ’état singulet de spin. Lorsque v — oo, les spins s=1/2 sont
couplés par paires dans un état triplet pour former une chaine de spins s=1. Hida a étudié
numériquement le gap du systéme en fonction de . Il a utilisé des techniques de diagonalisation
de Lanczos pour évaluer le gap et montrer numériquement qu’il n’y avait pas de transition
de phase dans l'intervalle v € [0,00[. En conséquence le gap de Haldane associé & la limite
v — oo est relié contintiment au gap trivial associé & la limite v = 0. Le spectre d’excitations
évolue également continiiment. Ainsi cette chaine peut offrir un point de vue simple sur le gap
de Haldane (et accessoirement sur 'ordre topologique caché). Notre idée est de construire le
modele sigma non-linéaire qui correspond & cette chaine, pour toute valeur de v, et de donner
dans cette approximation semi-classique, une estimation analytique du gap de spin.

Il existe d’autres systéemes de spins que 1’on soupgonne étre également des liquides de Haldane.
C’est le cas de I’échelle de spins s=1/2 antiferromagnétique & deux montants. L’argument suivant
permet de comprendre rapidement pourquoi il en est ainsi : I’échelle peut étre vue comme
l’assemblage de deux chaines de spins s=1/2. Ayant & l'esprit la construction de leur modele
sigma non-linéaire respectif, chacune des deux chaines donne un terme topologique § = 2ms.
Si bien que, si 'on admet que le modeéle sigma non-linéaire est encore pertinent pour les deux
montants réunis, le terme topologique total ne contribue pas (0 = 27s + 2ws), et le systéme
posséde un gap. White a proposé [139] de relier continiment cette échelle de spins a la chaine
de spins s=1 en introduisant un barreau diagonal (voir figure 2.2) supportant un couplage
ferromagnétique. Nous lui appliquons la construction du modele sigma non-linéaire concue pour
la chaine alternée.

’ ’
.
3 ’

F1a. 2.2 — Une échelle de spins avec des couplages additionnels diagonaux §. Le motif élémentaire
permettant de construire le modele sigma non-linéaire possede quatre spins.

11 existait auparavant des techniques développées dans [123, 37] pour construire des modeles
sigma non-linéaires des chaines et échelles de spins inhomogenes. Mais celles-ci alternent uni-
quement les couplages antiferromagnétiques et les résultats sont inapplicables a la chaine de
Hida.

Nature du fondamental

On a vu que dans les deux cas limites, le fondamental est non-dégénéré et singulet de spin.
Il est tentant de supposer que cette propriété persiste pour toute valeur de «. En fait cela
peut étre prouvé rigoureusement, en étendant légerement le théoreme de Marschall. Le Lemme
se généralise immédiatement, la structure bipartite étant celle donnée par I'ordre de Néel de
la chaine : ... ™)) .... Le reste de la preuve est une généralisation sans complications de la
démonstration donnée pour la chaine homogeéne. On en conclut que le fondamental est unique
et singulet de spin.
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Ordre caché

Une bonne maniére de se persuader que la chaine alternée ferro-antiferro appartient a la
phase de Haldane est de construire un parametre d’ordre de type string analogue & celui de la
chaine de spin s=1, qui puisse trahir la présence d’'un ordre caché. Les opérateurs que I'on peut
construire et qui généralisent celui de la chaine de spin s=1 sont :

2j—1
Ogi+1,2j = (Sgiy1€xp | i Z Sn S2ag> )
n=2:+42
ou « représente une des directions de 1’espace de plongement. On notera que le nombre de sites
du spin 25+ 1 au spin du site 2j est pair. Kohmoto et Tasaki [76] ont construit la transformation
unitaire non-locale permettant de passer du parametre d’ordre ci-dessus & un parameétre d’ordre
de type ferromagnétique. La transformation des opérateurs de spin fait apparaitre un double jeu
de matrices de Pauli, o; et 7;, ainsi que les opérateurs de désordre o; et 7; [99], ceux qui sont
naturellement associés aux précédents par la dualité de Kramers-Wannier du modéle d’Ising’.
Les bilinéaires en les opérateurs de spin qui constituent le hamiltonien s’expriment en fonction
des opérateurs d’ordre, c’est-a-dire du premier jeu de matrices de Pauli. Le hamiltonien prend
alors la forme de deux modeles d’'Ising couplés :

H = -1 [ (0% +y0k05 ) + (75 +y7iri) +yofoi g mitiy +ofT! ]
J

Ce hamiltonien est indépendant des opérateurs de désordre. Il jouit d’une invariance par rotation
des spins o; et 7;, d’'un angle 7 autour de ’axe Ox. Cela engendre une symétrie Zox Zo. Dans le cas
ou v est infini, on a toutes les raisons de penser (confere [72]) que la symétrie est spontanément
brisée. Dans le cas totalement dimérisé v = 0, on peut calculer le fondamental trivialement et
constater qu’il brise totalement la symétrie. Il est donc raisonnable de croire que c’est encore le
cas pour v € ]0,00[, et que les moyennes suivantes sont non-nulles :
(0F) = (1]) = (of7}) # 0.
On peut aussi montrer que les opérateurs string OF; se réécrivent en fonction des nouveaux
opérateurs de spins comme
2j—1
OZiy1,05 = (S5 exp | i Z Sp | 83;) = o 0j,
n=2i+2
2j—1
y (Y ; Yoy
Oit1,25 = ( Sz exp | im Z Sy ) 83;) =115,
n=2i+2
2j—1
Obi19; = (Ssipiexp [ im > Sk | S5;) = ofriois,
n=2i+2
qui sont les opérateurs que 'on souhaitent soumettre aux tests numériques. Et effectivement
Hida a obtenu [61] pour O% = lim;_j| 00 O3; +1,2; une valeur non-nulle. Il a tracé son graphe en
fonction de 7. Son résultat est reproduit sur la figure 2.3.

'On les appelle variables de désordre parce que leur valeur moyenne est nulle. Dans le modele d’Ising, les
opérateurs &; prennent une valeur moyenne non-nulle dans la phase haute température alors que le parameétre
d’ordre donné par le jeu de matrices de Pauli original o; est nul. Dans la phase basse température, c’est I'inverse
qui se produit.
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F1c. 2.3 — Paramétre d’ordre string calculé par Hida. En abscisse (1 + ) !. Lorsque v = 0 (&
droite), le parameétre d’ordre vaut 1. Dans le cas limite de la chaine de spins s=1 (& gauche), la
courbe tend vers la valeur 0.37 déja mentionnée (1.2.3) et indiquée par un petit carré.

Lorsque le nombre de sites entre spins est impair, les parametres d’ordre s’expriment en
fonction des opérateurs de désordre dont on attend qu’ils prennent une valeur moyenne nulle.

2.1.2 Réalisations expérimentales

Les chaines alternées ferro-antiferro ne sont pas des curiosités académiques puisqu’il en existe
plusieurs réalisations physiques aujourd’hui étudiées expérimentalement. Sont connues aussi bien
des chaines de spins s=1/2 que des chaines de spins s=1.

Exemples de chaines s=1

Des chaines de spins s=1 ferro-antiferromagnétique ont été mises en évidence par des équipes
d’expérimentateurs barcelonais [112]. Toutefois, la littérature sur le sujet étant orientée fortement
vers la chimie, elle dépasse mes compétences actuelles.

Exemple de chaines s=1/2

L’exemple le mieux connu de chaine de spins s=1/2 ferromagnétique-antiferromagnétique
est celui du composé CulNbyQOg. Dans ce composé se forment des chaines unidimensionnelles
résultant d’'un empilement d’octaedres CuQOg. Chacun des octaedres partage une aréte formée
par une liaison O-O avec chacun des deux octaédres voisins (voir figure 2.4). Les ions Cuivre
Cu?t enserrés dans les octa¢dres portent un spin s=1/2, et la succession des ions Cuivre et des
atomes d’Oxygeéne forme une chaine de spins.
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Le composé se retrouve sous deux formes : une structure orthorhombique et une structure
monoclinique. La forme ortorhombique s’ordonne antiferromagnétiquement sous Tnx = 7.3 K,
alors que la forme monoclinique posséde un gap de spin de I'ordre de 20 K.

Les preuves expérimentales de ’existence du gap dans la phase monoclinique ont été obtenues
par la mesure de la susceptibilité magnétique et par des expériences de diffusion de neutrons.
Pour le premier type d’expérience, un comportement thermiquement activé a été mis en évidence
[100], ce qui est la signature d’un gap de spin. Les expériences de diffusion de neutrons ont, quant
a elles, révélé que le facteur de structure comporte un minimum pour le vecteur d’onde k = 7 /2.
Cet indice est caractéristique d’une alternance ferro-antiferromagnétique dans les couplages?.

CuNb_O,

Fi1Gc. 2.4 — Empilement cristallin octaédrique du composé CulNbyOg. b et ¢ sont deux des axes
du réseau cristallin. Seuls sont représentés les octaédres structurant la chaine de spins formée
par la succession des atomes de Cuivre et d’Oxygene. Les atomes de Nobium n’apparaissent pas.
Ils peuvent étre négligés du point de vue du magnétisme. Cette figure est empruntée a [100].

Dopage et modulation de v = —Jr/Jar

11 est possible de doper la chaine en substituant des atomes de zinc aux atomes de cuivres,
la différence résultant essentiellement dans des encombrements stériques distincts. Les composés
ainsi réalisés, qui ont pour formule chimique Cu;_,Zn,NbyoOg, possédent toujours un gap de
spin. Il leur correspond un échange J4r et un rapport vy, tous deux fonction décroissante du
dopage x.

20n s’en convainc aisément en considérant le cas totalement dimérisé ¥ = 0 et en calculant la relation de
dispersion des premiéres excitations.
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2.2 Chaine de spins ferro-antiferromagnétique

2.2.1 Spectre des ondes de spin

La physique de basse énergie d’une chaine de spins (a priori uniforme) peut étre décrite par
un modele sigma non-linéaire. C’est une théorie des champs non perturbative, qui est construite
sur les modes énergétiques les plus bas de la théorie classique de la chaine. C’est pourquoi nous
commencerons par étudier les aspects classiques de la chaine de spins alternée. Les équations du
mouvement de la chaine ferro-antiferromagnétique découlent de 1’équation d’évolution %ni =
i[H, n;]. Elles prennent la forme du systéme suivant :

d
g2 = Nz X (—yng2it1 +n21),

d
%n%—kl = ng;y1 X (—yny; + ng;iyo),

ou n; est le vecteur du spin classique au site 7. Ces équations doivent ensuite étre linéarisées
autour de la configuration de Néel ny; = (—1)'su + ; et ng; 11 = (—1)’su+ f; ot u est un
vecteur unitaire arbitraire et a; et 8; sont des champs vectoriels appartenant au plan orthogonal
a u. Il est clair que u brise la symétrie naturelle O(3) du hamiltonien. On représente ensuite «;
et B; par des champs complexes &; et x;. Les équations linéarisées prennent alors la forme :

& = (1" (7 otn 1+ (L4 7)),
d
EXn =18(—1)"(—v&n + &1 + (1 +7)Xn)-

On peut formuler pour ces champs un Ansatz constitué d’ondes planes :
&n = € (a(k) + (—1)"b(k)),
Xn = e (e(k) + (~1)"d(R)).

Les états propres (a, b, ¢, d)(k), d’énergie w et de moment k sont les vecteurs propres de la matrice
suivante :

0 147~ 0 .\ —y —etk
1+~ 0 —y+e’ 0
0 — — eik 0 1+ y ’ (22)
—y + et 0 14+ 0

et sont associés aux valeurs propres w(k). On en déduit la relation de dispersion de ces ondes
de spins :

w(k) = 3\/27(1 +7) 127\/(1 +7)2 — sin? k. (2.3)
Les deux excitations positives les plus faibles correspondent aux moments k. = 0 et k. = w. On
|k — k|, en

obtient au voisinage de ces modes une relation de dispersion linéaire w = s %

linéarisant la relation 2.3 prés de k..

La célérité de ces ondes de spin est donc v = s % Ces ondes peuvent étre assimilées

aux modes de Goldstone qui résultent de la brisure (classique) de symétrie O(3). Notons que le
calcul de la relation de dispersion aurait également pu étre mené a cet ordre du développement
semi-classique avec une représentation de Holstein-Primakoff des opérateurs de spins.
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Nous allons batir le modele sigma non-linéaire sur ces modes, en supposant qu’ils sont lente-
ment variables, dans une théorie ou 'invariance par rotation est rétablie. On supposera (raisonna-
blement) que les modes massifs n’interferent pas significativement avec les modes de Goldstone,
leur énergie étant de Pordre de 2s4/v(1 + ).

2.2.2 Limite de couplage ferromagnétique fort et modele sigma non-linéaire

L’un des aspects les plus attrayants du modele de Hida est le lien continu qui est établi
entre la chalne alternée i des valeurs finies de 7y et la limite v — oo. Dans cette limite, le
systéme devient une chaine antiferromagnétique de spins s = 1 et d’interaction d’échange J4p /4.
Rappelons ici pourquoi le couplage devrait étre tel. Dans la limite que I'on considére, les paires
de spins liées par un échange ferromagnétique sont dans un état triplet. Parce qu’il y a invariance
par rotation, le hamiltonien limite peut étre mis sous la forme d’une chaine effective de spins
s = 1. Les couplages ne peuvent étre que quadratiques S;.S; ou quartiques (Si.Sj)Q. L’interaction
quartique est exclue parce qu’elle correspond au second ordre de la théorie des perturbations en
v~ 1. Ceci connu, I'intensité de 'interaction d’échange peut étre déterminée au moyen du calcul
d’un unique élément de matrice. Par exemple la configuration ou tous les spins sont alignés
fournit aisément J.g = Jar/4.

Afin d’établir les notations utilisées dans ce chapitre, je rappelle trés briévement la facon
d’obtenir un modele sigma non-linéaire pour une chaine de spins s, avec s pair, qui se trouve
bien décrire la limite v — oo de notre chaine. Considérons donc une chaine antiferromagnétique
de spin s avec s pair, caractérisée par le hamiltonien % = ), Jar S;.S;11. On peut lui faire cor-
respondre un modele sigma non-linéaire. Si on a recours a une représentation en états cohérents
des opérateurs de spins, la correspondance peut étre établie dans le cadre du formalisme la-
grangien. L’action discréte (avant que ne soit prise la limite continue) est constituée des termes
d’interaction et des phases de Berry Wn;], fonctions du champ vectoriel unitaire n; qui indexe
les états cohérents. Je rappelle (pour comparaison ultérieure) que P'action est de la forme :

S = /dt Z Js’n;m; 1 + Z s.Wny].
i i
Que les champ de vecteurs n; sont ensuite décomposés selon

ny; = lp; — 5Py,
no;1 = i1 + 5Poip1,

ou le champ de vecteur ®; est un champ de norme unité et ou le champ 1; satisfait ®;.1; = 0.
Rappelons aussi que I'on suppose 1; de 'ordre de grandeur de a, le pas du réseau, et qu’il est
alors possible de prendre la limite continue de ’action S. Les fluctuations 1 peuvent étre intégrées
pour obtenir une action effective en ®. Puisque le spin est pair, les phases de Berry de tous les
spins forment (entre autres termes) un terme topologique d’angle § = 27s € N, dont l'incidence
est nulle sur la physique si bien qu’on 'omet. L’action finale effective dans le champ @ est :

S = //dtda:% (%(atcp)? - c(amcb)?) :

ou g est la constante de couplage du modeéle sigma non-linéaire g = 2/s et ¢ est sa célérité
c=2JaFs.
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2.2.3 Modéele sigma non-linéaire effectif

Revenons maintenant & la chaine de spins alternée (s peut étre de nouveau demi-entier). La
premiére des difficultés rencontrées lorsque 'on tente de formuler une théorie des champs conti-
nue d’une chaine de spins inhomogene, est qu’il n’est pas naturel d’obtenir une action continue
a partir du hamiltonien discret inhomogene. En effet, la structure microscopique élémentaire
est un bloc de deux spins (qu’on désignera par exemple par 1 et 2). Il apparaitra qu’il est plus
commode d’apparier les spins qui sont couplés par un lien ferromagnétique, plutét que par un
lien antiferromagnétique. Il est clair que ce choix correspond a 1’idée de Hida d’apparier les spins
s=1/2 pour former des spins s=1 effectifs dans la limite v — oo (couplage ferromagnétique fort).

L’approche la plus rigoureuse que 1'on puisse imaginer pour établir une limite continue serait
d’introduire deux champs vectoriels d’états cohérents, un pour chaque site d’'une méme paire.
Malheureusement, cela conduit & la prolifération de termes mal controlés dans I’action, que I'on
impute & I’apparition des modes massifs. En particulier, les phases de Berry attachées & ces états
cohérents ne seraient plus aisément assimilables & un invariant topologique?.

Considérons maintenant une structure formée de deux blocs, et donc constituée des quatre
spins S3;,83;,55;,1, et S3,.,. Les paires formées des spins S};,S};., et des spins S3;,8%,
sont de parfaits candidats pour engendrer deux modeles sigma non-linéaires. Une premiere idée
(incorrecte), soutenue par notre intention de prendre la limite continue, est de supposer qu’elles
forment le méme modele sigma non-linéaire. Cette hypothese est correcte dans la limite v — oo
mais bien trop grossiere dans tous les autres cas.

Pour corriger cela, du moins partiellement, on ajoute un champ supplémentaire aux deux
modes lents semi-classiques 1; et ®;. Il représente les petites fluctuations quantiques, reliquat a
basse énergie des modes massifs, qui sont susceptibles d’apporter des corrections & I’action du
modele sigma non-linéaire.

Suivant cette démarche, les états cohérents se décomposent selon :

5, = lo; — 5@ + aly;
2 _

my; = lo; — P9 —aly;

ny; 1 = lpip1 + s®oi1 — aloipy
2 _

n; = loit1 + 5Poip1 + alaiy1.

s est 'amplitude du spin et a est le pas du réseau. Il est essentiel de savoir que ce pas est de la
longueur d’un bloc d’une paire de spins. L’amplitude des fluctuations quantiques est supposée
de l'ordre de grandeur du pas. Cette derniére approximation fait de ce probléme, un probléme
soluble, puisqu’il n’est pas nécessaire de considérer les dérivées du champ A; lorsque 1’on passe
a la limite continue dans ’action. On impose cette approximation en mettant a en préfacteur
du champ de fluctuation. Quant au champ 1, il est implicitement supposé d’ordre a (convention
usuelle).

Intentionnellement, nous n’avons retenu qu’un unique champ de fluctuation, démarche qui se
distingue celle de Sénéchal [120] (qui s’applique aux chaines antiferromagnétiques inhomogenes)
ou les champs issus de la construction des états cohérents sont décomposés en autant de champs
de fluctuation que possible. Notre choix est maintenant justifié au moyen d’un raisonnement sur
Iintégrale de chemins.

On subodore que certains chemins tres irréguliers ont une contribution significative dans
I'action. En effet, les constantes de couplage varient d’une quantité macroscopique sur une échelle

3En réalité, la démarche donne des résultats et semble, lorsqu’on ne retient que les termes quadratiques donner
le résultat attendu. Toutefois les calculs [18], certes systématiques, sont lourds.
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microscopique, et ne sont donc pas une fonction continue de la position. Par conséquent, certains
chemins trés fluctuant pourraient étre énergétiquement favorisés. Et pourtant ils n’apparaissent
pas dans la limite continue naive de ’action, puisqu’ils ne sont pas réguliers. C’est pourquoi
on doit inclure ces chemins dans la théorie. Voyons pourquoi choisir ce champ particulier A;
permet de le faire. Les champs 1; et ®; paramétrisent les variations du chemin entre les motifs de
deux blocs de spins (2i,2i + 1), indéxés spatialement par i. C’est pourquoi un seul champ doit
suffire pour rendre compte de la variation & l'intérieur des blocs. Dans le bloc 2i, les vecteurs
des états cohérents n%i et n%i different de 2aA;. Puisque la structure microscopique périodique
la plus petite est un bloc de deux spins, nous n’avons pas d’autre choix que de faire différer les
vecteurs nJ, L1 et n3, 41 de —2aA; (parce que la variation sur ’échelle d’un bloc de deux spins a
déja été prise en compte dans les champs du modéle sigma non-linéaire). Et cela épuise toutes
les contributions possibles aux fluctuations des chemins.

L’action de la chaine de spins que ’on obtient au travers des états cohérents est de la forme :

S = /dt Z 321121'.1'121'4_1 - ’}’Z 32n2i+1.n2,~+2 + Z SW[IIZ]

On développe ensuite les termes d’interaction, puis on passe a la limite continue pour obtenir :
d
Se = / / dt == [~4a2(1 + 7)A2 — 412 + 40250,3.A — a25%(0,D)2] .
a

J’insiste sur le fait que les termes d’échange ferromagnétique sont développés autour de la confi-
guration alignée, contrairement aux termes d’échange antiferromagnétique qui sont développés
a partir de ’ordre de Néel. C’est la raison pour laquelle les modeles sigma non-linéaires obtenus
pour les échelles ou les chaines alternées antiferromagnétiques [127, 75, 48, 49], ne peuvent étre
utilisés dans notre cas : ils ne sont pas construits sur les mémes configurations semi-classiques!
Remarquons que puisque 1’élément de mesure dx correspond & un bloc de deux spins, il est égal
& a. Les phases de Berry des spins sont de la forme [dtdz dn.n A 9n, ou dn est la variation
spatiale du champ n, et donnent

Sy = //dtd—m s(41 4+ 2a80,9).® A 0D .
a

Comme nous sommons les contributions de paires de blocs de deux spins (soit des groupes
de quatre spins), nous devons diviser la somme totale par un facteur 2. On aboutit alors &

S = //da:dt [—2(1 +9)A% — 21 — 25A.0,® — 332(695@))2
+ //dxdt [32(8zq)).<1> A O® + 251.O A th)] ,

ou on a choisi ¢ = 1 par commodité. On retrouve un terme topologique 6 d’une chaine de spin
2s avec 6 = 4ws. C’est pourquoi le terme topologique ne contribue pas, de sorte qu’on s’attend
a ce que la chaine posséde un gap.

On inteégre ensuite sur les champs de fluctuations, c’est-a-dire 1 et A. On obtient alors ’action
du modele sigma non-linéaire :

_ 1 2_1 2 7 2
S—//dtda: [Z(a@) 5 T (0,9)
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Les parameétres standards de ce modele sont la constante de couplage g et la célérité ¢ données

par
1 /1
s 5 14+~

On remarque que ¢ correspond parfaitement & la célérité v obtenue pour les ondes de spins
classiques. Lorsque l'on fait tendre -y vers I'infini, la constante de couplage g tend vers 1/s et la
célérité vers s. Ce sont les parametres attendus pour le modele sigma non-linéaire de la chaine de
spin 2s. Plus précisément, la chaine de Hida est formée de spins 1/2, de sorte que pour s = 1/2
g tend vers 2 et ¢ vers 1/2 en unité du couplage antiferromagnétique. Ce sont les parameétres
du modele sigma non-linéaire d’une chaine de spins s=1, de couplage Jar/4. Cela correspond
a la limite trouvée par Hida, que nous avons rappelée un peu plus t6t. Notre modeéle est ainsi
cohérent avec la démarche de Hida.

2.2.4 Evaluation du gap de spin dans la limite des N grands

Afin d’évaluer le gap de spin, on calcule la masse engendrée par le modele sigma, non-linéaire
dans le cas limite d’un grand nombre de composantes pour le champ ® (N — o). Dans cette
limite, on peut en obtenir une expression en utilisant approximation (alors exacte) du point col
[106]. Cela conduit & une masse engendrée dynamiquement, qui est donnée implicitement par une
équation du point col. Lorsque ’on prend en compte les corrections du groupe de renormalisation
(et qui se résument in fine a remplacer N par N — 2) et que l'on se place dans le cas N = 3, on
obtient :

dk dw 1
/%E Lot imE
9 gc
Rendu & ce point, il est imprudent d’appliquer directement le résultat connu standard pour la
masse. Dans la limite v — 0, la chaine est totalement dimérisée et la célérité ¢ tend vers 0. De ce
fait, mais aussi parce que ’on souhaite obtenir des résultats valables sur une plage étendue de ~,
nous n’allons pas faire le choix d’un cut-off radial dans I’espace-temps euclidien du modele sigma
non-linéaire. Nous allons d’abord intégrer sur les fréquences, puis intégrer sur ces moments, avec
une coupure A sur les moments. De sorte qu’au lieu d’un disque, le domaine d’intégration est une
bande dans le plan (k,w) le long de I’axe w. La raison de ce choix est que lorsque 7y tend vers 0, le
préfacteur cg~! de k? tend aussi vers zéro alors que le préfacteur (cg)~! de w? demeure constant.
Ainsi les larges fréquences sont de plus en plus pertinentes et ne doivent pas étre coupées. Dans
le méme temps, nous avons perdu une dimension d’espace-temps, puisque les dimeres sont de
plus en plus découplés.
Intégrant sur w puis sur k, on peut extraire la masse du modeéle sigma non-linéaire :

c A
9 sinh(2ms

m —
)
T+y

Dans le calcul standard de la masse engendrée (voir par exemple [7]), le sinus hyperbolique
aurait été remplacé par la fonction exponentielle. En effet pour que ce calcul ait un sens, on doit
avoir y/gc—1m << A. Puisque dans le modele sigma non-linéaire de la chaine de spin 2s, \/gc~!
est finie, le sinus hyperbolique (alors inutile) serait remplacé par la fonction exponentielle. Or,
pour notre chaine alternée, cela ne peut étre fait puisque dans la limite ¥ — 0 'argument de la
fonction s’annule. Le sinus hyperbolique doit donc étre préservé.
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On peut maintenant en déduire le gap énergétique Ags = /gc.m. Quel que soit la magnitude
du spin s, le gap d’une paire de spins couplés de fagon antiferromagnétique est égal au gap entre
les états triplet et singulet, c’est-a-dire J4p. Aussi lorsque v — 0, nous obtenons que Ag; tend
A/(27). Ce qui nous permet de déterminer le cut-off qui vaut 27 (en fait 27 /a car nous avons
posé a = 1). On peut donc écrire :

Aoy = (2.4)

sinh(27s, / %) .

Nous avons donc obtenu une estimation auto-cohérente du gap de la chaine de spin s. Pour la
chaine de spin s = 1, on obtient A; = Siﬁ#, qui vaut 1.08, loin du résultat numérique [51] connu
de 0.41. On s’attend & un meilleur résultat pour la chaine de spin s=2, plus proche de la limite
de grand spin. On obtient Ay = SifT”QW, qui vaut 0.094, trés proche de la valeur numérique [118]
connue de 0.085. En ce qui concerne les longueurs de corrélation, on obtient £&; ~ 2 4 comparer
a la valeur numérique &; ~ 6 tandis que 1’on obtient & ~ 43 & comparer & la valeur numérique

£ ~ 49 .
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Fic. 2.5 — A gauche, le gap de la chaine alternée fonction de «. Le point correspondant
aux dimeres découplés est sur la droite du graphe. La figure de droite est la courbe obtenue
numériquement par Hida. Les échelles d’énergie different d’un facteur 2. Seule la partie gauche
de la courbe correspond 4 la chaine ferro-antiferro (J'/J < 0 dans les notations de Hida).

Les figures 2.5 et 2.6 sont les graphes du gap de spin en fonction de —y dans Iintervalle
v € [0,1] et —1/v dans lintervalle v € [1,00[. Les courbes ont été tracées ainsi de fagon a
comparer nos résultats avec les résultats numériques de Hida [61, 63, 64]. Nos résultats sont en
accord qualitatif sur tout le spectre de +y, la limite v tendant vers zéro y comprise.

Afin de vérifier que notre approche est encore valable dans la limite de formation des dimeres,
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F1a. 2.6 — Méme figure que la précédente mais cette fois-ci la chaine de spin s=1 est obtenue
sur la droite pour 1/y = 0. La figure de droite est la courbe obtenue numériquement pas Hida.
Les échelles d’énergie different encore d’un facteur 2.

nous pouvons aussi calculer la longueur de corrélation : £ = \/% %, ou

1 Y
= —sginh | 2 — ).
¢ 27Tsm (7rs 1+7)

On vérifie que la longueur de corrélation tend vers zéro comme s,/ lorsque v — 0, ce qui est
attendu puisqu’en ce point la chaine est constituée de dimeres découplés.

Autres sources de comparaisons

Gap de CuNbyOg Le couplage antiferromagnétique a été estimé a 51K (voir [135]) et la
valeur de v & 2.36 [101]. La valeur du gap de CuNbyOg a été estimée & environ A ~ 20K .
Les calculs numériques effectués sur le modeéle de Hida sont en trés bon accord avec les donnée
expérimentales (A ~ 20K). Utilisant la formule 2.4, on obtient la valeur A ~ 0.38.J, soit pour
J = 51K, un gap de A ~ 19K. Presque trop beau pour étre vrai compte tenu de ce que la
formule du gap a été obtenue de facon approchée...

Comportement de la longueur de corrélation Les calculs numériques que 1’on trouve dans

[135], semblent confirmer le comportement de la longueur de corrélation en § ~ s,/y lorsque 7y
tend vers 0.

2.3 Une échelle de spins alternée

Dans [139], S. R. White a construit plusieurs modeéles qui interpolent continiment entre une
échelle de spins s=1/2 et une chaine de spins s=1, tout en restant dans la phase similaire & celle
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de Haldane. Dans cette section, nous appliquons notre formalisme & un de ces modeles. 11 s’agit
d’une échelle antiferromagnétique possédant un barreau diagonal supplémentaire dans chaque
plaquette formée par les montants et les barreaux (voir figure 2.2). Le terme d’échange associé
a ce lien est ferromagnétique (on I’appellera D) et n’introduit pas de frustration dans I’échelle.
Son hamiltonien est donné par

H=J ) SiSp +K> S;8.+D> 8,8,
n n

n;a=1,2

ou les constantes de couplages J et K sont choisies positives, tandis que D est négatif. Lorsque
D tend vers zéro, on retrouve 1’échelle de spins antiferromagnétique bien connue. En revanche,
lorsque —D tend vers l’infini, les paires de spins liés de fagon ferromagnétique sont dans un
état triplet. Le hamiltonien effectif peut ensuite étre développé en terme du couplage antifer-
romagnétique d’une chaine de spin s=1, en utilisant I'invariance par rotation. La constante de
couplage de la chaine peut étre évaluée sur tout élément de matrice. Elle vaut Js = (2J+ K) /4.
Dans cette limite le modeéle correspond & une chaine antiferromagnétique de spin s=1. Puisque,
dans cette limite, il semble que 1’échelle ne sorte pas de la phase de Haldane, on peut appliquer
notre formalisme pour tenter d’estimer le gap de spin, comme fonction du couplage diagonal D.

2.3.1 Modele sigma non-linéaire effectif

Le motif élémentaire de I’échelle est composé de quatre spins S%i,S%i,S%i 41, €t S%i 41 qui
forment un carré et, en plus du lien additionnel diagonal, trois liens : un sur chaque montant
et le dernier sur un des deux barreaux qui clot le carré (voir figure 2.2). Tout comme pour la
chaine de Hida, les calculs sont menés sur un double motif.

Les paires de spins candidates pour former un modele sigma non-linéaire sont les spins voising
sur un méme montant. Les paires de spins liés par un barreau contribuent au méme modele sigma
non-linéaire. Dans ce cas de figure, nous n’aurons besoin que d’un unique champ de fluctuations
additionnel permettant de décrire les fluctuations d’un chemin & l'intérieur d’un motif, avant
de passer & la limite continue. Les champs paramétrisant les états cohérents sont décomposés
selon :

n%i = 12i — 8@% + CI/AQZ'

n%i = 12i — S(I)QZ' + GAQZ'

ng; ;= loiy1 4+ s®oip1 — algipy
n3;,; =lyy1 + sPoip1 — aloip -

Dans la suite on pose J = 1, K = p et D = —§, de sorte que les constantes de couplages
sont exprimées en unité du couplage antiferromagnétique longitudinal J. On développe alors les
termes d’interaction de ’action, ce qui donne :

Se = //dtda—w [—4a®(p+ 6)A? — 4(2 + p)1 + 4a*650,®.A — a*(p + 6)s* (0, )]

avec la méme attention portée sur le développement des échanges ferromagnétiques. Comme
dans le cas de la chaine de Hida, 1’élément de mesure dz correspond & un bloc de deux spins et
vaut a. Les phases de Berry sont de la forme [[dtdzén.n A 9;n et donnent

Sy = //dt% 251.& A 0D .
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Puisque les calculs ont été menés pour un double bloc, on doit diviser la somme des contributions
a laction d’un facteur 2. Et on aboutit &

1
S = //dwdt [—2(2 + )12 —2(p+ 6)A% — 25A.9,P — 532(2 + 5)(8;5@)2]

+ //d:l;dt [21sD A 0, D]

ou on a fixé le pas du réseau a & 1. On peut ensuite intégrer sur les champs de fluctuations,
c’est-a-dire 1 et A. De sorte qu’on obtient finalement 1’action du modele sigma non-linéaire

S = //dtdx [ﬁ(atw - %SQ(Q + (si—pp)(axw] .

dont les parametres sont

1/ 24p ( (5p>
= - et c=3s4/(24+ 24— .
g 31/2+5‘5+—”p \/( p) 51 o

De facon a se conformer aux notations de White, nous posons p = 1 pour obtenir :

_L 0wy, s 3243Y)
I7sVeyss % TaVToas o

Ce sont les constantes du couplage et de la célérité du modele sigma non-linéaire effectif.

2.3.2 Evaluation du gap de spin dans la limite des N grands

On peut raisonner similairement a ce qui a été développé pour la chaine de Hida. Dans la
limite d’un grand nombre N de composantes du champ, on obtient une équation du point col
et, de 1a, la masse engendrée. Le gap est alors donné par :

2
i =A.c exp(—?ﬁ).

Au contraire de la section précédente, il est inutile de retenir la fonction sinus hyperbolique.
Grace aux constantes de couplage g et célérité ¢ précédemment calculées, on obtient

s [3(2+39) 2 + 36
A3 = A2 20 2oy [ )
L=V 15 exP( s 3(1+5)>

Puisque lorsque § tend vers Uinfini, on doit retrouver 3/4 du gap AIC de la chaine de spins s=1,
on reformule ’expression en :

A [ 2430 exp | 2ms [ 1 — 2+36
IAZ  \[3(1+0) P 3(1+9)

Ainsi peut-on relier le gap de spin de la chaine de spins s=1, au gap de 1’échelle antiferro-
magnétique de spins s=1/2 (& deux montants) par la formule

AL? \/§ 2
A}; = gexp m|l— 3|
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F1G. 2.7 — Le gap de I’échelle de spins avec des couplages diagonaux ferromagnétiques, fonction
de 1 — 2/m. arctan(d).

Avec la valeur AL, ~ 0.41, on obtient une estimation Ay 7~ 0.45, proche de la valeur
numérique [126] connue 0.50. Sur la figure 2.7, nous avons tracé le graphe du gap de spin nor-
malisé A}-J/ 2 /(3/4.A%) en fonction de 1 —2/m. arctan §. On peut comparer la courbe aux données
de White [139]. Nos résultats sont en accord qualitatif. Mais ils sont aussi quantitativement
proches.

2.4 Conclusion

Nous avons construit des modeles sigma non-linéaires destinés & décrire des chaines de spins
généralisées qui comprennent des échanges ferromagnétiques. Dans le cas de la chaine de spins
alternée ferro-antiferromagnétique, notre approche reproduit correctement la transition continue
des dimeres découplés vers la phase de Haldane de la chaine de spins s=1. Nous avons également
traité le cas d’une échelle incluant des liens ferromagnétiques, de sorte que la phase de Haldane
peut étre atteinte en variant ’intensité relative du couplage ferromagnétique. La encore, il y a
un bon accord avec les données numériques.
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Chapitre 3

Propriétés critiques au bord d’une
chaine de spins ouverte

3.1 Introduction

3.1.1 Problématique

Le dopage est un outil précieux pour tester notre compréhension de la physique des chaines
de spins quantiques. Contrairement & 'objet de la deuxiéme partie de cette these, il ne s’agit
pas ici d’étudier la nouvelle physique engendrée par I’apport de désordre dans le systeme pur.
Il s’agit davantage de tester avec précision la physique du systéme pur, en en modifiant ses
parametres ou, ce qui est plus original sa géométrie. C’est précisément ’'objet de ce chapitre.

Nous avons déja rencontré dans le chapitre précédent un exemple de modulation d’un pa-
rametre d’une chaine au moyen du dopage : dans la chaine alternée Cuj_,7Zn;NbyOg, il était
possible de faire varier le facteur 7, rapport des couplages ferro et antiferromagnétique en sub-
stituant aux ions Cuivre des ions Zinc.

Dans ce chapitre, on envisage du dopage (naturel ou artificiel) par des impuretés qui possédent
un spin nucléaire.

Du point de vue du magnétisme, plusieurs cas de figure peuvent survenir. Il se peut que
I'impureté posséde un spin électronique, mais aussi un spin nucléaire. Prenons 1’exemple de la
chaine de spins s=1/2 SroCuQ3, ot les spins électroniques sont portés par les ions Cu?". Dans
ce cas précis, il n’y a pas vraiment de dopage de la chaine. Cependant I’exemple nous permettra
de mieux apprécier la suite du chapitre. Les atomes de Cuivre sont naturellement des isotopes
63Cu, ou %°Cu qui possedent tous deux un spin nucléaire (I=3 /2). Ils possédent également un
spin électronique (ce sont eux qui constituent la chaine). Le spin nucléaire de chacun des ions
Cuivre est en interaction avec le spin électronique de l'isotope mais également avec les spins
électroniques des ions Cuivre voisins dans la chaine. Une vision schématique de la situation est
proposée sur la figure 3.1.

La physique du systeme peut étre explorée en excitant le spin nucléaire. Ce dernier re-
laxe alors dans le volume vers I’équilibre thermodynamique via un couplage hyperfin aux spins
électroniques du réseau (ou pour ce qui nous concerne de la chaine). Plusieurs types de couplages
sont possibles : couplage hyperfin dipolaire ou quadripolaire, couplage hyperfin transféré. 11 est
possible de mesurer les temps de relaxation longitudinal 77 et transverse 75 qui apportent de
Iinformation sur les autocorrélations en temps des spins électroniques. Dans cet exemple, les ions
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i

Fi1G. 3.1 — Impureté non-magnétique possédant un spin nucléaire couplé au volume de la chaine.

possedent tous un spin nucléaire si bien que l'intensité du signal mesuré est fort et 'expérience
bien maitrisée.

Le cas de figure qui nous intéressera ici se produit lorsqu’une véritable impureté, qui ne
posséde pas de spin électronique mais posseéde un spin nucléaire, se substitue & un ion de la chaine.
Un couplage hyperfin, que I'on peut raisonnablement supposer d’intensité nettement plus faible
que ’échange entre les spins de la chaine, relie le spin nucléaire aux spins plus proches voisins.
Ces deux spins électroniques sont alors trés peu corrélés (la corrélation est proportionnelle au
carré du rapport du couplage hyperfin sur la valeur de couplage d’échange dans le volume). La
chaine a été cassée en deux. Sous l'effet d’une excitation, le spin nucléaire relaxe via les spins
des deux chaines ouvertes résultantes, que ’on peut considérer comme indépendantes.

Il est important de garder & l'esprit que l’on s’intéresse aux conséquences locales du do-
page par une impureté. Il ne s’agit pas d’étudier théoriquement l’effet d’une concentration finie
d’impuretés’.

Un exemple possible est celui de la chaine SroCuOj3 ou 'on substitue un ion isotope du
Zinc, 57Zn, de spin nucléaire I=5/2 et sans spin électronique & un ion Cuivre. Le facteur gyro-
magnétique de cet isotope (y = 1.68 10"rad T~'s™!) est bien distinct de ceux des isotopes du
Cuivre (y = 7.11 107rad T~ 's~! pour ®3Cu et v = 7.60 107rad T~ !s~! pour ®Cu). La figure 3.2
est une représentation schématique de I'inclusion de I'impureté dans le volume de la chaine.

Fic. 3.2 — Impureté non-magnétique possédant un spin nucléaire couplé aux bords de la chaine.

La méthode consacrée pour la mesure du temps de relaxation dans le systeme est celle de la
résonance magnétique nucléaire.

3.1.2 Expériences de RMN

La résonance magnétique nucléaire (RMN) est une technique de sondage trés sélective de
la matiere. Son principe de fonctionnement est le suivant. On suppose que dans un matériau,

'D’un point de vue expérimental, la concentration en impuretés est toujours finie, pour que le signal soit
mesurable, par exemple dans une expérience de RMN. Pour une concentration faible, on s’attend toutefois a ce
que la mesure du T corresponde & la valeur du systéme individuel. Il suffit en effet pour cela que les impuretés
consécutives présentes au sein d’'une méme chaine de spins soient suffisamment distantes.
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une catégorie d’atomes possédent un spin nucléaire. Si I’on soumet I’échantillon & un fort champ
magnétique, la dégénérescence de spins est levée. Le matériau peut alors étre excité par rayon-
nement & la fréquence correspondant a 1’écart de niveaux AE = yhBj, ou v est le facteur
gyromagnétique et ot By est le champ magnétique (intense) appliqué.

La précision du procédé est telle qu’en tenant compte des corrections induites sur 1’éclatement
Zeeman par les atomes voisins du spin nucléaire, les chimistes parviennent & exciter sélectivement
une molécule précise ou un groupement d’atomes bien défini.

Le procédé permet également d’explorer la dynamique du spin nucléaire et en particulier la
facon dont il relaxe avec son environnement. Pour cela on donne une impulsion au spin sous
la forme de I’application d’un champ magnétique de sens opposé au champ ambiant By (dans
la perspective de la mesure du temps de relaxation longitudinal T}) et on observe sa réaction.
La mesure dans le temps des aimantations permet alors de remonter aux temps de relaxation,
au moyen des équations de Bloch. Ce sont ces équations qui déterminent 1’évolution des valeurs
moyennes des opérateurs de spins (aimantations) :

ds*) _ 1

) L (g7 wy - (52))
+
WO — ity + 000)(5* @) — (550

SZ,. est la position d’équilibre thermodynamique. 2, = By est la fréquence de précession de
Larmor. T et Ty sont respectivement les temps de relaxation longitudinal et transverse. Enfin
08y, est le Knight shift et correspond & un déplacement de la raie de résonance (c’est un effet
quantique systématique).

Les temps de relaxation sont de lordre de quelques secondes pour les liquides®. Pour la
chaine SroCuQOs, on verra que le temps de relaxation 77 est de 'ordre de quelques millisecondes.

3.1.3 Temps de relaxation longitudinal et fonction de corrélation

Le temps de relaxation 17 est relié a la susceptibilité des spins du réseau par la formule

o x(w) est la susceptibilité de spin, c’est-a-dire
Z‘ o [ee] .
xkw) = 5 [ do [ a0 (5@, 0,57 0.0)r (3.2)
—0o0

Moriya fut le premier & donner en 1956 une expression pour 71[95, 96], en calculant la réponse du
réseau de spins au premier ordre des perturbations. La formule ci-dessus est une mise en forme
que 'on trouve dans [114, 105]. La limite prise dans la formule (3.1) consiste & faire tendre la
fréquence w vers 0 car elle correspond en fait & la fréquence de Larmor (2, = vBy), qui est
beaucoup plus faible que toute autre fréquence caractéristique du systeme.

A|| est la valeur du couplage hyperfin par I'intermédiaire duquel relaxe le spin nucléaire. I
dépend de la position relative des spins. La fonction est au carré dans (3.1) car le premier ordre
de perturbation contribuant au 7 est quadratique dans le spin nucléaire.

211 est connu en imagerie biomédicale qu’en dépit que ses immenses qualités, la technique RMN posséde un vrai
défaut en comparaison du scanner : sa lenteur empéche 'observation de la dynamique métabolique, par exemple
de la circulation sanguine.
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Les spins électroniques éloignés de ’atome possédant le spin nucléaire contribuent bien moins
que les plus proches voisins. Par exemple si I'interaction hyperfine est dipolaire, on s’attend & une
décroissance en 1/ % de la distance r séparant Patome du spin électronique. Dans ces conditions,
on peut se restreindre & une relaxation au travers des spins plus proches voisins :

1 2kpT

— = lim

7 = dm s AHImx(w), (3.3)

o x(w) est la susceptibilité temporelle d’un spin électronique. Utilisant la formule (3.2) pour
donner de (3.3) une expression explicite, on obtient :

7= I S22 ([ e st 50 - S (05O
kBT . (3.4)
= 1im 27 ( / dt ¢ (S (1) S (0))r ewt<5—(0)5+(t)>T>.

La relaxation se manifeste par la dissipation engendrée par la réponse du spin électronique au
spin nucléaire. Il est donc naturel de devoir maintenant recourir implicitement au théoréme
de fluctuation-dissipation. On transforme la deuxiéme fonction de corrélation dans le dernier
membre de (3.4) en translatant le temps dans la fonction de corrélation & température finie de
ih/kpT et en utilisant la cyclicité de la trace :

/ " 4t (87 (0)ST () = e—/ksT / "t (ST (1S (0)r

donc
1 kT

o0
_ hw/kgT iwt | g+ —
T = lim 2o (1 - ererton) /oodte (S*(H)S™(0))r
Faisant tendre la fréquence de Larmor vers 0 dans le facteur d’occupation, on obtient la formule
finale qui nous sera utile en pratique :

+oo
1 A2 gim dt et (S(0,t) - S(0,0))7, (3.5)

T w—=0 J_
ou A = Aj/h. L'intégrale est régularisée en —oo et +oo, par exemple par une petite partie
imaginaire de signe approprié présente dans la fréquence. Cela correspond physiquement au fait
que le systéme n’est excité que sur une durée de temps finie. On notera que A ne dépend de
la température qu’au travers de la dépendance du couplage hyperfin, dépendance qu’on peut

négliger.

Dans la suite, lorsque les fonctions de corrélation seront clairement comprises comme étant

a température finie, on omettra le suffixe T'.

3.2 Théorie critique en volume

On commence dans cette section par rappeler la facon dont on calcule les fonctions de
corrélation de spins de la théorie critique en volume et & température finie de la chaine de spins
s=1/2. Non seulement les résultats nous serviront de base de comparaison pour la théorie critique
avec bord (chaine ouverte) mais encore les fonctions de corrélation de cette derniere, lorsque les
points sont suffisamment distants du bord devront redonner les fonctions de corrélation en
volume.
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3.2.1 Autocorrélations de spin

Dans la suite on s’appuie sur la forme bosonisée de la chaine XXZ de spins s=1/2 obtenue
en (1.7) :

c 1 A
= [dz - |KTI? + —(V¢)?| — ——5 cos V16m¢ .
H / z 3 [ + K( }) ] 2(ma)? cos V16m¢
Pour le calcul des dimensions d’échelle des opérateurs de spins, et donc des parties invariantes
d’échelles des fonctions de corrélation, on retient le hamiltonien du point fixe :

Ho =S /da: [KH2 + i(Vq&)?] . (3.6)
2 K

Dans tout ce qui suit on prendra ¢ = 1, quitte ensuite & re-dilater de fagon différenciée les
axes de temps et d’espace. Le terme g [dz : cos V167 : qui s’ajoute & Ho pour former le
hamiltonien total est non-pertinent pour A € [0, 1], soit K €]1/2,1]. Les corrections induites
dans le cas marginal A = 1 ou K = 1/2 feront 1'objet d’un traitement ultérieur. Utilisant la
forme bosonisée des opérateurs de spin (1.8), ainsi que les dimensions conformes des champs
o, g;g, : VTP ;, et : VAT :, qui sont respectivement 0 pour les deux premiers (opérateurs
logarithmiques), (1/K,1/K) et (K, K) pour les deux suivants, on en déduit (assez) simplement
les exposants critiques des fonctions de corrélation a deux points :

(S7(0,4) S7(0,0))u & —  (S7(0,2) S*(0,0))a o

Iz 2K
_ 1 - 1

Pour la dimension d’échelle de la fonction de corrélation (S*(0,%) S~(0,0)),, on a pu additionner
les dimensions conformes des opérateurs : e?V™ : et : eiVing :, car leur produit & courte distance
n’engendre pas de nouvelles singularités.

Au point isotrope, i.e. K = 1/2, on vérifie que les deux corrélations uniformes et les deux
corrélations alternées se correspondent bien. Ce test constitue un moyen puissant de vérification
des calculs, qui sera utilisé de nouveau plus tard. Réciproquement, supposant la forme de la partie
invariante conforme du hamiltonien o donnée par (3.6) au point isotrope, requérir 'invariance
des fonctions de corrélation par les rotations fournit K = 1/2 pour rayon de compactification,
ce qui est patent sur la partie alternée de la fonction de corrélation. Et I'on peut trés bien alors
se passer de I’Ansatz de Bethe...

Les amplitudes des fonctions de corrélation (ST(0,¢) S™(0,0))u.. et (S*(0,%) S#(0,0)), ne
sont pas universelles, alors que (S%(0,t) S*(0,0)), Pest. On calcule (asymptotiquement) exacte-
ment cette derniére & I’aide de la forme bosonisée des opérateurs de spins et on obtient

11
C 4n2 g2 — 27

Lukyanov [89, 88], puis Affleck [1], ont calculé la valeur des amplitudes non-universelles des
fonctions de corrélation asymptotiques, & temps égaux, (S*S?) ou (SYSY) de la chaine XXZ, par

I’Ansatz de Bethe (la fonction de corrélation (S*S*) n’est pas connue). Par exemple au point
isotrope

(5°(,1) 5%(0,0))u

In(t/to)
(2m)3/2¢

pour a = z,vy, z et ty est une constante dimensionnée.

(5%(0,t)5%(0,0)) =
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3.2.2 Fonctions de corrélation & température finie

Le point fixe étant décrit par une théorie invariante conforme, il est aisé d’obtenir les fonctions
de corrélation & température finie, grace & une transformation conforme. Les opérateurs de spins
sont en effet des opérateurs primaires de la théorie conforme et se transforment comme tels.

A ce stade il est judicieux de passer en temps imaginaire. Les opérateurs sont alors définis
sur l'intervalle de temps imaginaire [0,1/7] et prennent la méme valeur aux extrémités de
I’intervalle. Leurs fonctions de corrélation ne sont donc pas celles du plan mais celles définies sur
le cylindre. Pour se ramener au cas connu des fonctions de corrélation dans le plan, on a recours
a la transformation conforme qui, au plan infini (de coordonnée holomorphe z), fait correspondre
le cylindre de rayon 1/27T (de coordonnée w). Explicitement, elle s’écrit :

1
w=—=Inz (3.7)

Considérons la fonction & deux points d’un champ primaire ¢ de poids conformes A et A :

_ _ ow, Ow A /0w, Ow A _ _
(C(21,71) C(22,Z2)) oyt = $|z15|m Ehgh (C(wr,w1) C(wa, W2)) Pran,
que 'on a soumis a la _transformation conforme ci-dessus (3.7)_. Pour les opérateurs qui nous
intéressent on a A = A, et leur dimension d’échelle est A + A. Si (((z1,%1) ((22,%2))plan =

1 -
. —, 1] vient :
(21—22) BT B (71 —72)A+A? vient

T il AtA
sinh 7T (w1 — we) sinh T (w1 — wa) )

(C(wr,w1) ((wa, W2)) oyt = [

Lorsque T" — 0 on retrouve bien le comportement critique de la corrélation & température
nulle. On obtient ainsi toutes les corrélations de spin souhaitées, chacune contenant une partie
uniforme et une partie alternée :

(5°(1) §%(0)) o (ﬂ) ¥ (L)K

sinh wT't sinh w1't
oK (3.8)
. ~ T +1/2K T 1/2K
(571 S7(0)) (sintht) + (sintht) )

Dans ces relations, nous avons omis les préfacteurs; le premier terme est la partie uniforme de
la corrélation alors que le second est sa partie alternée.

3.2.3 Calcul du taux de relaxation longitudinal et confirmation expérimentale

Dans le cas d’une chaine isotrope (K = 1/2), les deux corrélations ci-dessus sont égales. Aux
temps longs, la partie alternée domine et les corrélations se comportent en 77’/ sinh 7T't. Le taux
de relaxation 1/7 correspondant & la transformée de Fourier de la corrélation & fréquence nulle,
il est précisément controlé par le comportement aux temps longs de la fonction de corrélation.
L’intégration donne approximativement 7'/ (iw—7T) ; puis on fait tendre w vers 0. Le dépendance
en température est donc 1/77 T°. Ce comportement est en bon accord avec les résultats
expérimentaux de Takigawa et al. [128]. Leurs mesures ont été effectuées sur le composé SroCuOs,
qui est une chaine de spins s=1/2 de température de Néel Ty = 5 K. Dans ce composé, au dela
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F1G. 3.3 — Taux de relaxation longitudinal 1/7; en fonction de la température.

de 20 K, le taux de relaxation longitudinal ne dépend plus de la température. Ce composé est
celui que nous avons mentionné dans I'introduction de ce chapitre. Il correspond au premier des
cas de figure envisagés pour le dopage. Le calcul du temps de relaxation T; est dans ce cas un
test des autocorrélations de spins en volume.

En revanche, il subit une remontée a basse température (voir figure 3.3).

Cette inflexion tire son origine de la présence des opérateurs marginaux dans le modele
microscopique isotrope [2, 124].

3.2.4 Correction logarithmique au taux de relaxation longitudinal

Pour toute valeur finie du facteur d’anisotropie A, le lagrangien Ly correspondant au hamil-
tonien Hg s’écrit :

Lo= 5 [do @

ou la célérité c a été prise égale & 1. On se place désormais au point fixe isotrope décrit par le
lagrangien L5 = Lo(K = 1/2). La chaine de Heisenberg correspond & ce Lagrangien mais que
'on a perturbé par le terme Umklapp, auquel on ajoute opérateur z [dz (9,¢), engendré par
le flot du terme Umklapp et qui correspond & la renormalisation du rayon de compactification
1/2K =1+ z.

L',:E@—l—m/dx(auqﬁ)%—y/dx cos V16w .
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Corrections logarithmiques dans la physique des chaines de spins

Les deux perturbations sont marginales et donnent une correction logarithmique [44] au
comportement en loi de puissance des fonctions de corrélation et sont deés lors susceptibles
de modifier la dépendance en température du 737. Ces corrections n’ont été mises en évidence
expérimentalement que récemment [97]. Si de telles corrections logarithmiques & une loi d’échelle
sont bien connues en théorie statistique des champs, elles ont la particularité d’étre tres diffi-
cilement identifiables tant numériquement® qu’expérimentalement. C’est la raison pour laquelle
elles constituent toujours, en physique de la matiere condensée, un sujet d’actualité.

Une telle correction doit pouvoir étre mesurée dans les meilleures conditions sur une ob-
servable que la théorie gaussienne donne pour constante a basse température, puisqu’alors la
monotonie de 'observable dépendra de la correction. Un exemple marquant a été donné dans [44]
avec la susceptibilité magnétique de la chaine de Heisenberg. Au point isotrope, la susceptibilité
dépend du couplage marginal g, et au premier ordre en g :

x(T) oc 1+ Ag(T),

ol A est une constante. On connait la fonction g(7T") qui est solution de I’équation de flot de
I'opérateur marginal. On en conclut alors :

1

20(T) ~ 14—
mIT) ~ L STy

ou Ty est une constante qui dépend des caractéristiques de la chaine.

Correction au T;

Revenons au cas qui nous intéresse. Les équations du groupe de renormalisation sont celles du
flot de Kosterlitz-Thouless (elles se déduisent facilement des OPE des opérateurs marginaux) :

dz
dt
dy
dt

=272 y2,
=2zy.

On se place désormais sur la ligne marginale g =y = —%x. En effet, c’est la contrainte que I'on
obtient lorsque I’on demande que les fonctions de corrélation soient isotropes. La fonction 3(g) de
la perturbation marginale est donc 3(g) = —2mg?. Appelons G(t) la partie alternée de la fonction
de corrélation (S*(0,)S7(0,0)) (qui domine la partie uniforme) , G(t) = (S1(0,£)S~(0,0))q. G
est solution de 1’équation du groupe de renormalisation :

0
Olnt

T ﬂ(g)a% +29(9)| Gltrg) =0, (3.9)

ol 7(g) = (1 — mg)/2 est la dimension anormale de la partie alternée de P'opérateur ST. On
calcule y(g) en perturbations au premier ordre en g (OPE & une boucle de 'opérateur marginal
avec l'opérateur STS7). La forme de la fonction G s’obtient en résolvant I’équation (3.9) :

(S*(t,0) S~ (0,0))a o %\/1 Tt E/a),

3Rien ne ressemble plus numériquement 3 TInT que T11T° avec e < 1.

Chaines de Spins, Fermions de Dirac, et Systemes Désordonnés



tel-00001560, version 1 - 14 Aug 2002

3.3 Théorie critique de la chaine ouverte 51

0.40 T T : T
E o35} ¢ _
2 I M
c
“— 030 =
— 0254 E

020 1 1 n 1 L

.00 0.04 0.08
T/

Fi1G. 3.4 — Taux de relaxation longitudinal en fonction de la température. Les points sont les
données expérimentales de Takigawa, et la courbe en trait plein est le résultat du groupe de
renormalisation & 2 boucles obtenu par Barzykin.

ou a, le pas du réseau, est utilisé comme cut-off aux courtes distances. Pour les temps longs,
cette corrélation se comporte comme t~'v/Int. A température finie, on a :

(S(0,£) S~ (0,0)) o #ﬁ;ﬁ\/m /).
Utilisant la formule (3.5), cela conduit & une correction logarithmique [114, 115] pour le temps
de relaxation 77, valable a basse température, lorsque les corrections logarithmiques ne sont plus
négligeables :

1
— x T°/InT.
Ty

Ce comportement est reporté en pointillés sur la figure 3.3, et on constate un accord plus que
partiel entre la théorie et ’expérience. Récemment, une amélioration notable de I’interpolation
des données de Takigawa a été obtenue par Barzykin [11]. Il a calculé les corrélations de spin dans
la chaine de spins 1/2 4 I’ordre de deux boucles. A cet ordre, la fonction 8 de I'opérateur marginal
est B(g) = —27(g? + ¢3/2). On en déduit la forme de la partie alternée des autocorrélations de
spin dans le temps & température finie :

. 1/2
(S() SO)r o« 1 [A ! A] ,

L P Y P
X Gmh(eTy) [T T2 T

avec A = 1/a le cut-off ultraviolet. On en déduit le taux de relaxation longitudinal 1/7; :
1 A1 A
— In—+ -Inln—.
T, \/n T T

La figure 3.4 reproduit la courbe de Barzykin [11] et les données expérimentales de Takigawa.
On constate que l'interpolation est bien meilleure que par le vInT' de Sachdev.

3.3 Théorie critique de la chaine ouverte

3.3.1 Théorie critique au bord et invariance conforme

En toute généralité, les fonctions de corrélation d’observables d’une théorie critique dans le
volume d’un systéme de taille infinie et qui sont en lois de puissances le demeurent lorsque les
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mesures des observables sont prises prés d’un bord. En revanche Cardy [23, 24, 25] a prouvé que
les exposants (dits de bord) des fonctions de corrélation different en général des exposants dans
le volume. Dans notre cas, nous sommes intéressés a calculer les autocorrélations dans le temps
d’un spin appartenant & une chaine de spins s=1/2 et qui est voisin immédiat d’une impureté. En
principe, ces exposants critiques doivent pouvoir étre obtenus de la théorie conforme avec bord
associée & la partie critique de la chaine avec des régles de fusion (formule de Verlinde spécifique)
différant des régles de fusion de la théorie dans le volume. Nous n’emprunterons toutefois pas ce
chemin, trop formel pour notre objectif (qui est de calculer le T7), et qui ne nous aidera guére
mieux dans le calcul des corrections logarithmiques. De plus le calcul pédestre que nous allons
mener nous permettra de comprendre explicitement comment disparait 1’'une des deux symétries
chirales de la théorie en volume, induite par la perte de I’invariance par translation. Enfin, nous
calculerons non seulement les autocorrélations temporelles au bord de la chaine mais également
les fonctions de corrélation en deux points quelconques de la chaine.

3.3.2 Bosonisation et condition au bord

La bosonisation de la chaine de spins s=1/2 ne pose pas de difficulté particuliére qui n’ait
déja été soulevée dans la théorie en volume. Son action s’écrit donc (confere 1.7)

o o0
H=c / dr [J} +J3] —g / dz cos V167K . (3.10)
0 0

Naturellement, la premiére des questions & nous poser est celle de la condition au bord. D’une
condition de Dirichlet & une condition de type Neumann, en passant par tous les cas mixtes,
I’éventail des possibilités est large et peut différer radicalement selon qu’elle est posée sur les
champs fermionique ou les champs bosoniques.

Si ’on suppose que la condition est de type Dirichlet pour le champ ¢, il prend une valeur
fixée en x = 0, position de I'impureté. Faisant alors appel a I'invariance par rotation de la
chaine, nous demandons que 'aimantation du spin de bord soit nulle (S?%(0,¢)) = 0. Et, utilisant
la forme bosonisée de 'opérateur de spin S*(z,t) = —ﬁ@ﬂﬁ(:ﬂ, t) + % cos VAarp(x,t), il est

équivalent de demander que (cos(vV4mrK ¢(0,t))) = 0, soit par exemple ¢(0,t) = /g%, ou
encore ¢r,(0,t) + ¢r(0,t) = /5. Utilisant la chiralité respective des champs ¢, et ¢g, la
condition est encore équivalente &

¢L(_$at) + ¢R($at) = V ]_GLK’

pour tout z positif. Il est donc tentant d’utiliser la relation ¢r(z,t) = —¢r(—x,t) + /g% pour
se passer des champs de chiralité droite au prix modique du prolongement analytique des champs
de chiralité gauche au demi-plan des positions négatives. L’opération se représente élégamment
(merci Vivien) par le schéma 3.5.

Les champs bosoniques de la théorie en volume s’expriment immédiatement en fonction du
champ chiral rescapé :

¢(x,t) = dr(x,t) — dr(—=,t) + ’/16LK . bz, t) = dr(z,t) + dr(—x,t) — 4 /16LK ,

Le hamiltonien de départ (3.10) se réécrit comme

c o 9 9 g o0
H=- dz [Jf +Jg] — = dz cos V16TK¢.
2 —00 2 -0
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O C=

< <

Fi1aG. 3.5 — De la chalne ouverte & une théorie chirale dans le volume.

Ce faisant, on a utilisé le fait que Jg(z,t) = Jp(—z,t), pour 'action libre et

osV16rK¢p(—z,t) = cosV16nK | ¢p(— — ¢r(z,t) + 16%)
%)
16 K

(6=
= cos V167K (qsL (—z,t) —
(9wt

= cosV167K | ¢r(z (—z,t) + %)

=

= cosV16nK¢p(z,t) ,

pour la perturbation. On en déduit que la nouvelle célérité est divisée par 2, ainsi que la constante
de couplage des termes Umklapp. En revanche, le rayon de compactification est inchangé.

3.3.3 Fonctions de corrélation critiques

Pour des opérateurs quadratiques dans le champs ¢, la trés classique technique des images
électrostatiques s’applique parfaitement. Dans le cas contraire, la méthode n’est plus applicable
et un calcul explicite s’impose. La fonction de corrélation C(z1,z2,t) = (S*(z1,t) S*(z2,t))u
peut donc seule en bénéficier :

C($1, ‘TZ’ t)bord = Z C(glxla 82'7/'2’ t)volume'

£€1,€2

Pour les autres, plusieurs subtilités, qu’on ne rencontre pas dans la théorie en volume, se
présentent. Je donne ici 'exemple de la partie alternée de la fonction (S?#(z1,t) S*(z2,t))q-

(§%(21,0) S*(22,1) Ja o< (—1)" 7" (cos(VATK $(z1,0)) cos(VATK ¢(z2,1)))
o (=1)m1=a2 (e\/47r7Kz'(¢L(x1,0)f¢L(*w1,0)+ =) +ef\/ziTKz'(m(wl,0)7¢L<7w1,0)+\/wIK))

% (exﬂm—m(m(wz, —¢r(-22)tV/16x) 4 o VIrKi(91(@2,1) ¢L(7wz,t)+\/%))>
o (—1)%1— i VAT Ki(¢1(21,0)~¢1 (—21,0)) VAT Ki($1 (22,) ~ L (—22,1))

+ e~ eVATKi(¢L(21,0)=¢1(=21,0)) o —VATKi($1 (w2,1)—h1(=2,t)) )

+ (—1)717 %2 VATKU$L(21,0) g1 (~21,0)) o= VATK (@1 (22,8)= b1 (~2,1))

+ VA Ki(91(21,0)—¢1(=21,0)) (VAT Ki( L (22,t)—pL(— m,)))_

Contrairement au calcul de la méme quantité pour la chaine XX7 standard, les termes non-
croisés qui apparaissent sur lantépénultiéme ligne et celle qui la précede, et qui ne satisfont
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pas la condition de neutralité de charge sur ¢ ont une contribution non-nulle. Il est essentiel de
remarquer I'importance de la constante issue de la condition de Dirichlet qui introduit un facteur
global €™ = —1 devant ces termes non-croisés. Commencons par calculer la seconde moyenne
du dernier membre de droite (termes croisés). On note

= VirKi (¢L($1, 0) — ¢r(—x1, )+\/1GIK>’
= VirKi (¢L($2a) pr(—z2, )+\/1GIK>'

Pour calculer la moyenne d’un produit d’exponentielles, on utilise le résultat standard (pour

. . . 142 2
toute action libre gaussienne) : e? :: P := eAB+3(A+B%)

doit donc effectuer :

(AB) =47 K ((¢r(21,0) — ¢r(=21,0))(dL (22, 1) — ¢L(—72,1))
=47 K (G(z1,22 + t) + G(z1, —z2 + t) — G(z1, —22 + 1) — G(—21,22 + 1)) ,
(A%) = — AnK((¢r.(21,0) = $1(~21,0))?)
=— 47K (G(z1,%1) + G(—z1,—x1) — G(z1, —21) — G(—21,21)) ,
(B?) = — 4nK((¢r(22,1) — $1.(~22,1))?)
=—4rK (G(zo + t,z9 + 1) + G(—2z2 + t,—22 + 1)
—G(z2+t,—z2+t) — G(—z2 + t, 220+ 1)) .

e*B .. Pour le premier produit, on

G désigne la fonction de Green chirale & gauche G(z1 + t1,z2 + t2) = (¢ (z1,11)PL(x2,12)) qui
est non-connexe et qui vérifie

—

G(.’L‘l + 11,20 + tg)— [G(.’L‘l + 1,21 + tl) + G(.TQ + 12,22 + tg)]
1 T ]

-
a7 |:Sinh[7TT(£I?2 —z1 + 1ty —t1)]

N |

Par conséquent

A? + B?

AB

) —Kn |:Sh7TT(—.T2 —z1 + t)shrT(zo + 21 + t)}

shnT(zg — z1 + t)shnT(—z9 + 21 + t)
sh(7rTsh(2:v1))sh(ﬂTsh(QxQ))]
() '

—Kln[

Passant & 1’exponentielle, on obtient la premiére partie de la fonction de corrélation (S%S%),
donnée dans I'appendice A. Le calcul des termes croisés est analogue, & la seule différence que
AB est transformé en —AB, ce qui conduit & une inversion de ’argument du premier logarithme
de I'expression ci-dessus. Les autres fonctions de corrélation se calculent de la méme maniere.

Sile calcul de (St (z1,t) S~ (z2,t)), est assez pénible, il ne présente pas de difficulté supplé-
mentaire. Les résultats sont rassemblés dans ’appendice A.

On obtient les autocorrélations en temps du spin de bord en prenant 1 = zo = a. Si
la démarche semble naturelle, elle demande réflexion puisque cette particularisation intervient
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apreés le passage a la limite continue. On obtient finalement

(S+(t)S‘(0))o<(L)I/KJr(L)l/K. (3.11)

sinh 7T't sinh 7Tt

Dans ces relations, nous avons omis les préfacteurs; le premier terme est la partie uniforme de
la corrélation alors que le second est sa partie alternée.

3.3.4 Calcul du taux de relaxation longitudinal

Le comportement en température du taux de relaxation longitudinal se déduit & nouveau de
la relation (3.5). Dans le cas de la chaine anisotrope, on obtient

1
= T4+ TYE-L
T x T +

Au point isotrope 1/T7 o« T, ce qui constitue un résultat trés différent du cas d’une im-
pureté couplée au volume de la chaine. C’est un résultat qui devrait pouvoir étre observé
expérimentalement.

3.3.5 Correction logarithmique au taux de relaxation longitudinal

Se pose encore le probléme du calcul des corrections logarithmiques au point isotrope pour la
chaine ouverte. Comme on va le voir, la fonction 3(g) ne dépend pas des conditions aux limites
et s’identifie & la fonction §(g) du volume. Le calcul des dimensions anormales des champs est
plus délicat. On attend de ces dimensions qu’elles soient modifiées & I'approche du bord. Il ne
fait pas de doute que la technique d’OPE peut étre adaptée afin d’obtenir la correction en g aux
dimensions anormales. Toutefois dans notre cas le calcul n’est guére plus efficace que le recours
aux anciennes méthodes de développement perturbatif. De plus, comme on va le voir, le calcul
n’est pas moins éloquent que la généralisation des techniques d’OPE (ces derniéres nécessitent de
prendre en compte simultanément le produit & courte distance de trois opérateurs : I'opérateur
situé sur le bord, 'opérateur marginal et son image.)

Le lagrangien du modele microscopique s’écrit :

L=Ls+ :v/ dz (0,4) + y/ dz cos V167,
0 0
avec Lo = [, dz (0u¢)>.

Fonction 3(y)

La fonction S(y) est la méme que celle donnée par le flot dans le volume, c’est-a-dire celui de
Kosterlitz-Thouless. La raison de cela est qu’elle est déterminée par le comportement a courte
distance des opérateurs marginaux dans tout le volume de la chaine ouverte. Le bord étant de
mesure nulle, il n’y a pas de différence notable avec la chaine infinie.
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Dimension anormale yp(y)

Il n’en va pas de méme de la dimension anormale des opérateurs. Nous prendrons comme
exemple dans la suite la fonction de corrélation (S*(0,¢1)5%(0,0)),. Sa dimension anormale de
bord est donnée & une boucle par le produit & courte distance de 1'opérateur marginal, avec
Popérateur de spins S%(0,t1)S*(0,0), que l’on situe donc, lui, sur le bord (éventuellement & des
temps différents).

Utilisant la forme bosonisée de S*(z,t) = —ﬁ@zcﬁ(x,t) + % cos v/An$(x,t), nous allons
procéder au calcul perturbatif nous permettant d’accéder & la dimension anormale de bord de
cet opérateur O = %aqu(o, t1)0z¢(0,0). On souhaite développer dans les couplages marginaux
z et y la valeur moyenne de O prise pour le lagrangien

z [ 2o, Y [T
L=Ls+ = dz (0,¢)" + = dz cos V167,
2 J_» 2 J_»
écrite apres que 'on a déplié la chaine. La valeur moyenne a pour représentation fonctionnelle

[ Dp O e=So=v/2[(0ud)*~y/2 [cos V16m¢

o
) [ D¢ e=So=/2[(0u$)*~y/2 fcos VIbre ’

ol les intégrations sont entendues désormais sur toute la droite réelle R. Puis, la moyenne se
développe au premier ordre des couplages marginaux en

()= (O)o ~ 50 [@ut)o ~ 1O [cosvVIGrd)o + 5 (Ohel [ cos ViEnd)o.

On remarque d’abord que, pour cette fonction de corrélation, (O [(9,¢)%)e = 0. Il en sera de
méme pour (S?%(0,%1)S5%(0,0)),, au contraire de (S*(0,%1)S~(0,0)). Dans la suite on effectue
la transformation ¢ — ¢//2, et on passe en temps imaginaire (comme le laissent supposer les
conventions euclidiennes adoptées dans la moyenne fonctionnelle ci-dessus), de fagon & utiliser
les notations complexes. On a

(5°(2)8" (a))u ~(5* ()"}t~ § ((5°(2)8%(e2) [oos(VBmota)
(5% (a0)S* )  f cos( VBT )
(57 ()87 )~ B 57 (1)S7()  [cos( VBN
O ($(1)(z) cos(VBTH)o = —BT((21)$(2))o ($(22)(2))e (c05(vETH(2) e, done

(: 5%(21)5%(22) : /COS(ngS(z)))% = =87 /BZ1<¢(961)¢(Z))@ Or, ($(22)$(2)) o (cOs (VBT $(2)))o-

Puis

0o ($(21)0(2))o 1[ CHNIE SR S ]

:E Z+ 2z z2+ZzZ1 Z—7Z z—2
que l'on particularise & z; = it; et 2o = 0, de sorte que
1 z+72)?
B (B(21)$(2)) 0 Do (B(2)B(2) ) = —og — D)

T An? |z — it 2|22
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Alors & 'ordre O(y?), on obtient

(: S*(21)S%(22) : /cos(\/8_7r¢(z)))g) o —% /dmdt !

|z —ita?|2*

On doit donc évaluer cette derniére intégrale, qui posseéde deux singularités en z = 0 et z = it;.
Ces deux singularités sont images 'une de 'autre. Lorsque I'on opére le produit & courte distance
de la fonction de corrélation et de 'opérateur marginal, ce dernier acquiert le statut d’opérateur
bilocal. Le produit & courte distance consiste donc a faire confluer trois points et non deux pour
une théorie en volume. On montre que

1 4 t
J LY
|z — 12|22 2 a

Finalement, on obtient
t
(0) = (0o (1 + 4myIn El) .
La dimension anormale au bord de d,¢(z,t) est donc
vB(9) =1 —2mg.

Groupe de renormalisation

La fonction de corrélation G(t) = (O) satisfait ’équation de Callan-Symanzik

0 0

giag B0 5y + 2a(a)] Glt.9) =o0. (3.12)

La solution de cette équation (3.12) est :

1 o T>0 T\, .

Bien que ce calcul soit le plus simple de ceux a effectuer sur les quatre fonctions de corrélation,
aucune difficulté supplémentaire n’émerge du calcul des trois autres. On vérifie en particulier
que le dernier résultat est identique & celui de (S*(0,0)S~(0,¢1))., propriété que 1’on attend de
Iinvariance par rotation de la chaine. En fait on obtient la méme dimension anormale de bord
pour les quatre fonctions de corrélation.

Cela implique que le taux de relaxation 1/7 subit également une correction :

T2
1T ocT (In ) .

Dans la mesure ou 'on connait la fonction 8 & deux boucles, et qu’a cet ordre seul compte la
correction & une boucle de la dimension anormale 7y(g), et suivant Barzykin, on peut obtenir
davantage de précision avec

T 1 T\?
1/T; T{ln—+=-Inln— )] .
/11 (nA+2nnA)
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3.3.6 Influence du champ magnétique

L’application d’un champ magnétique (ne serait-ce que celui utilisé en RMN) n’a pas en
général de conséquence majeure sur la physique de la chaine de spins car I’énergie Zeeman mise
en jeu est dans la plupart des cas tres inférieure & celle de I’échange entre spins. Toutefois, un
certain nombre de conséquences secondaires doivent étre prises compte.

Le probléme de la chaine de spins s=1/2 XXZ dans le volume et en champ magnétique
est intégrable. Toutefois le rayon de compactification des bosons K(A,h) est donné par une
équation intégrale et on ne connait pas son expression exacte. On en déduit cependant que la
dépendance de K(A,h) en h est continue. Aussi, pour des valeurs de champ raisonnables, le
rayon de compactification ne dévie que peu du cas en champ nul.

Un effet notable du champ magnétique est d’introduire de I'incommensurabilité. Les termes
Umklapp ne contribuent plus et les corrections logarithmiques n’ont plus lieu d’étre.

Dans le cas de la chaine ouverte, il n’y a aucune raison de penser que K(A, h) soit modifié
et le raisonnement ci-dessus tient toujours. En conséquence on s’attend a ce que le temps de
relaxation T dépende continiment de h et en dépende faiblement pour des valeurs du champ
raisonnables. De méme apparait de I'incommensurabilité dans les fonctions de corrélation. On
s’attend encore & ce que les corrections logarithmiques disparaissent.

Toutefois, avec la brisure de ’'invariance par rotation provoquée par la présence du champ
magnétique, de nouveaux opérateurs sont autorisés et peuvent émerger dans la construction
de théorie des champs de la chaine ouverte. Deux nouveaux opérateurs marginaux 9,¢r(0,t)
et exp(iv/2m$r(0,t)) sont susceptibles de jouer un réle, et d’induire de nouvelles corrections
logarithmiques. Du fait de leur caractére marginal, ils ne modifient pas les exposants critiques
déja calculés (seule la modification du rayon de compactification peut avoir une influence).

Faisant abstraction de nouvelles corrections logarithmiques potentielles, nous avons calculé
les fonctions de corrélation en champ magnétique non-nul et les avons rassemblées dans 1’ap-
pendice A. Ces formules généralisent celles obtenues dans [33] pour la théorie en volume. Le
champ magnétique, dirigé selon Oz, est d’amplitude h. On doit donc inclure dans le hamiltonien
un terme Zeeman ). h.S7. Le champ magnétique décale I’énergie de Fermi de sorte que les
nouveaux moments de Fermi sont

kra =+ (g - arcsin(%)) .

Ce que I'on peut encore interpréter comme un décalage dans le champ ¢ qui dépend de ’aiman-
tation m, qui elle-méme mesure I’écart au demi-remplissage.

3.4 Le liquide de Luttinger

Gréce aux nanotubes, il est aujourd’hui possible de réaliser expérimentalement un gaz quan-
tique d’électrons unidimensionnel. Les nanotubes sont des tubes de carbones trés fin (quelques
nanometres). Il est relativement simple de montrer (pour une discussion détaillée voir [83]) que
la quantification des modes transverses d'un tube conduit & deux bandes électroniques unidi-
mensionnelles. Ce que I'on modélise par le degré de liberté de spin du modele de Hubbard que
I'on a évoqué dans les rappels du chapitre 1.

Les techniques que 1'on a développées dans ce présent chapitre sont donc susceptibles de
s’appliquer & de tels systémes. Elles peuvent nous servir & étudier extrémité d’un fil quantique
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cassé, comme par exemple un conducteur organique unidimensionnel. Avant de s’engager dans
cette voie, rappelons ce qu’est le temps de relaxation pour le liquide de Luttinger et quelle est
sa, valeur pour la relaxation dans le volume d’un systéme unidimensionnel.

3.4.1 Temps de relaxation dans le volume

On note & nouveau U la constante de couplage de 'interaction de Hubbard (voir chapitre
1). Nous sommes intéressés par le cas répulsif U > 0 (interaction de coulomb écrantée entre les
électrons), c’est-a-dire la phase onde de densité de spin. Le cas attractif U < 0, qui correspond &
la phase supraconductrice, ne nous intéresse pas ici car il correspond & une théorie non-critique.
Le hamiltonien bosonisé qui décrit la physique de basse énergie des excitations du systéme
isotrope dans le secteur onde de densité de spin est

. 1
Y :% / d [Kcn’g’ + FC(wsc)? + 8(4kr —2m) ﬂ_ga)Q / dx cos(V8mg.)

Uk 2 2
+ - dx [Hs + (Vs) ] .
Les opérateurs marginalement non-pertinents dans le secteur de spin n’y sont pas pris en compte,
car on ne s’intéressera ici qu’au comportement d’échelle des fonctions de corrélation. Dans ce
liquide de Luttinger, ce qui fait office d’opérateur de spin est 'opérateur de densité de spin
Oops = c}aaéﬁcjn = njt — n;j,. Le taux 1/ est défini par

1 [t
1?1 X L}Ili% . dt ezwt <OODS(Oa t) : OODS(Oa O))T ’
qui généralise la formule (3.5) & un liquide de Luttinger. Ce taux de relaxation est une sonde
des fluctuations de spin du systéme.
L’opérateur onde de densité de spin Ogpg peut étre bosonisé en

Oops = —\/§V¢s _2 sin(vV2r ¢, + 2kpj) sin(v2mes) . (3.14)
s T

Supposons d’abord que le systéme est au demi-remplissage (kp = 7/2). On a vu dans ce cas
que le secteur de charge acquiert un gap. La valeur moyenne de ¢, est telle que cos(v/8m¢.) soit
minimum. De sorte que I'opérateur onde de densité de spins prend la forme effective

Oons = —\ﬁws —(—17 % sin(vV2r ).
™ T~

On reconnait 'opérateur de la chaine de spin 2 8% (1.8) & condition de substituer v/2(¢ — /7/4)
& ¢.. Le facteur /2 était attendu car la bosonisation s’effectue ici directement au point fixe
isotrope. Dans ce cas, nous sommes ramenés 3 la chaine de spins s=1/2 et (Oops(t)Oons(0))
7T/ sinh(nTt) (la partie alternée domine asymptotiquement).

Supposons maintenant que le systéme n’est pas au demi-remplissage (kp = 7/2). Dans ce
cas la partie alternée de la fonction de corrélation est calculée en utilisant le découplage des
secteurs de charge et de spin et

(Oops(t)Oops (0)) oc(sin(v 2w, (t) sin(v2m . (0)) {sin(v2m b (t) sin(v2m ¢, (0))
7T 1+Ke
0( [sinh 7TTt:| )
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Cette contribution alternée a la fonction de corrélation est encore dominante car on a toujours
K. < 1. Dans le cas contraire le secteur de charge aurait un gap et ’on serait ramené au premier
des deux cas envisagés (demi-remplissage).

3.4.2 Relaxation au bord du liquide de Luttinger

Dans ce qui suit on suppose que 1’on a effectué le changement de variables ¢, — K¢, de
sorte que le rayon de compactification apparait dans ’expression des fonctions de corrélation et
non dans ’action. On va supposer (raisonnablement dans le cas d’un fil quantique sectionné)
que les densités électroniques n4 et n| s’annulent toutes les deux au bord. Il est équivalent de
demander que la densité électronique totale ny+n et I'opérateur de spin S* prennent une valeur
moyenne nulle & Pextrémité du fil. On a vu qu’elle est ’expression bosonisée 3.14 de I'opérateur
onde de densité de spin. Voyons quelle est celle de I'opérateur onde de densité de charge :

Oopc = —\/%ngc + % cos(V2m ¢, + 2kpj) cos(V2m ) . (3.15)

On obtient modulo les rayons de compactification respectifs des deux bosons :

¢C(O’t):\/8L}-{ca ¢S(Oat):O-

En dépliant le demi-fil, il en résulte que

™

¢CR($at) = _¢6L($at) + S—I(c >

¢sR(~T,t) = —¢3L($,t).

La fonction de corrélation (Oops(t)Oops(0)) se scinde en deux fonctions de corrélations, une
pour chaque secteur :

(sin(V2me(t)) Sin(\/ﬂ%(o)))%(o,@:\/% x (sin(V2m s (¢)) sin(v'2w5(0)))g, (0,0=0 -
Compte tenu de la condition au bord dans le secteur de spin, il apparait que la fonction de
corrélation de spins est exactement la fonction de corrélation de spins alternée (S%(0,¢)S%(0,0))
que nous avions calculée dans la sous-section 3.3.3 pour la chaine de spins ouverte. Donc le
secteur de spin a pour contribution & la fonction de corrélation complete (wT')%/sinh?(zT).
Occupons-nous maintenant du secteur de charge.

Supposons dans un premier temps que nous sommes au demi-remplissage (kr = 7/2). Alors
le secteur possede un gap. Le champ ¢, prend une valeur moyenne semi-classique, qui se trouve
étre égale & sa condition au bord. La fonction de corrélation dans le secteur de charge est alors
constante.

Supposons ensuite que nous ne sommes pas au demi-remplissage (kr # 7/2). Alors le secteur
de charge est sans masse et, compte tenu de la condition au bord, on doit calculer la fonction
de corrélation

(cos(V2mhe(t)) cos(vV2mhe(0))) .

Le calcul est formellement identique & celui de la partie alternée de (S#(0,¢)S%(0,0)), & un signe
prés (crucial). En reprenant le calcul détaillé dans 3.3.3 et ’expression donnée dans I’appendice
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A, on obtient

(nT)? Ke

{Oovolar, O)OODC(xQ’t))a]Charge - [Sh(QWT:m)sh(%rTm)

[sh(wT(—mg —z1 + t))sh(nT(zo + z1 + t)
sh(nT(z2 — z1 + t))sh(nT(—z2 + 1 + t)

:| Kc
K. }

7
qui est valable dans tout le demi-fil quantique. Lorsque I’on approche du bord, z; et x5 tendent
vers a, et la fonction de corrélation tend vers une constante.

En résumé seul le secteur de spin apporte une contribution au temps de relaxation. Reprenant
les résultats de la chaine ouverte on obtient donc

1
— xT.
Ty

)

)

[Sh(ﬂT(wg —z1 + t))sh(nT(—zo + 21 + t))]
sh(nT(—z9 — z1 + t))sh(nT (22 + z1 + 1))

Le résultat est ”super-universel” en ce sens qu’il ne dépend pas du rayon de compactification du
secteur de charge K., dont 'universalité est en général limitée parce que sa valeur dépend du
modeéle physique précis.
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Chapitre 4

Des systemes physiques décrits par
des Fermions de Dirac

4.1 Modeles sur réseau et effet Hall quantique

4.1.1 Les fondamentaux de I’effet Hall quantique entier

L’effet Hall classique décrit la physique d’'un gaz d’électrons bidimensionnel soumis a un
champ magnétique fort et orthogonal au plan des électrons, dans des conditions normales de
température. La conductivité transverse se comporte de fagon linéaire en (en.)/B ou B est I'in-
tensité du champ magnétique et ol n. est la densité électronique. La conductivité longitudinale
classique est simplement donnée par le modele de Drude.

Pour espérer réaliser un équivalent quantique de ce systéme, on doit pouvoir constituer un
gaz d’électrons bidimensionnel de taille mésoscopique et trés dense (jusqu’a 10'3 électrons par
cm2). Un tel piege & électrons est réalisé soit dans les MOSFET (Transistor & effet de champ
formé de semi-conducteurs métal-oxyde), soit dans une hétérostructure de semi-conducteurs (par
exemple GaAs/Al;Ga;_;As). Une déplétion de potentiel (de quelques dizaines d’Angstrom de
largeur) se forme alors & l'interface des deux types de semi-conducteurs et les électrons y sont
piégés. Leur densité est ajustée par la tension de grille dans le premier cas ou par la concentration
du semi-conducteur dopé dans le second cas. Lorsque le champ magnétique est intense (supérieur
généralement & 10 T), lorsque que I'on atteint de trés basses températures (de 1 & 2 K) et enfin
lorsque la taille du systéme est suffisamment petite pour que le régime atteint soit quantique,
la conductivité transverse ne suit plus une loi linéaire. Des plateaux de conductivité transverse
0y se forment autour de la droite classique (confere figure 4.1 tirée de [104]).

Plus étonnante que la formation de ces plateaux, est la quantification trés précise de la
conductivité Hall qui, sur le n-ieme plateau, prend la valeur o,y = n e? /h, ne dépendant donc que
des constantes universelles. Ce qui a donné lieu, peu de temps aprés la découverte du phénomeéne
[134], & des applications en métrologie dans la définition de 'unité de champ magnétique. Les
conductivité et résistivité longitudinales sont quasi-nulles dans le régime des plateaux. Ce qui
révéle un régime sans dissipation. Au contraire, la conductivité longitudinale prend une valeur
finie & la transition entre deux de ces plateaux.

Seule la prise en compte du désordre permet d’expliquer ces phénomenes. En fait, la formation
des plateaux ne peut se produire qu’en présence du désordre. On considére généralement que
les interactions ne jouent pas un role fondamental dans l'effet Hall quantique entier, méme si
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F1G. 4.1 — Résistivités transverse p;, et longitudinale p;, d’un échantillon Hall.

I’énergie de Coulomb est parfois de magnitude comparable au potentiel créé par le désordre.
C’est pourquoi on commence par décrire les états d’un électron dans un champ magnétique et
qui se meut dans un plan. La physique de cet électron est décrite par le hamiltonien de Landau :

1 2 -\ 2
H = % (—Zhv - eA) =+ ‘/imp
ou m* est la masse effective de 1’électron, A est le potentiel vecteur d’un champ magnétique B
uniforme et orthogonal a I’échantillon et V,,,, est le potentiel scalaire créé par les impuretés. On
choisit ici pour A la jauge radiale : A = %B A 7. Lorsque Vi, = 0, c’est-a-dire dans le cas pur,
les états propres de ce hamiltonien sont les fonctions d’ondes

n! T\ Im| r? ; 2/(4 02
= Z ml (2 —imf—r2/(4£2)
Ynm (7, 0) \/2#(2 2™ (n 4+ |m|)) (Z) " (2(2) ¢ ’

d’énergie E,,, = hw, (n+ %) et de moment orbital J, = —mh. Les fonctions L)' sont les
polynémes de Laguerre. w, = (e B)/m™* est la fréquence cyclotron, quantité d’interprétation
classique, qui est proportionnelle & l'inverse de la période de l'orbite d’une particule classique

dans le champ magnétique. ¢ = ,/m*ﬁwc =4/ eiB est la longueur magnétique. Elle s’interprete

comine le rayon de giration d’un électron dans le champ magnétique. Elle est expérimentalement
de I'ordre d’une dizaine de nanometres. Il est essentiel de remarquer que les niveaux d’énergie ne

Chaines de Spins, Fermions de Dirac, et Systemes Désordonnés



tel-00001560, version 1 - 14 Aug 2002

4.1 Modeles sur réseau et effet Hall quantique 67

dépendent pas du moment orbital. n est 'entier qui indexe les niveaux dit de Landau. Cela en-
traine une grande dégénérescence de ces niveaux. Cette dégénérescence est d’autant plus grande
que le champ magnétique est fort. Concrétement, il y a, dans un niveau de Landau, autant
d’états que laire du systéme mesurée en unité de 2m¢?.

Lorsque I'on introduit du désordre, les niveaux de Landau s’élargissent et peuvent se recouvrir
légerement. La majorité de ces nouveaux états sont localisés par le désordre. Un unique état
étendu, voire quelques uns, perdure a 1’énergie du niveau de Landau.

Nous allons maintenant constituer progressivement un liquide de Hall quantique. Grace au
principe de Pauli, nous remplissons les états des niveaux de Landau. Lorsque le potentiel chi-
mique se trouve entre deux énergies de Landau, les électrons proches du niveau de Fermi occupent
des états localisés. La conductivité longitudinale est nulle, et la conductivité transverse stagne
sur un plateau. Lorsque ’on atteint un milieu de bande, un état étendu est occupé et la conducti-
vité longitudinale prend une valeur finie, tandis que la conductivité transverse saute d’'un plateau
a Pautre. Au milieu du plateau, entre deux niveaux de Landau, la conductivité transverse re-
trouve sa valeur classique. Si, dans cette optique, on comprend bien le comportement de o, il
convient pour mieux comprendre le comportement de o, d’inclure dans la description les états
dit de bords. Ceux-ci occupent aujourd’hui une place de choix dans la description de 'effet Hall
quantique [59]. Nous n’en parlerons pas ici, car nous n’en aurons pas besoin.

Jusqu’a présent une description quantitative définitive de la transition entre deux plateaux
n’a pas été obtenue. En particulier, on ne sait pas calculer les exposants critiques associés & cette
transition. Sur des bases semi-analytiques [131, 56] ou numériques [27], on s’attend & ce que la
longueur de corrélation dans le systéme diverge a la transition comme &(B) o< (B — B.) ¥, avec
v ~ 7/3. Cela n’exclut pas que plusieurs descriptions analytiques [137, 79, 110, 150, 17] sont
pressenties comme des descriptions correctes de la transition. Toutefois, elles ne permettent pas
(modeéle sigma non-linéaire), ou n’ont pas encore permis (identification de la théorie conforme
sous-jacente), d’obtenir la valeur de cet exposant.

Lorsque que le désordre est plus faible et que l'on descend davantage en température, de
nouveaux plateaux de conductivité se forment. Ils se situent entre les plateaux de ’effet Hall
entier, et leur conductivité est une fraction de la conductivité élémentaire e?/h. On parle alors
d’effet Hall quantique fractionnaire (découvert par Tsui, Stormer et Gossard [132]). Afin de le
comprendre, il est indispensable de considérer I'effet des interactions. Le désordre ne suffit plus
a rendre compte de 'existence de ces plateaux. Dans la suite on abordera uniquement certaines
problématiques de l'effet Hall entier.

4.1.2 Approche semi-classique de la transition entre plateaux

Je vais maintenant décrire ’approche semi-classique de la transition entre plateaux. Lorsque
le champ magnétique est suffisamment fort, les états occupés se situent tous dans le premier
niveau de Landau. De plus I’écart entre niveaux croit, si bien qu’on peut négliger I'influence des
niveaux supérieurs sur le premier niveau de Landau. Dans une perspective semi-classique, on
suppose de plus que le potentiel du désordre Vi, varie lentement et satisfait :

hw.

1

[V Vio| <

Dans ces conditions, les électrons, que I’on peut voir comme des particules classiques, effectuent
des orbites cyclotron de faible rayon, tout en dérivant le long des équipotentielles du désordre

M. BOCQUET



tel-00001560, version 1 - 14 Aug 2002

68 Des systémes physiques décrits par des Fermions de Dirac

scalaire. Il est donc naturel, semi-classiquement, de considérer la fonction d’onde d’un électron
comme un “ruban” d’épaisseur £ et qui suit les lignes équipotentielles. Or ces équipotentielles
sont génériquement fermées. Elles ne le sont plus lorsqu’elles se confondent avec les séparatrices
(confere figure 4.2). Ce dernier cas de figure se produit & une énergie bien précise. Lorsque la
fonction d’onde suit une équipotentielle fermée, elle est localisée. Lorsqu’elle suit une séparatrice,
elle est étendue. On peut donc identifier cet état & 1’état conducteur de la transition entre
plateaux.

F1G. 4.2 — Lignes équipotentielles et trajectoires semi-classiques.

Une premiére intuition conduit & penser que I'exposant de la longueur de corrélation dans
ce systéme est ’exposant de la percolation classique, & savoir v = 4/3, puisque la longueur
caractéristique des trajectoires fermées diverge de cette fagon lorsqu’elles tendent & se confondre
avec les séparatrices. Ce fut la premiére proposition faite pour v [131]. Or le résultat est incorrect.
On ne peut en effet faire abstraction de la diffusion tunnel entre trajectoires, en particulier
lorsqu’elles se jouxtent prés des points cols. La délocalisation peut s’en trouver sensiblement
améliorée. C’est donc I'image d’une percolation quantique qui doit se substituer a la précédente.
L’argument semi-analytique de G.V. Milnikov et M. Sokolov [56] consiste & dire que I’exposant
est la somme de deux contributions, 4/3 provenant de la percolation classique et 1 provenant de
Peffet tunnel, soit au total v = 7/3. Il n’est bien sir pas satisfaisant.

Ces considérations semi-classiques ont finalement abouti en 1988, grace a J.T. Chalker et
P.D. Coddington [27] & un modele sur réseau de la transition de I'effet Hall quantique entier.

4.1.3 Le modele de Chalker et Coddington

Il s’agit de réaliser sur un réseau carré la description semi-classique qui précede. Chaque lien
du réseau porte une partie de la fonction d’onde semi-classique de 1’électron. On lui associe donc
une valeur.

Chaque noeud du réseau correspond & un point col sur lequel s’intersectent deux séparatrices.
Pour modéliser 'effet tunnel, on choisit d’associer & ce vertex une matrice de diffusion 2 x 2 qui,
aux valeurs de la fonction d’onde sur les deux liens entrants, associe les valeurs de la fonction
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d’onde sur les deux liens sortants. Les matrices de diffusion appartiennent & SO(2). Les matrices
de transfert locales correspondantes appartiennent & SO(1,1). Ces derniéres sont paramétrées
par un angle hyperbolique. Selon que I'on se place en deca ou au dela de 1’énergie de transition,
la fonction d’onde semi-classique évolue dans les vallées ou sur les sommets. Pour modéliser cela,
on décrete que les vertex appartiennent & un réseau bi-partite. Les vertex appartenant a 1'un
des deux sous-réseaux ont des matrices de transfert paramétrées par un angle 6 alors que les
autres ont des matrices paramétrées par un angle #'. Lorsque 6 = ', on est & la transition. Pour
préserver l'isotropie du modele, on demande que 0 et §' soient reliées par § = coshfl(coth 0),
qui s’obtient simplement en demandant ’invariance par rotation d’un quart de tour du réseau.
Ce qui donne pour I’angle critique 6. = In(1 + v/2). A chaque vertex, on peut établir un lien de
proportionnalité entre 8 — 6. et la différence d’énergie FF — FE,. entre les équipotentielles.

Derniere étape de la construction, on souhaite tenir compte du fait que la fonction d’onde
d’un électron dans le champ magnétique uniforme prend une phase égale au produit du champ
par l'aire balayée par la particule (le flux balayé par rapport & un axe de référence). Or, en
premiere approximation, les liens entre deux nceuds sont de longueur arbitraire. De sorte qu’on
demande que la fonction d’onde prenne une phase arbitraire sur chaque lien.

4.1.4 Calcul numérique

Ce modele est bien adapté au calcul numérique. En effet, la majorité des modeéles de la
transition sont proposés dans le cadre du formalisme de seconde quantification (indispensable
lorsque I'on désire obtenir un modéle effectif, c’est-a-dire apres avoir effectué la moyenne sur
le désordre). Au contraire, ce modele simple de matrices de transfert releve du formalisme de
premiere quantification. Le désordre y est figé. Pour obtenir des informations moyennes sur le
systeme, il est par conséquent nécessaire de se fonder sur son ergodicité. Obtenir la longueur de
corrélation dans le systéme est un travail désormais standard mais non trivial. Il est illusoire
de penser pouvoir l'obtenir pour une taille de systéme numérique suffisamment grande. Au lieu
de cela, on exploite les effets de taille finie en plagant le réseau sur un cylindre & N canaux,
et de tres grande longueur. On peut alors en tirer les exposants de Lyapunov de la matrice de
transfert, et en particulier le plus petit de ceux-ci, qu'on ne peut obtenir sans les autres, et qui
donne la longueur de corrélation en taille transverse finie £ (6). Puis, procédant au calcul pour
plusieurs tailles transverses de systéme, et utilisant une hypothése d’invariance d’échelle & un

parametre
éN(g) _ 600(9)
N I\~ )

on peut obtenir numériquement [27] la fonction d’échelle g. Cette derniére donnant enfin acces
a la longueur de corrélation en taille infinie £, (6) en fonction des données numériques en taille
finie. J’ai repris la démarche de l'article originel, calculé puis tracé sur la figure 4.3 la fonction g
dans une échelle logarithmique (fonction et argument). En taille finie N et pour une valeur de 6
suffisamment proche de 6., la longueur de corrélation sature a la taille du systéeme. La fonction
g tend alors vers une constante. Ce raisonnement vaut aussi a 0 fixé, lorsque la taille du systéme
est suffisamment petite. Dans les cas opposés, c’est-a-dire lorsque I'on s’éloigne des conditions
critiques, la longueur de corrélation en taille finie tend vers la longueur de corrélation en taille
infinie et on attend de g un comportant linéairement décroissant.

La valeur de l'exposant critique que je tire du comportement de {,,(0) en 0, est v = 2.31 +
0.03, conforme aux résultats numériques de [65].
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F1G. 4.3 — Fonction d’échelle g, en abscisse les valeurs de In(£,,(0)/N) et en ordonnée celles de
In(én(0)/N). Sur la gauche du graphe, on tend vers le comportement critique, alors qu’a droite
le régime est fortement localisé.

4.2 Modele sur réseau de l’effet Hall quantique et fermions de
Dirac aléatoires

4.2.1 Formulation unitaire

Il y a deux fagons d’aborder le modele de Chalker et Coddington. On peut 1’étudier par le
biais du formalisme hamiltonien. C’est-a-dire que I'on privilégie une des deux directions du plan,
et on définit pour le modeéle une matrice de transfert. C’est ce qui a été précédemment présenté.
Ou bien on I’étudie au moyen d’une approche unitaire, & I’aide d’une matrice d’évolution qui
détermine la diffusion dans le systéme. Concrétement, pour faire simple et supprimer les effets
de bords, on peut imposer des conditions périodiques aux bords du réseau, de sorte que le
modele est défini sur un tore. Dans cette approche on substitue aux matrices de transfert locales
appartenant & SO(1, 1), une matrice de diffusion locale appartenant & SO(2). On choisit le réseau
dans sa configuration isotrope :

sinfsinf = 1.

L’angle 0 trigonométrique utilisé ici n’est pas égal a 1’angle hyperbolique « utilisé dans la for-
mulation du réseau par les matrices de transfert que ’on rencontrera au début du chapitre 5.
IIs sont reliés par sinf = tanh a.

Considérons le cas du modele sur réseau désordonné, avec un demi-fluxon par plaquette.
C’est tacitement la convention retenue dans la formulation originelle du probléme. Supposons
que les valeurs prises par la fonction d’onde sur les liens du réseau soient rangées dans le vecteur
colonne Z. A chaque vertex du réseau est défini un processus de diffusion qui relie les valeurs
de la fonction d’onde sur les deux liens sortants en fonction des valeurs prises par la fonction
sur les liens entrant. De sorte qu’il existe une matrice unitaire U, telle que Z = U Z. La fonction
d’onde dont on souhaite étudier les propriétés est donc solution du systeme
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(I-U)Z=0.

Deux cas se présentent alors. Ou bien 1 n’est pas un élément du spectre de U et dans ce cas
le systéme n’a pas de solution. On introduit alors une source de courant (de probabilité) X, de
méme format que Z, sur un ou plusieurs liens, de sorte que la fonction d’onde est solution de
(I —U)Z = X. Ce systeme est soluble puisque det(I —U) # 0. Alors

Z=—' S=siUS+U5+.
1-U
Ceci fournit un algorithme de calcul de la fonction d’onde, qui consiste & sommer les contributions
des événements de diffusion.

Dans I'autre cas de figure, 1 appartient au spectre de U. On peut alors partir d’une source
quelconque qui sera de la forme X = a1 + X, ou X est le projeté de X sur ’espace propre
associé & la valeur propre 1, et ¥, le complément orthogonal. Alors si o = 0, Z+UX+U%T +..est
solution de (I —U)Z =%, alors que si @« 2 0, S+ UZ + U?S +.. + UVNE ~ aNX; et effectuer
la somme des contributions, c’est projeter, a la normalisation prés, sur le sous-espace propre
associé & 1.

Dans tous les cas on a obtenu un algorithme simple de calcul d’une fonction d’onde sur le
réseau.

° O °
1

O 4 ° 2 0O ?
3

° O °

i l
F1G. 4.4 — Maille élémentaire du réseau

On peut lire sur la figure 4.4 les événements de diffusion et les rassembler dans

Z1(i,5) = €1 (cos 0.Z4(i, j) — sin@.Z(i — 1,5 — 1))
Z3(i,7) = €3(cos 0. Z5(i, j) +sin@.Z4(i + 1 ] +1))
Z5(i,7) = €%2(—cos0.Z1(i,5) +sinb.Z3(i — 1,5 + 1))
Z4(i,4) = €'3(cos 0.Z3(i, 5) + sin 0.2, (i + 1 ] -1))

¢1, ¢2, ¢3 et ¢4 sont les phases aléatoires locales. Afin de prendre en compte le demi-fluxon,
nous avons défini la phase ¢o par rapport a w et non 0.
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On peut réécrire le systéme sous forme opératorielle :

Z1\ _ ettt —sinf.t; ty cos 0 Zy
Z3 ) 0 €% )° cos 0 sinf.t1 1} Zy )’
Zo\ _ (€% 0 —cost  sin6.t;t} 7
Zy ) 0 e ]\ sin 0.t5t, cos 6 Z3 )
Les tF et t;t sont les opérateurs de translation de une unité sur le réseau. La structure anti-

diagonale de la matrice U permet donc de découpler deux évolutions, une pour (Z;, Z3) et 'autre
pour (Zs, Zy). Par exemple pour (Z1, Z3), la matrice de diffusion est

- +4~ o - +4 _ . . . +.~ _
U cs.e T gty + cs.e”? l¢4.t;"ty 2. eifrtiga _ g2 o' wz.(tw )2
— . +. - +.~ . . _ . ~
—2. T 2T ()2 es.ertios toth p cs.eidetidn it

ol on a noté qzz(z',j) =¢o(i —1,7—1) et q~54(z',j) = ¢a(i+ 1,7+ 1) et abrégé sinf et cosf en s
et c.

4.2.2 Limite continue et hamiltonien de Dirac

On peut maintenant passer & la limite continue en supposant que les phases aléatoires varient
trés lentement & 1’échelle de la maille du réseau. De plus, on se place prés du point de transition
quantique de sorte que 2sin# cos@ = cosm ~ 1 et cos?  —sin? = sinm ~ m avec m = 7/2—26.
Le parameétre m (la masse) mesure I’écart & la transition quantique située en § = /4. Alors
dans cette limite

PN 2 —3) -0 2(Ps—do) + O +m
U_1+2(¢1+¢2+¢3+¢4)+(%(;4—¢2)+3z—ym 2%(¢3—¢1)+5y )

Ceci fait on peut extraire un hamiltonien de cette matrice unitaire :
U~1-iH.
Ce qui conduit 4 :

H:_V+( —i0y — Ay i@z—l-Am—}—im)

= —V 4+ (i0y + Az)oz — (i0y + Ay)o, — moy ,

ou on a défini les potentiels scalaire et vecteur :

$1+ 2+ 3 + P4
2

2~ ¢u
2

¢1—¢3_

V=
2

, Ag et A, =
Une rotation de 7/2 dans l’espace des spins autour de I’axe Ox conduit au hamiltonien final :

H= -V 4+ (i0; + Az)oz + (10y + Ay)oy — mo,.

Le hamiltonien est celui d’un fermion de Dirac en dimension 2 soumis & un champ de masse, un
champ de jauge et un potentiel scalaire aléatoires.
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4.3 Modeles sur réseau et chaines de spin quantiques effectives

Sous I'impulsion de Nick Read, un certain nombre de travaux ont permis de donner pour le
modele de Chalker et Coddington et ses dérivés un hamiltonien effectif de seconde quantification.
Ce hamiltonien prend la forme d’une chaine de spins supersymétrique. Si, pour le probléme de
leffet Hall, la méthode ne donne qu’une nouvelle fagon d’obtenir la chaine de spins (quoique
trés attrayante), elle s’est révélée utile au calcul des fluctuations de conductance du métal chiral
(c’est une variante du premier modéle & symétrie compacte).

Je présente dans cette section une preuve optimisée de la dérivation de Read, Gruzberg et
Sachdev [54, 55] pour le réseau dirigé du métal chiral (réseau de Chalker-Dohmen [29]). J’y
donne également ma, version de la preuve pour le modeéle de Chalker et Coddington®. La chaine
de spins obtenue pour le réseau dirigé avait été précédemment dérivée par L. Balents, M.P.A.
Fisher et M.R. Zirnbauer par d’autres moyens [10]. La chaine de spins obtenue pour le modéle
sur réseau de 'effet Hall est équivalente a celles exhibées par des méthodes différentes par Dong
Hai Lee [77] ou M.R. Zirnbauer [144, 146]. Une bonne maniére de simplifier la dérivation donnée
dans [54] est de recourir & des transformations de Bogoliubov unitaires puis généralisées, et
d’invoquer quelques astuces permettant de se ramener du réseau alterné au réseau dirigé.

4.3.1 Rappel : Transformation de Bogoliubov unitaire.

Soit H une matrice hermitienne (un hamiltonien). On lui associe un opérateur de seconde
quantification

= Za}LHijaj = aT.H.a,
]

ou les a;-L et a; sont des opérateurs de création/annihilation bosoniques. A une fonction d’onde
(v;), élément de P'espace sur lequel agit H, on associe un opérateur de seconde quantification ¥
dans 'espace de Fock sur lequel agit H :

ot = kaaL =v.al.
k

On cherche naturellement & expliciter I’action de H sur v, corrélativement & I’action de H sur
v. En usant des relations de commutation des opérateurs af et a, on obtient aisément ’action
adjointe de H sur ot et sur 7 :

[H,5") = (Hv).a! et [H,3]=-(v"H.a.

Puisque eA5Te=# — 5 4 i[H,51] + S [H, [H,51] + .. = 3" + i(H.v).a' + & (Hv)%al + ..., on
en déduit que
eillgte il — (e v).al .

Cette transformation est unitaire car H est hermitien. On I'appellera transformation de Bogo-
liubov unitaire. De plus, ne mélangeant pas les opérateurs de création et d’annihilation, elle est
canonique.

LCest originalement sur ce modele que Nick Read a appliqué ce type d’idées relatives & la formulation de
seconde quantification du modele sur réseau. Il ne I’a toutefois pas publié.
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Fi1G. 4.5 — Réseau dirigé et réseau alterné.

4.3.2 Formulation de premiére quantification des modeles sur réseau. Conduc-
tivité et formule de Landauer.

On souhaite calculer la conductivité du réseau de Chalker et Coddington. C’est la quantité
la plus simple donnant acces aux propriétés critiques de la transition de 'effet Hall quantique
entier (la densité d’état est finie). Gruzberg, Read et Sachdev ont utilisé la formule de Landauer :

g = (Tr(tth)) = (tyt5).
i,J
g est la conductivité moyenne traversant de part et d’autre un échantillon du réseau de taille
finie. ¢ est la matrice de transmission. Elle ne doit pas étre confondue avec la matrice de transfert

M du systeme. Car elle est égale a I'inverse de son bloc supérieur gauche dans la représentation
in-out (canaux entrants / canaux sortants). Pour fixer les idées, donnons l’expression générique

de cette matrice de transfert
t—l _t—l,,,,l
M = )
( rt1 ¢ —rt

La matrice 7 est la matrice de réflexion et un prime ' indique qu’il s’agit de la quantité retour
(de la droite & la gauche du systéme). Comparée & la matrice de transfert totale, la matrice de
transmission ¢ ne compte que les contributions dues aux électrons qui rentrent dans le systeme
par la gauche et en ressortent par la droite. Une telle contribution, qui s’apparente & un chemin de
Feynman, est représentée sur la figure 4.6. A un tel chemin est associé le produit des amplitudes
de diffusion par les vertex, ainsi que le produit des phases aléatoires acquises par I’électron
sur sa trajectoire. La quantité ¢;; est la somme de toute ces contributions dites retardées. La
quantité t;i est la somme sur ce méme chemin des produits d’amplitudes de diffusion mais avec
des amplitudes complexes conjuguées. Les contributions correspondantes sont dites avancées.

Lorsqu’on travaille sur ce type de modéle désordonné sur réseau, on se convainc bien vite du
raisonnement suivant. Obtenir la conductivité moyenne, c¢’est effectuer la moyenne sur chacune
des phases aléatoires. Aussi fixons notre attention sur une d’entre elles. Il est clair que la moyenne
ne pourra étre non nulle qu’a la seule condition que passent par le lien portant la phase autant de
chemins retardés qu’avancés. En premiere quantification cette constatation demeure la derniére
(il est difficile d’aller au deld). Par opposition, I’atout majeur de la seconde quantification est
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F1G. 4.6 — Chemin (en ligne épaisse) représentant une contribution & un élément de matrice de
la matrice de transmission.

de suivre le décompte du passage, par un lien donné, des chemins avancés et retardés en terme
de nombre de particules, et de 14, de pouvoir rendre ezplicite I’opération consistant & moyen-
ner sur les phases. Son inconvénient est d’engendrer des chemins fermés indésirables (boucles)
qui n’apparaissent pas en premiére quantification. Il existe deux maniéres bien connues de se
débarrasser de ces diagrammes du vide. Soit on réplique n fois le systéme, on moyenne et on fait
tendre n vers 0. Les contributions des boucles, qui, une fois la moyenne effectuée, se trouvent
avoir une dépendance analytique linéaire en n, disparaissent. Autre possibilité, on introduit de
nouvelles particules décrivant les boucles et dont les contributions sont opposées a celles des
boucles originelles. Puisqu’il faut parvenir & produire un signe moins pour chaque boucle en-
gendrée par ces nouvelles particules, elles doivent étre de nature fermionique. C’est la méthode
supersymétrique. En conclusion, le calcul de la conductivité moyenne nécessite, dans le forma-
lisme de seconde quantification supersymétrique, I'introduction de quatre types de particules,
des bosons avancés et retardés, des fermions avancés et retardés.

Considérons un vertex comme celui encerclé sur la figure 4.5 ou aboutissent les liens 1 et 2.
Dans le cas du réseau dirigé I'opérateur de diffusion associé au vertex appartient & SU(2) . Il est
de la forme

V = exp(=0.3)

Do .

ot 0 est un vecteur d’angles réels et ou & est le vecteur des matrice de Pauli.

Le cas du réseau alterné est un peu plus subtil. Les liens entrants et sortants du vertex se
distinguent de ceux du réseau dirigé. Pour extraire un hamiltonien du réseau, il faut commencer
par orienter ce réseau en définissant comme un temps une des deux directions. La procédure est
moins évidente que dans le cas du réseau de Chalker-Dohmen, par construction méme du réseau
dirigé. Pour se ramener a un réseau orienté, on interpréte le réseau comme un réseau dirigé avec
des matrices de diffusion 2 x 2 appartenant & SU(1,1)
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V = exp(=6.%) avec S = (03,101, i03).

i
2
4.3.3 Seconde quantification et réseau de Chalker-Dohmen

Une formulation de seconde quantification du réseau dirigé (voir figure 4.5 ) est plus simple &
mettre en ceuvre car elle permet 'utilisation directe de la transformation de Bogoliubov unitaire.
Considérons a nouveau le vertex encerclé sur la figure 4.5 ou aboutissent les liens 1 et 2. Ala
fonction d’onde locale (v1,v3), on associe opérateur of(t) = 'ul(t)a]I + vg(t)a; t désigne le
temps. Donc o' (t) représente la fonction d’onde sur les sites 1 et 2 avant qu’elle soit diffusée par

le vertex. On introduit alors le hamiltonien local

~ 15 [ a
H= 50.((&,@;)0 ( a; ) (4.1)

et en appliquant la transformation de Bogoliubov, on obtient la loi d’évolution de ¥
5t (1)e i = (¢ p(t)).al = v(t + 1).af =57 (¢ +1).

De plus comme l'opérateur de vertex est canonique, I’algébre des opérateurs de création et
d’annihilation est conservée dans la transformation. Ainsi le raisonnement algébrique que nous
venons de tenir demeure valide pour le passage de t + 1 a t + 2 et ainsi de suite.

Particules avancées

Le calcul de propriétés du type conductivité requiert I'introduction simultanée de fonctions
de Green retardées et avancées. Ces derniéres permettent de calculer des modules de quantités
physiques, et impliquent donc de prendre en compte les valeurs complexe et complexe conjuguée
de la fonction d’onde. 11 est aisé de se convaincre (en conjuguant ’équation de Schrodinger) que
le hamiltonien gouvernant 1’évolution de la fonction d’onde conjuguée est —H*. En pratique
Gruzberg, Read et Sachdev ont introduit dans le formalisme de seconde quantification des par-
ticules avancées. Les opérateurs de seconde quantification que nous associons & ces particules
sont

TT% 1~ ok b ~ * *
—H* = 59.(1){,1);)0 (b; ) ot () = v (£)b] + vi(2)b) .

Toutefois, pour se ramener au cas des particules retardées, il est judicieux (me semble-t-il)
d’effectuer les transformations particule-trou suivantes

bi — b, bl

i bi .

On vérifie aisément que, sous cette transformation, le hamitonien —H* est changé en H. Par
conséquent & condition d’écrire le vecteur de seconde quantification pour les particules avancées
sous la forme f(t) = v}(t)by + v3(t)be, et & condition que I'on effectue les transformations
particule-trou inverses une fois tous les calculs faits, alors les particules avancées se comportent
comme des particules retardées.
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Introduction des variables fermioniques

Les particules fermioniques retardées, partenaires des a;, seront notées f;. Les particules
fermioniques avancées seront notées g;. On admet que ce qui précéde vaut encore pour les
particules fermioniques modulo les transformations particule-trou appropriées, a savoir :

g¢—>g§, Q,T—>9i-

Chaine de spins pour le réseau dirigé anisotrope

L’opérateur de vertex initial est Vio = exp(t*oy —to_), oh 04 = 0 +ioy et 0_ = 0, —i0y.
L’opérateur de vertex de seconde quantification est alors

Vig = exp(t*Fjh, — tFpy) = exp (t (alaz bTbg + f1 fa+ 9192) - t(a2a1 + b‘Lbl + f2f1 + 9291))

On vérifie que les opérateurs de liens nouvellement introduits satisfont (.7-'12) = .7-"145, mais aussi,
en introduisant FYy = ng, +np, +1p +ng, — (Mg, +np, +1f, +1g,) qu’ils satisfont aux relations
de commutation

[12, ]—2~7:12a [12a :-7:;5 et [—7:?27-7:1_2]:_ 12 -

C’est-a-dire que les opérateurs de liens locaux vérifient I’algébre de su(2). On va maintenant
développer I'exponentielle & l'ordre d’anisotropie o(|t|?). Pour ce faire, on peut préalablement
mettre Vio sous forme normale & I'aide d’une décomposition de Gauss, rendue possible par la
structure d’algebre de Lie des Fio :

Vig = exp(t*Fiy). exp(nF). exp(—tFp,)

o1 7 = In(1 + [¢|?) 2. Jusqu’a présent nous n’avons eu recours 3 aucune approximation. Il est en
principe possible de poursuivre dans cette voie en se servant de transformations couleur-saveur
[147]. Toutefois on peut accéder directement au hamiltonien du réseau dans sa limite fortement
anisotrope. C’est-a-dire lorsque |t|? < 1. Le développement de V12 sous cette forme donne

- _ _ 1, 1
Vie = 14+ t*Ffy — tFpy — [t2FLFG + [P F + ot 2(FH)? + 2152(7-' )? +o(Jt]?).

Moyenne sur le désordre

L’opération de moyenne sur le désordre consiste a projeter 1712 sur I’espace de représentation
de spin 0, a savoir : ng, + ny, + nyf, + ng; = 0 pour tout 7. Cette relation provient de I'égalité
plus naturelle n,, +nys, = ny, + ny, qui identifie le nombre de particules avancées et retardées
mais aprés avoir effectué les transformations particule-trou. Notons simplement P 1’opération
de projection. On a

PFL’P = PF,,’P=PF,P=PF,P=0 e PFLP=0.

2(’est une généralisation de la décomposition BCH (pour Baker-Campbell-Hausdorff). On P’appelle parfois
dans la littérature distangling identity. On trouvera dans [50] une preuve dans le cas SU(2).
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On obtient donc pour vertex effectif PVi,P =1 — [t|2PF5F 5P+ o(|t|?). On introduit alors les
opérateurs de spins

a;r a;rai GI fi a;r b; a;-rgz'
= ?: (a5, fi bis i) = f?':ai fgfi f{bz' f{gi
9! glai glfi glbi gl

Signalons que c’est une facon de représenter les générateurs de la superalgebre gl(2|2) . On vérifie
alors que 'on a l'identité

PVioP =1— [t]2STr (11 F0).-

Chaine de spins

Sommant les contributions de tous les sites, on obtient la chaine de spins :

J
H=> JSTt(J: Jis1) + 5 STE (J1 + In),

ot on a défini J := [t|2. Le second terme présent dans le hamiltonien est un terme de bord. Il
traduit le fait que ’on injecte & ’entrée, puis pompe a la sortie un boson et un fermion retardés.
Ce sont les particules dont on a besoin pour obtenir une représentation de seconde quantification
de la conductivité (on peut se référer & [55] pour une telle expression de la conductivité). La ma-
trice = est une matrice fixée qui vaut = = diag(1, —1,1,—1). Le terme de bord peut s’interpréter
comme un terme Zeeman et = comme un champ magnétique local?.

Il reste toutefois & effectuer les transformations particule-trou inverses sur les particules
avancées. Ce qui meéne & la forme suivante du spin

—b; v —bia; —bifi —bib; —big
9i gia;  Gifi gibg gig;*

C’est une fagon de représenter les générateurs de u(1,1|2). La notation u(1,1|2) correspond &
une forme réelle de la superalgere gl(2|2). Il est implicite que le produit scalaire est défini en
référence 4 la conjugaison naturelle sur les opérateurs de création/annihilation. Dans le cas d’une
superalgebre, comme ici, il peut cependant y avoir ambiguité. En effet il existe au moins deux
conjugaisons naturelles possibles sur les opérateurs fermioniques, fait que 1’on exploitera dans
le chapitre 6. De plus, dans le cadre d’une formulation du probléme par I'intégrale de chemin,
il est généralement préférable de ne définir aucune conjugaison sur les variables de Grassmann
(pour plus de détails voir [145], et le chapitre 7 de cette thése). La notion de forme réelle se
comprend toutefois bien sur la sous-algebre bosonique de u(1, 1|2) , c’est-a-dire u(1, 1) xu(2), qui
est I'algebre débarrassée de ses générateurs fermioniques.

3D’un point de vue technique, ce terme peut étre crucial. En effet dans le cadre d’une formulation par I'intégrale
de chemin, il permet d’assurer la convergence des intégrales fonctionnelles sur des variétés qui se révelent parfois
non-compactes.
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4.3.4 Seconde quantification et réseau de Chalker et Coddington

Retournons maintenant au cas du réseau alterné. On se souvient que nous sommes passés a
une formulation de matrice de transfert avec des vertex appartenant au groupe SU(1,1). Le prix
de cette astuce est que le raisonnement utilisé pour le réseau de Chalker-Dohmen est invalidé ici
parce que 17, version quantifiée de 'opérateur de vertex V', n’est plus canonique. Explicitement,
Popérateur de vertex initial portant sur les liens 1 et 2 est V1o = exp(t*o +to_), qui se distingue
de la matrice de diffusion du réseau dirigé par le signe + devant t.

Notre objectif est d’écrire évolution dans le temps d’un opérateur @(t) similaire & 9% (t) =
'Ul(t)a]; + vg(t)ag. Comme les vertex du type Vio ne sont plus unitaires mais pseudo-unitaires, ils
sont aussi symplectiques. Pour que la transformation de () permettant de passer de la date ¢
4 la date t + 1, soit canonique, on définit @(¢) comme @ (t) = To(t)T ' = vy (t)a]i + va(t)ag, ou
T est la transformation particule-trou qui & ao fait correspondre —a% et a a% fait correspondre
an.

Un équivalent formel de la transformation de Bogoliubov (4.1) qui agissait sur o' subsiste.
Pour 'obtenir, on commence par effectuer la transformation t* — t* et t — —t sur (4.1). Puis
faisant agir T" sur cette méme équation, et sous réserve de noter 1K = t*o, + to_, on en déduit

P P ) T
eZTKT 1{17Te—zTKT 1 _ (esz(t)) ( a, ) — @T(t + 1) .
az
Cette transformation de Bogoliubov non-unitaire posséde toutes les propriétés souhaitées. La
différence entre les représentations de seconde quantification des réseaux dirigé et alterné réside
donc dans une transformation particule-trou sur le site 2 (et plus généralement sur les sites
pairs).

Afin de se ramener (temporairement) au cas du réseau dirigé, pour en réutiliser les résultats,
on effectue la transformation inverse et changeons le vecteur w(t) en le vecteur v(¢). Il faut
également que nous puissions changer les opérateurs de vertex en des opérateurs unitaires. On
effectue donc temporairement la transformation ¢* — t* et t — —1%.

On outre, on fait subir aux particules avancées la méme transformation (formelle) particule-
trou que dans le cas du réseau dirigé, et ce sur tous les sites.

A ce stade, nous nous sommes ramenés au cas du réseau dirigé et pouvons en exploiter les
résultats. On en extrait directement le résultat final, & savoir le hamiltonien de la chaine de
spins. Il reste a effectuer les transformations inverses :

1. t* — tf et t — —t.

2. les transformations particule-trou qui résultent de I'opération sur les particules avancées
et sur le renversement du temps un site sur deux (structure bipartite), et qui sont dans le
cas des sites 1 et 2 :

b1—>b1 , b1—>_b1 ) 91—>9]1L ) QI—>91 )
ag—al , d—o—a , oo fl o f

Le hamiltonien final s’en déduit

U= =S IST (T 1 For) + 7' STe (Tai Faiva) + 5 STOA (Fo + )
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avec la notation

—a; —aiCTb;r _ai];;r —ab;  —ag;
~ i T fia;  fify  fibi o figi
\7': (a"a.f'ab'ag'): F !

9; 9,4, g; fz g; b; g, 9i

et J = |t|?, J' = |t'|?. La chaine est de spin C = 0 (nq; + ny, = np; + ng;)-

Utilisant une extension du théoréme de Lieb, Shultz et Mathis (voir le chapitrel), J.B.
Marston et S.W. Tsai [91] ont démontré que le fondamental de ce hamiltonien est unique. C’est
indirectement une preuve de l'unicité de 1'état étendu du modele de Chalker et Coddington (non
pas & désordre gelé mais "en moyenne”).

4.4 Chaine de spins, états cohérents et modele sigma non-linéaire

Il est bien connu (confére chapitre 1) qu’au moins dans le cas de la chaine de spins SU(2) , il est
possible de décrire la physique de basse énergie de la chaine par un modéle sigma non-linéaire de
symétrie SO(3). Cette identification provient de I'utilisation d’une base d’états cohérents qui per-
met de construire I'intégrale de chemin associée au hamiltonien de la chaine. Ces états cohérents
sont paramétrés de fagon naturelle par les éléments d'un espace symétrique SU(2) /U(1) ~S?
(voir par exemple [7]).

N. Read et S. Sachdev [111] ont généralisé cette application aux cas des chaines de spins
SU(N) dans une représentation quelconque. Je me propose ici de généraliser cette dérivation &
un certain nombre de superalgebres de Lie. Cela nous sera utile, d’'une part pour donner une
dérivation du modeéle sigma non-linéaire de Pruisken (dans une version supersymétrique due a
Weidenmiiller [138]) décrivant la physique de basse énergie de l'effet Hall quantique entier, et,
d’autre part, dans I'intention de I'appliquer dans le chapitre 7 & un modeéle sur réseau tombant
dans la classe de symétrie D (confére appendice C).

4.4.1 Représentation fonctionnelle & I’aide d’une base d’états cohérents

Le point de départ de notre probléeme est un hamiltonien de chaine de spins. Les opérateurs de
spin de ce hamiltonien sont les générateurs d’une (super-)algebre de Lie g dont le (super-)groupe
de Lie est G. Soit {T*}, une base de g et soit K la forme de Killing définie sur cette algebre,
que l'on suppose non-dégénérée. Ky, est le tenseur métrique de l'algebre : ko = K(Tg,Tp).
Remarquons que, puisque la base est arbitraire (et donc non nécessairement orthonormale),
la position des indices de générateurs importe. Le hamiltonien de la chaine de spins s’écrira
typiquement :

— a b
H=g Z"‘&abTi Titq s
i
pour une chaine ferromagnétique et

H=—yg Zﬁab T 1 Ty + fap T5; Toir »

2

pour une chaine antiferromagnétique (g est positif). Dans la suite, j’emprunterai & M.R. Zirn-
bauer la terminologie suggestive d’opérateur de Laplace-Casimir pour H /g (terminologie valable
stricto senso pour le hamiltonien de la chaine ferromagnétique).
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Les générateurs T appartiennent & une représentation particuliere de I'algebre g. Les géné-
rateurs 7T® appartiennent & la représentation conjuguée. Le lien précis entre les générateurs et le
modele statistique doit, en principe, déterminer totalement ces représentations. Il est possible
des a présent d’en préciser la nature. Le hamiltonien H est la forme infinitésimale d’une matrice
de transfert d’'un modele sur réseau. Les générateurs T® sont donc des opérateurs qui agissent
dans I’espace de Fock formé par les états nombre-de-particules du réseau. En conséquence, ils
s’expriment en fonction d’opérateurs de création/annihilation des particules vivant sur le réseau.
Cela restreint la nature de la représentation sans toutefois la spécifier entierement*. Ce type de
représentation admet un vecteur de plus haut ou de plus bas poids. A un facteur multiplicatif
global prés, ces poids sont des entiers car reliés au nombre de particules. Il reste & spécifier
le vecteur de plus bas ou de plus haut poids correspondant, que I'on notera |2). Il est clair
qu’il sera entierement déterminé par I’observable que I'on souhaite étudier sur le réseau (densité
d’états, conductivité, etc). Si la représentation a laquelle les générateurs T'® appartiennent est
de plus bas poids, la représentation conjuguée sera la représentation de plus haut poids duale
de la précédente.

Les signes globaux des hamiltoniens précédents peuvent paraitre surprenant. Ils dépendent
de la compacité de la forme réelle du groupe de symétrie G. Dans les cas que nous rencontrerons
dans cette theése, la symétrie est non-compacte, et le signe est 'opposé du signe usuel (par
exemple 'opposé du cas de la chaine de spins s=1/2 de Heisenberg).

Poursuivons notre raisonnement. On suppose maintenant qu’il existe une représentation ma-
tricielle de g. Cela n’est pas toujours le cas. Le cas échéant, I'astuce consiste a plonger ’algebre
dans une algébre plus grande admettant une représentation matricielle, quitte & introduire un
ou plusieurs degrés de liberté de jauge rendant compte des générateurs additionnels. Dans la
suite, on appelera p I’homomorphisme de (super-)algébre de g dans 'espace de Fock vers la
représentation matricielle de I’algébre. Terminons ces préliminaires par une remarque d’impor-
tance. On a supposé que la forme de Killing K de g était non-dégénérée. Mais I’exception est
la régle et cela n’est pas toujours le cas®. Par exemple la forme de Killing de psu(1,1|2)est
nulle (voir appendice D). Toutefois tout autre produit scalaire invariant (non-dégénéré) pourra
avantageusement se substituer & une forme de Killing défaillante. Dans ce dernier cas, les calculs
qui suivent s’en trouveront légerement modifiés.

Formule fondamentale

On suppose donnée une famille d’états cohérents |Q), construite sur la représentation ci-
dessus. Un état cohérent a la forme : |Q) = exp(X)|f2), ou X est un élément de g et ou |Q2)
est un vecteur de plus haut ou de plus bas poids de la représentation. Dans le processus de
construction de l’intégrale fonctionnelle, il est nécessaire de calculer les éléments de matrice

“11 existe bien siir des représentations de (super)-algebres qui n’admettent pas d’écriture sous forme d’oscilla-
teurs. C’est en ce sens qu’il y a restriction.

SPour plus de précisions on se reportera 2 [46]. En particulier les superalggbres A(n,n) ont une forme de Killing
nulle. Puisque ces derniéres algébres ont un intérét physique certain, la remarque n’est pas anecdotique.
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(QT*|Q). Or on a :

(QIT*|Q) = (Qexp(—=X)T*exp(X)|Q2) = (2 exp(—ad(X))T*(2)
Qlp~" [exp(—ad(p(X)))p(T*)] |2)

QIT*| QK (p(Ty), exp(—ad(p(X)))p(T*))
QIT*|Q)K (exp(ad(p(X)))p(Th), p(T*))

= K(exp(ad(p(X))) [(QIT"\Q)p(Tb)] »p(T))-

(
(
(
{

Pour alléger ’écriture, on note : A = %(Q|T”\Q) p(T). Dans tous les cas rencontrés, on verra que
A? o I. On demande donc A? =T, ce qui fixe 7.

On définit ensuite les matrices Q par Q = UAU ™!, ot U = exp(X). Puisque @ appartient
a la représentation matricielle de I’algebre g, on peut la décomposer sur la base matricielle des
générateurs : Q = Qup(T*). Alors

(QIT?|Q) = K(exp(ad(p(X))).(nA), p(T*))
(

\ ) (4.2)
=nQpK(p(T7), p(T?)) = nKQp = n Q"

Notons que jusqu’a ce point, il a suffit que K soit un produit scalaire invariant (pas nécessairement
la forme de Killing). Remarquons que comme A2 =1, on a Q2 = 1.

On définit par H le groupe d’isotropie de A, dont les éléments appartiennent & G. L’orbite
de A décrite par les @ est donc isomorphe & G/H.

’

Eléments de matrice du Laplace-Casimir

(p(T%), p(T?)) — STr (p(T?) p(T?)) est une une forme non-dégénérée définie sur 1’algebre.
Elle est donc proportionnelle & la forme de Killing : K(p(T?), p(T?)) = & STr (p(T%) p(T?)). k1
est 'indice de la représentation matricielle que nous avons adoptée pour g. On remarque que
I'on a

T2 (@12 = ST (@Hp(7L)Q4(T) = QR ST (AL(T:)
= QUQ% - K(p(Ta), p(Ty)) = 1 @5}

que l'on met & profit pour calculer les éléments de matrice du Laplace-Casimir : Hy o =
Yikab TAT

(QHL.c.|Q) = Znab QITHIONQITY11Q) =0 Y kap@iQU1 = km° D STr (QiQiy1) -

Ce calcul valait pour la chaine ferromagnétique. Voyons ce qu’il en est pour la chaine antiferro-
magnétique.
Matrice () pour la représentation conjuguée

La matrice conjuguée est définie par Q = UAU™!, on A = %(Q|Tb|Q)p(fb) Or les générateurs
qui apparaissent dans la somme définissant A et A, sont des générateurs de Cartan. Les poids
pris par les générateurs de la représentation conjuguée sur le fondamental sont alors les opposés
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de ceux pris par les générateurs de la représentation originelle. Il en résulte que A= —A, et

@ = —Q. Alors
(QlHL.c.|Q) = r® anr (QiQir1) = —kn® ZSH (QiQit1) -

Intégrale de chemin

L’utilisation de la résolution de I'identité sur les états cohérents conduit & la fonction de

partition ) /DQ . [z /0/3 0 (z (Q(n)]Q(r +a)) =1 H(Q(T)))] ;

a

ou a est le pas temporel du réseau et la mesure D() inclut le bérézinien des états coherents Le
terme cinétique fo (Q|d| Q) qui s’ajoute a la forme fonctionnelle du hamiltonien — fo drH(Q(1))
est la phase de Berry.

Phases de Berry

Dans un premier temps, nous allons calculer la contribution de la phase de Berry d’un spin.
Pour cela nous mettons & profit une astuce formelle (due & Duhamel), qui, pour tout opérateur
matriciel M, donne

1
zeM:/ du M=) (g, M) M
0

11 en résulte que la phase de Berry du spin peut étre écrite sous forme intégrale :

e X
SB:'L'/ dT/ du(Q|exp[—uX]¥exp[uX]|Q)

_ / dr / % (Qu) 7| Q(u)
:m/ dT/ du—aQa:_ﬂ/ﬂdT/ldu%aa?_a
——m;Z/ dT/ du STy ( )BQ)

Les états cohérents ont été prolongés grace au parametre u € [0,1] en |Q(u)) = exp[u X]|Q2).
Cela conduit au prolongement des matrices @ : Q* = (Q(u)|T*|Q(u)) ou, par souci de simplicité
d’écriture, nous avons omis la dépendance de @) en 7 et u. La définition du prolongement des
états cohérents impose les contraintes Q(u = 0,7) = A et Q(u = 1,7) = Q(7). On demande
également que Q(u,7 = 0) = Q(u,7 = ), que l'on a utilisé au cours du calcul lors d’une
intégration par partie sur 7. Par conséquent, les matrices ) prolongées sont définies sur un
disque, u désignant la coordonnée radiale d’un point, et 7 sa coordonnée angulaire. Le champ
de matrice Q(7) vivait originellement sur la circonférence de ce disque. Notons aussi qu’au cours

du calcul nous avons eu recours a la décomposition X = z,7°.
Comme {Q,p(X)} =0, on a

2Q
ou

= Q- (exp(uad(p(X))A) = Qad(p(X)) @ = ~2p(X) .
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Cette identité permettant alors de conclure que

A 1 0
. k7 Q 0Q

_ . T T )
Sp=1 2 /OdT/O du STr ( >
Action totale

Jusqu’a présent l'action était évaluée en temps réel. Nous passons maintenant en temps
imaginaire (7 = —iz, § = iT). Utilisant le résultat sur les phases de Berry, ainsi que la formule
fondamentale (4.2) pour calculer la contribution fonctionnelle du hamiltonien, on obtient I’action
totale :

kM T 1 8Q] 8QJ ""'7729 T .
§=" Xj:(_g)ﬂ/o d:z:/o du STr (Q] 5 5 ) + = /0 d:v;STr (QiQi41),

avec € = 1 pour la chaine ferromagnétique et ¢ = —1 pour la chaine antiferromagnétique.

4.4.2 Physique de basse énergie et modele sigma non-linéaire

Dans cette section, on ne s’intéresse plus qu’a la chaine de spins antiferromagnétique. Le
parametre d’ordre de basse énergie de la chaine est alterné. En revanche, I’action a été construite
de telle sorte que ce parameétre d’ordre soit 1ié & la partie uniforme du champ ). On décompose
alors le champ matriciel ) en le parametre d’ordre €1, lentement variable, et un champ alterné
(la partie uniforme du systéme d’origine) :

Qj = Qjy/1—a? L2+ (—1)aL;.

Les champs ont été construits de telle fagon qu’ils satisfassent Q? =1let {L;;Q;} =0.Qj est
laimantation alternée alors que a L; est la densité de spin, un champ de fluctuation de faible
amplitude. Nous prenons maintenant la limite continue de ’action :

2
ZS”_[T (QiQi41) = —%ZSTr ((8,9))? +4L2) —%/ dzdy STr ((8,9)? + 4L2)
J J

et

T 1
%:(—1)9/0 d:c/o duSTr (Q;0.0Q;0,Q;)

> %//d:cdySTr (QanByQ)—i—//dxdySTr (LQ0,Q) .

Ce qui donne :
K1) K1)
S = T dzdy STr (20, Q0,Q) + > dzdy STr (LQ0,Q)

2
- m;g//dmdySTr ((8,92)% + 4L?) .
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On intégre alors sur la fluctuation L :
K1) K 9
S = 1 dzdy STr (20, Q0,) — 324 dzdy STr ((9:9)%)
o’
- % //dxdy STr ((6,9)?%)
= % //dacdy STr (20, Q20,9) — % //dmdy [% STr ((0:9)%) +vSTr ((8,2)%)],

ou v = 47 g. Enfin, effectuant une transformation d’échelle anisotrope sur les directions d’espace
et de temps imaginaire, nous aboutissons au modéle sigma non-linéaire défini sur le (super)espace
symétrique G/H :

S = %//dxdye‘“’STr (QGMQB,,Q)—%//da:dySTT (0,20"Q) .

Cette analyse ne présume en rien de la convergence (ou non) de ces intégrales fonctionnelles. Un
travail important est parfois nécessaire pour fonder correctement leur convergence. On en verra
un exemple avec G =0Sp(2|2) dans le chapitre 7.

4.5 Un modele sigma non-linéaire pour l’effet Hall quantique
entier

Nous allons maintenant faire usage du formalisme précédent sur la chaine de spins du réseau
de Chalker et Coddington. On rappelle que le hamiltonien du systeme dans sa version anisotrope
s’écrit

H= —Z JSTr (Jm’—l jm) + J'STr (jzz Jzi+1) + %S’HA (51 + JN) ;

ol les opérateurs de spin J et J ont été définis par les formules (4.3.3) et (4.3.4). Les générateurs
constitutifs du superspin J forment une algébre u(l,1|2), décrite dans I'appendice D. En se
référant aux notations de cet appendice, il est facile de montrer que la partie du Casimir qua-
dratique qui dépend des générateurs de Cartan de u(1, 1]2) s’écrit :

STr (%) =2 (K%)* -2 (K%)” + %IC +

ou K%, K%, C et Z sont ses quatre générateurs de Cartan. Or C = 0 (la charge centrale de
lalgebre) est nulle puisque qu’il y a autant de particules avancées que de particules retardées
en chaque site du réseau. On en déduit que le hamiltonien s’exprime exclusivement avec les
générateurs de psu(1,1/2).

4.5.1 Représentation

Le vecteur de plus bas poids est manifestement le vide bosonique et fermionique |©2). Comme
K% = 11+ ng +np) et K% = 1(=1+ns +ngy), on en déduit immédiatement les poids de la

représentation
1 3 1 1
K% € [5,1,5,...] , Kb%e¢ [—5,0, 5] i
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En particulier les générateurs de Cartan de psu(l,1|2) agissent sur le vecteur de plus bas poids
comme :

1 1
Y1) =319 KbI0) = —319).
On définit alors les états cohérents
Q) = exp (2K + pK i + EJT + (I —2Kg —pKy — €7 —(J,) |9) -

On remarque que seuls quatre opérateurs d’échelle, ainsi que leurs conjugués, participent &
la construction d’un état cohérent. En effet tous les autres générateurs (autres que ceux de
Cartan) annihilent I’état de plus bas poids. Il résulte des considérations de I’appendice D que
I’on dispose d’une représentation matricielle de psu(1,1|2) . On peut donc appliquer le formalisme
qui précéde. Comme la forme de Killing de psu(1, 1|2) est nulle, on choisit pour produit scalaire
invariant (X,Y) — STr (p(X)p(Y)). Cela ne modifie que peu la dérivation générale donnée
précédemment et fixe kK & 1. On a alors :

A= %<9|Tb|9>p<m

- %mm%mxz)pm%) T %mm%mxz)pm%)
1

=— (B —FEyp—F Eu).
277( 11 22 33 + E4)

Donc n =1/2.

4.5.2 Physique de basse énergie

Le modéle sigma non-linéaire associé s’écrit donc :

S = %/ dz dy e STr (20, Q6,9) —%/ dz dy STr (9,0 0"Q)

J T
+ — d.’L‘ST‘I‘E(QN—Ql)
8a 0
La célérité v = 2J du modele a été éliminée de I'expression au moyen d’une transformation
d’échelle anisotrope sur les directions.

Nous avonc donc vu quels pouvaient étre les liens qui unissent modele sur réseau, fermions de
Dirac en milieu aléatoire, chaine de superspins antiferromagnétique et modele sigma non-linéaire.
Pour clore ce chapitre, je donne un deuxiéme exemple d’apparition de fermions de Dirac (ou de
Majorana) comme excitations effectives d’'un modele de physique de la matiére condensée. La
construction d’un modele sigma non-linéaire mais aussi d’un modeéle sur réseau et d’une chaine
de superspins sont I’objet du chapitre 7.

4.6 Supraconductivité, liquide nodal et fermions de Dirac

Dans les supraconducteurs conventionnels, la fonction d’onde du mouvement relatif des paires
de Cooper est généralement de type s (isotrope). La fonction de gap est alors homogene et
isotrope. En revanche, dans les Cuprates (les matériaux composites supraconducteurs a haute
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température), le mouvement orbital peut étre de symétrie p ou d, lorsque que les symétries des
plans supra le permettent. La fonction de gap n’est plus isotrope. Dans le cas des fonctions
d’onde d, le gap est de la forme

Ag2_y> = Ag(cos(kza) — cos(kya)) ou Ay = Agsin(kza)sin(kya) .

De telles fonctions de gap ouvrent la possibilité d’excitations de masse nulle pres des lignes
nodales de la fonction de gap. Et de 14 'apparition d’une symétrie lorentzienne, qui s’exprime
dans le fait que les excitations sont décrites par des fermions de Majorana (ou de Dirac). Dans
la littérature américaine, on appelle de tels systémes, caractérisés par leurs propriétés de basse
énergie, des liquides nodauz.

On a pu voir dans cette section un exemple des liens qui peuvent étre établis entre un modele
sur réseau, un modele sigma non-linéaire, une chaine de superspins, et des fermions de Dirac.
La mise & jour de ce type de relations [144] n’a toutefois pas permis d’obtenir des résultats
quantitatifs sur I'effet Hall quantique entier. Le chapitre 7 est un exemple ou ce type de liens
peut étre exploité avantageusement. La section qui suit est un préambule sur la physique du
chapitre 7, et un nouvel exemple faisant apparaitre les fermions de Dirac comme excitations de
basse énergie.

4.6.1 Excitations de masse nulle dans un supraconducteur d’onde d

Je décris ici la fagon dont peuvent émerger des excitations de masse nulle dans un supracon-
ducteur de symétrie d’onde d. Le hamiltonien décrivant les excitations particule-trou dans un
supraconducteur est le hamiltonien effectif de Bogoliubov-De Gennes, qui s’écrit :

H = Z ckacka + Z Ak cch]L K+ A*(k) ¢k Cxer-

1 est le potentiel chimique. Lorsque y = 0, on se trouve au demi-remplissage de bande. Pour
un modele sur réseau, I’énergie cinétique d’un mode k est e(k) = —2¢ (cos(kza) + cos(kya)). Ce
hamiltonien peut étre écrit de maniére élégante (et pratique) grace a I'introduction du spineur
de Nambu-Gorkov @y = (ckt, cik DE

H =0l [(e(k) — p)7; + A(k)74 + A*(k)7_] By,

et d’un jeu de matrices de Pauli 7., 7y et 7, (T4 = %(Tw +i7y)). Sous cette forme le hamiltonien
est aisément diagonalisable, d’énergies propres :

By = £/ (e(k) — p)? + [AK)[2.

Pour obtenir les points nodaux, il suffit donc d’annuler simultanément le gap et I’énergie cinétique.
Dans les supraconducteurs de type onde d, le gap s’écrit A = Ag(cos(kga) —cos(kya)). Les lignes
de gap nul sont les séparatrices des axes Ox et Oy. Elles intersectent la surface de Fermi en
quatre points nodaux (voir figure 4.7), autour desquels on peut linéariser le hamiltonien. Les
coordonnées de ces noeuds sont données par ko = |k;| = |ky| = o' arccos(—p/4t) et on note
(£+) le point nodal de coordonnées (+ko, £ko) dans I'espace des moments.

M. BOCQUET



tel-00001560, version 1 - 14 Aug 2002

88 Des systémes physiques décrits par des Fermions de Dirac

ky A

S+ ++

F1G. 4.7 — Positions des neceuds. L’isocontour ¢ représente la surface de Fermi au voisinage du
demi-remplissage de bande (u =~ 0). Les séparatrices en pointillés représentent les lignes de
parametre d’ordre A nul. Aux intersections des courbes se trouvent les noeuds. Les zones grisées
correspondent idéalement aux domaines de validité des liquides nodaux.

4.6.2 Description d’un nceud et Hamiltonien de Majorana

Par commodité, on effectue maintenant une rotation de 7/4 dans ’espace des moments (et
des positions). Les nouvelles coordonnées s’écrivent K, = (kg + ky)/v2 et Ky = (kz — ky) /2.
Les points nodaux ont alors pour coordonnées

RE (\/ikOaO)a K(ii) = (—\/iko,O), K(7+) = (07 \/ikO)a et K(+7) = (07 _\/§k0)'

Concentrons-nous sur un voisinage du point nodal (++) de moment K**. On linéarise le
gap et 1'énergie cinétique en

(K +qp, KT 4qy) = pt+2V2tsin(koa) gp - AKST +qq, KT 4q,) = V2Ag sin(koa) ¢y

On introduit les célérités v, = 2v/2tsin(koa) et v, = v/2A¢ sin(koa), de sorte que le hamiltonien
effectif local au point nodal (++), sécrit
++)
H(g = Z (DK(++)+ ['UzQ:sz + 'UyQyTz] QK(++)+q-

On passe maintenant dans ’espace des positions en définissant

fT ,7) Zezkg@z-l-zkyy T K& +K), fi ,y) Zezkmw-l-zkyy T K& +K),

ou on se souvient que K est relié & k = (kg, ky) par une rotation de m/4. Dans le secteur de
spin |, on a pris garde au fait que les quasiparticules sont renversées dans le temps (comparées
A celle du secteur 1) et D'origine du point nodal est fixée par —K(1) et non K(+:1), De cette
maniere les modes de basse énergie peuvent étre décrits par le seul moment K.
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Ainsi le hamiltonien s’écrit dans ’espace des positions

Hé++) _ /d2$ (fT.!l?er) [’l}ziaxT.S + inayTl] ( j:-} ) .

Cela n’est pas la forme usuelle d’'un hamiltonien de Majorana, et ’on préfere se ramener & un
hamiltonien de forme standard en effectuant la transformation de Bogoliubov :

1 : . 1. .
fT:E(cl—zcz—i-cl{—zc;) et f¢:§(zcl—c2—zc‘;—l—ct).

On prendra garde au fait que les nouveaux opérateurs cl et ¢4 ne sont qu’indirectement reliés aux
opérateurs des quasiparticules du hamiltonien de Bogoliubov-De Gennes. Alors, ayant recours
A quelques intégrations par partie comme [ d’z cJ{BJUc2 =/ d’z C2BZCJ{, on obtient pour forme
définitive du hamiltonien des excitations libres :

1 1
B = i [a Y (cdoucd + cudie) + iy [ 2 Y (<icloyel +ieadse)
a a

Il s’agit manifestement d’un hamiltonien libre impliquant deux fermions de Majorana. On traite

(=-) (++)
0

de la méme fagon les trois autres point nodaux. On obtient aisément H, = - , alors que

Hé+_) se distingue de Hé++) par I'interversion de v, et v, ; enfin Hé_ﬂ s’obtient par I'inversion
du signe global de H(g+7) (H(gfﬂ = —Hé+7)).

Perte locale de la symétrie de parité

Bien que le hamiltonien de Bogoliubov-De Gennes soit invariant par la transformation
discréte = <> y (symétrie de parité)®, cette propriété est absente de chacun des hamiltoniens
de Majorana pris individuellement. En effet ’opérateur de Dirac impose le choix d’un orienta-
tion (il est défini sur une variété nécessairement orientée), et brise donc la symétrie de renver-
sement de la parité. Toutefois on ne doit pas en conclure que 'opération de linéarisation du
hamiltonien de Bogoliubov-de Gennes est erronée. En effet, 'opération de parité transforme un
hamiltonien Hésw (s,t = %) en le hamiltonien Hésy) (s,t' = F). Les hamiltoniens H*1) et
H() possédent une orientation positive alors que les deux restants (H(+—) et H(-1)) ont une
orientation négative.

4.6.3 Liquide nodal désordonné

La prise en compte du désordre dans le supraconducteur peut avoir des conséquences pro-
fondes sur la physique du liquide nodal. Il est raisonnable de penser (comme on le fait en
dimension 1) que les excitations de masse nulle persistent et que la description hamiltonienne
ci-dessus du liquide nodal demeure. Dans ce qui suit, mais aussi et surtout dans le chapitre 7,
on envisage le cas d’un supraconducteur dont le désordre se distingue par I’absence de symétrie
particuliere, comme l’invariance par renversement du temps et I'invariance par rotation du spin.
Un tel systéme appartient & la classe de symétrie D (& ne pas confondre avec la symétrie cristal-
line d), dont une définition précise sera donnée au début du chapitre 7. Elle fut introduite par

6A dire vrai, cette symétrie peut étre violée dans des supraconducteurs particuliers comme ceux possédant un
arametre d’ordre chiral (comme d_2_,2 + idy,) ou bien sous un fort champ magnétique.
p x Yy Yy
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M.R. Zirnbauer et A. Atland [5] comme l'une des classes de symétrie servant a la description
par les matrices aléatoires d’une interface métal-supra désordonnée.

On distingue deux types de désordre : le désordre induisant des transitions dans un méme
liquide nodal (diffusion en avant) et le désordre qui implique plusieurs nceuds (diffusion en
arriére : I'interaction fait intervenir plusieurs moments, tres différents).

Bien siir le désordre doit étre suffisamment faible. Par exemple la symétrie D peut étre induite
par des impuretés magnétiques qui brisent I'invariance par renversement du temps (par le champ
magnétique local engendré) et 'invariance par rotation du spin par les couplages spins-orbites.
La concentration en impuretés doit alors rester sous-critique afin que le champ magnétique local
ne finisse pas par détruire la supraconductivité.

Comme ni la charge électrique, ni le spin d’une quasiparticule ne sont conservés dans la
classe D, la seule constante du mouvement est 1’énergie. Il en ressort que la diffusion ou la
localisation d’une quasiparticule dans un supraconducteur de la classe D ne peut étre étudiée
que par 'intermédiaire du transport thermique.

Désordre intra-nceud

Commencgons donc par le cas ou la diffusion sur les impuretés s’effectue a l'intérieur d’un
méme liquide nodal et continuons avec le nceud (++). La perturbation (locale) la plus générale
s’écrit :

1
++
Hf ) = 3 /d2x (Eabc}:Mabcb + Ac{cg + h.c.) ,

oll A est maintenant une fonction de gap aléatoire et My, = M, est une matrice de masse 2 x 2
qui fluctue de facon aléatoire dans I’espace des positions. Ceci dit, étant donnée la succession de
transformations qui a précédé, il n’y aucune raison d’identifier précisément ces fonctions & un
potentiel scalaire aléatoire, parameétre d’ordre supraconducteur aléatoire ou autres désordres de
source donnée. Elles n’en sont que des combinaisons linéaires.

Considérons le hamiltonien total H(t*) = Hé++) + H §++). L’étude de ses propriétés et no-
tamment de sa densité d’états moyenne sera menée dans le chapitre 7. Pour le moment, on
cherche & mettre en forme son expression. Pour cela, on choisit des unités de longueur anisotro-
piques dans les directions de Ox et Oy, de facon & ce que v, = v, = 1, quitte a les rétablir (dans
leur compléte anisotropie) ultérieurement. Le hamiltonien total s’écrit donc

H(++) :% /d2$ (Cl" Ca) . H(++) . (C?) -+ const ,

Ca
My, My 101 + 02 A (4.3)
,H(++) _ Mo, M2_2 —A z81 + 32
z'81 — 82 —-A —Mll _M21

A 101 — 0y —Mio —Moo

Il est équivalent d’étudier le hamiltonien de premitre quantification H{+*) ou celui de seconde
quantification H*1). On choisit pour désordre le bruit blanc gaussien suivant

<Mab(x) _cd(xl)> = g(sac(sbd (5()( - xl) ’
(AXAX)) = gd(x—x'),

avec pour valeurs moyennes (M) = (A) = 0.
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Désordre inter-noeuds

De fagon tres générale, on attend d’un couplage entre nceuds qu’il réduise le groupe de
symétrie produit des quatre groupes de symétrie des quatre liquides nodaux, en le sous-groupe
diagonal du produit, qui est égal & I'un des quatre groupes. Il est donc raisonnable de penser,
que les champs effectifs des quatre liquides nodaux se verrouillent les uns sur les autres. Cela
suppose bien entendu que le désordre entre nceuds soit suffisant pour qu’il y ait suffisamment
de diffusion d’un liquide & I'autre. On anticipe également que dans une telle limite la symétrie
naturelle du supraconducteur sous la parité soit rétablie.

L’étude la physique de basse énergie de ce liquide nodal en présence d’impuretés magnétiques
sera précisément ’objet majeur du chapitre 7.
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Chapitre 5

Quelques traits spécifiques a ces
systemes désordonnés

Ce chapitre est consacré & deux propriétés de l'effet Hall quantique entier. Il se subdivise
logiquement en deux sections.

Dans la premiére, j’obtiens une expression pour la somme des exposants de Lyapunov positifs
du modele de Chalker et Coddington. Cette somme s’identifie & une énergie libre. On constatera
que, contrairement au cas non-désordonné, la somme ne présente pas de singularité. Nous verrons
que cela est lié au fait que la charge centrale du modeéle est nulle.

La deuxiéme section est consacrée a un travail numérique. J’y présente la notion de multi-
fractalité d’une fonction d’onde au point critique. Je montre que le spectre multifractal de la
fonction d’onde étendue sur le réseau de Chalker et Coddington est numériquement identique
a celui obtenu en diagonalisant un hamiltonien de Landau en potentiel scalaire. Ce travail n’a
toutefois pas été publié, m’étant apercu un peu trop tard que Klesse et Metzler avaient eu cette
idée deux ans avant moi.

Au cours de ’élaboration de ces deux petits résultats, j’ai bénéficié des nombreux conseils
de Vincent Pasquier. Le calcul de la somme des Lyapunov n’aurait pas pu étre mené sans son
aide.

5.1 Energie libre et modele de I’effet Hall quantique entier sur
réseau

5.1.1 Matrice de transfert et relation de récurrence

On utilise ici le modele sur réseau de Chalker-Coddington pour simuler la transition de
effet Hall quantique entier [27]. En particulier nous avons recours a la technique de la matrice de
transfert. Il nous faut donc écrire la matrice de transfert pour le réseau de Chalker et Coddington.

Nous commengons par introduire les matrices suivantes qui appartiennent au groupe non-
compact U(N, N)

[ cosh(f) sinh(6) _( cosh(§)Iy sinh(@)I
M= ( sinh(6) cosh(0) ) ®ly= ( sinh(a)ﬂzj\\; cosh(@)ﬂi )

ou N est le nombre de canaux du réseau'. M’ sera une matrice identique & la matrice M &

!Pour un systéme mésoscopique quasi-unidimensionnel, un canal est un des modes induits par la quantification
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ceci prés que €' est son argument. On définit maintenant la matrice unitaire 7' (appartenant a
U(N)) comme la matrice de permutation qui est un cycle sur la totalité des vecteurs de la base
canonique :

00 0 ... 01

1 0 0 ... 00

01 0 ... 00
T =

0 . .. :

0 0 O 1 0 0

0 0 O 0 1 0

La matrice de transfert d’une tranche compléte du réseau peut donc s’écrire :

M_ C]IN S]IN "2 0 ]IN 0 CI]IN SI]IN ]IN 0 (,0’ 0
" \sIy dy )TN0 ¢ )\ 0 TH) &Iy Iy )\ 0O T 0 ¢ )
ou ¢ est 'abréviation de cosh(f), ¢’ 'abréviation de cosh(#'), et ainsi de suite. ¢, ¢, ¢ and ¢’
sont des matrices diagonales d’unimodulaires, dont les phase sont des variables réelles, aléatoires,
indépendantes, et identiquement et uniformément distribuées sur [0, 27].

Notons M,, la matrice de transfert aprés n itérations. Puisque M,, appartient au groupe
pseudo-unitaire U(N, N), nous pouvons la “diagonaliser” selon

o= (5 ) (VR ) (T 0.

A,, est une matrice diagonale réelle positive. Les matrices U, V,,, U} et V! appartiennent &

U(N). Par la suite les N coefficients de A, seront notés AD.
A chaque étape de la construction itérative de la matrice de transfert, la relation de récurrence

s’écrit
_ Iy O v 0 dy sly
M”+1_M"'< 0 T)(O ¢>'<an dy )

sin est pair (pour fixer les idées) et de méme pour n impair avec @ et T changés en @ et T'. Nous
pouvons faire le choix ¢ = I, qui s’apparente & une fixation de la jauge associée au processus
de détermination des phases aléatoires et qui, par conséquent, n’altére pas les résultats issus du
modele.

On suppose maintenant que la matrice de permutation 7" a absorbé la matrice des unimodu-

laires aléatoires ¢. Elle demeure donc une matrice unitaire. Sous la forme d’une représentation
en blocs de matrice, la relation de récurrence devient :

Un-U!, 1 /K 1.Un 11 = cosh 0.v/A, Uy, + sinh 6.4/A, Vi, T
Val V! o /Bt -Vis1 = sinh 0./, Uy, + cosh 8.v/A, V;, T
Val V! o /B 1-Uns1 = cosh8.4/R,.Uy, + sinh6./R, V;,. T
U U /K1 Vi1 = sinh 0./A,.Uy, + cosh 6./K, V,,. T

On a utilisé le fait qu’a la limite asymptotique /A, ~ /1 4+ A,.

des directions transverses. Pour obtenir un systéme bidimensionnel, il ”suffit” d’augmenter indéfiniment le nombre
de modes transverses dans une des directions perpendiculaires.
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5.1.2 Energie libre (somme des exposants de Lyapunov)

Raisonnons sur le premier bloc de la matrice de transfert, qui est indexé par I’angle 6.
Rappelons que toutes la phases ont été incluses dans la matrice T'. Nous prenons le déterminant
des deux membres de la premiere des quatre relations de récurrence. Ce qui conduit a

det(U UL, 1 A/Mnt1.Uny1) = det(cosh 0.4/ A .Uy, + sinh 6.4/, V;,.T).
Puis on factorise chacun des deux membres selon
det(UL UL 1.Upt1)-det(v/Api1) = det(v/Ay).det(Uy,).det(cosh 01y).det(Iy + tanh 0.V, T.U}).
Nous en prenons ensuite le module et aboutissons & :

det(y/Any1) = det(v/A,).(cosh )V .|det(Iy + tanh 0.V, .T.U})|,

ou N0
—Zln "+l — N.Incosh@ + In|det(I + tanh 6.V,.T.U})]| .
25 AP

Pour obtenir la somme des exposants de Lyapunov, on souhaite effectuer la moyenne sur I’indice
n, en utilisant 'hypothese d’ergodicité du systeme,

2L ()
R T - n+1
Ai = lim om nz_l In AD

Puis, ajoutant les contributions en 6 et #' et sommant les N exposants

N 1L (1N AD
L 2n+2 2n+1 _ !
ZAZ—LZ[QZ NG + = Z = N In(cosh 6 cosh §)
=1 n=1 =1 2n+1
1 L
+ lim — Zl [m |det (I + tanh 0.1@n+1.T.U§n )| + In|det(T + tanh 0’.V2n.T.U§n)|] .

On suppose qu’il existe une distribution asymptotique et stationnaire P pour les matrices uni-
taires U, et V,, liées & la matrice de réflexion du systéme. Nous avons alors, par exemple pour
la partie dépendant de 0,

lim — Zln|det (I + tanh 0.Voy 1. T.U3, )|

n—)oo

. Hi / dep; / dP(U, V) Re (Indet(I + tanh 0.V.7.U"))
i=1 27 Jo

= /dP(U,V)Re ( / di; Indet (I + tanh 6.V.T. UT))
= 1
N

]_ .
= / dP(U,V)Re (HT %Trln(utanho.vcr.m)) :

s 2
i=1 t
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Puisque || tanh @V.T.U|| = tanh.||V.T.U'|| = tanh@ < 1 car U, V et T sont unitaires, les
coupures des logarithmes sont extérieures au chemin d’intégration. La fonction intégrée est alors
holomorphe. Appliquant le théoréme des résidus, 'intégrale prend la valeur de la fonction au
point z; = 0, ce qui donne une contribution nulle! Donc :
T
N Z i = In(cosh(8)cosh(d')).
i=1
J’ai pu vérifier numériquement I’exactitude de cette relation. Pour N = 1, la relation était connue
de J.T. Chalker mais non publiée. On peut interpréter la somme des exposants Lyapunov positifs
du modele comme son énergie libre. 6 et 6, qui sont liés dans le cas isotrope, sont une mesure
de I’énergie du systéme. On en conclut que I’énergie libre n’est pas singuliére. Au contraire, en
I’'absence de désordre, 1’énergie libre devient singuliere. Il est facile de montrer, en utilisant les
résultats de la sous-section qui suit, que 1'énergie libre se comporte comme (6 — 6')2In |0 — ¢'|
(analogue au modele d’Ising) prés du point critique 6 = .
Comme je I’ai mentionné, il est tres instructif de comparer ces résultats au cas sans désordre.

5.1.3 La charge centrale dans le cas pur

En I’absence de désordre, le réseau correspond a un réseau privé de ses phases aléatoire mais
avec un demi-flux élémentaire (7 pour nous, un demi-fluxon pour la physique sous-jacente) par
plaquette. Dans ce qui suit \; désigne une valeur propre de la matrice de transfert alors que
In Ay correspond & ’exposant de Lyapunov associé.

Apres diagonalisation de la matrice de transfert par transformée de Fourier discréte, on
obtient le spectre du réseau :

2
{In\g, k € [0, N —1]} avec A2 —2[cosh@cosh@ + cos(ysinh@sinh@ ]\ +1=0 et ¢ = %k

L’énergie libre du modele est Fiy = Y0 ' InAg. On définit Ay = exp oy, avec
cosh o, = cosh 6 cosh @' + cos (i sinh @ sinh @'

On utilise la représentation intégrale suivante :
1 2w
a=mn2+ f(a) =In2+ oy dw In(cosh @ + cos(w)) .
™ Jo

Par conséquent
N-1 1 2w
Fy=NIn2+ ) o / dw In(cosh 6 cosh @' + cos (j, sinh @ sinh 6 + cos(w)) .
™ Jo
k=0

On entreprend maintenant de développer thermodynamiquement 1’énergie libre. On peut mon-
trer qu’en toute généralité, pour une fonction f deux fois continiiment dérivable

k=M

- k=M
f@do=2 Y fG)+5¢ 3 PG +0(C),
- k=—M

k=—M
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avec ( = 7/N. On tire de la formule qui précede :

™

Ry =N (w24 5 [ j)do) - () = 7/(-m) + Ol ).

-7

Lorsque 0 # €', f' est bien définie et périodique. Donc f'(7) = f/(—=). Alors Fy = N, ou
1 ¥
=In2+ — d
¢=1In +27T/7rf(w) w

est la densité (par canal) continue d’énergie libre.

Au point critique, des effets de taille finie sont attendus qui permettent le calcul de la charge
centrale. Notamment f’ devient singuliére, mais encore avec une limite de 7 par valeur négative
et —m par valeur positive. Nous obtenons f'(7) — f/(—7) = 2sinh §. Finalement

s 1
Fy=N — —).
N <,0+6N+O(N2)

Le facteur s = sinh @ rend compte de I’anisotropie du modele. Dans le cas isotrope (§ = 6’ =
1+2\/§), on a sinh# = 1. On peut alors conclure que la charge centrale du modeéle isotrope est
¢ = 1. Elle peut étre interprétée comme la manifestation de la présence d’un fermion complexe
de Dirac (deux fermions de Majorana). On retrouve 14 le fermion de Dirac révélé par le calul de
Chalker et Ho présenté dans le chapitre 4.

Ce calcul nous permet d’affirmer que la charge centrale du modele désordonné pourrait
étre 0 puisque aucun terme d’énergie du vide n’apparait dans le développement de taille finie de
I’énergie libre. Bien que cette conclusion soit triviale lorsque que 1’on a recours aux techniques des
répliques ol & la méthode supersymétrique (la fonction de partition vaut alors 11!), c’est ici moins
évident parce qu’il n’a pas été nécessaire d’introduire soit des partenaires supersymétriques, soit
des répliques, qui n’apparaissent que comme des astuces techniques.

In

On se place désormais au point critique et on s’intéresse aux propriétés de la fonction d’onde
de Peffet Hall quantique entier & la transition. En particulier, on a & l’esprit pour cette fonction
d’onde I'image d’un amas de percolation quantique, jouissant de propriétés fractales.

5.2 Multifractalité au point critique

La fonction d’onde délocalisée dans la transition de ’effet Hall entier présente des propriétés
statistiques de distribution tout & fait remarquables. Non seulement la mesure qui lui est associée
(module carré de I'amplitude) est singuliére, comme l'est ’'amas percolant de la percolation
classique (que 'on peut voir comme une mesure homogeéne sur ’ensemble fractal que constitue
son support), mais encore elle présente un continuum de singularités d’intensités différentes.
Chacune de ces singularités peut étre observée au voisinage des points d’un support de dimension
fractale propre. C’est pourquoi I’on parle de spectre multifractal.

Je vais maintenant résumer les définitions quantitatives de la multifractalité et donner no-
tamment une dérivation heuristique (originale ?) de 1’algorithme (pour la premiére fois proposé
dans [32]) de calcul numérique du spectre de singularité.
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5.2.1 Spectre des singularités d’une mesure

On se donne une mesure ¥ normalisée définie dans le plan. Elle peut étre singuliére. En tout
point x de son support, on définit un exposant de singularité o (modulo la partie réguliére de la
mesure, il est aussi appelé exposant de Lipschitz- Holder) par

P(B(x;€)) ~eo €

ou B(z,¢) est la boite de coté e centrée en z (un carré dans le plan).

On peut alors caractériser I’ensemble des points possédant la méme singularité « par sa
dimension fractale. On la note f(a). Plus précisément f(a) est définie par le comportement
du nombre minimum de boites disjointes de taille €, N,(€), nécessaires au recouvrement de
I’ensemble des points de singularité «, dans la limite ou € tend vers 0. Le comportement de
N, (e)

Na (6) ~e—0 G_f(a)

définit un spectre des singularités , fonction de a & valeurs dans une partie de la droite réelle.
Dans le cas d’une mesure homogéne possédant pour support un ensemble fractal de dimension
dg, f vaut simplement f(a) = df-la=d,}-

5.2.2 Spectre multifractal associé au spectre de singularité

Le spectre des singularités d’'une mesure multifractale est une description locale de I'objet.
Il est possible de relier biunivoquement ce spectre au spectre dit multifractal qui donne une
description globale de la mesure. La mesure de ce dernier spectre se préte donc mieux au calcul
numérique.

Il s’agit de généraliser la notion de dimension fractale & une famille continue de dimensions
fractales (parfois appelées dimensions de Renyi) décrivant la mesure. Nous avons mentionné
comment la donnée d’un ensemble de dimensions fractales intervenait dans la description locale
des singularités de la mesure. A contrario, la définition du spectre multifractal fait appel & une
analyse globale.

Pour tout g réel, on définit 'exposant 7(q) de la fagon suivante. Pour tout e positif, on choisit
un recouvrement du support de la mesure par des boites B;(e) au nombre de Ny(e). Alors on
déduit exposant 7(g) du comportement de la quantité

Ny (e

)
Y H(Bi() ~

lorsque € tend vers 0. Le spectre des dimensions fractales généralisées & proprement parler est
donné par la fonction

Do) = 72

Pour ¢ = 0, on retrouve la dimension fractale du support de la mesure.
Supposons maintenant connu le spectre des singularités de la mesure. Essayons d’en déduire
le spectre multifractal. On souhaite exprimer la somme des moments Z?i’l(e) 1(B;(€))? sous forme

intégrale. On attribue aux exposants de singularité o une densité p(a) N, (e)da ou p(a) est une
mesure réguliére normalisée. p(a)da est proportionnel au nombre de sous-ensembles fractals de
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singularité comprise entre o et o + da. Cette densité mesure donc le volume de I’ensemble des
points de singularité compris entre o et a + da. Alors

Ng(€)

Z P(B;(€))? ~e0 /p(a)e_f(a)"'q‘ada.

i=1

Evaluons le membre de droite. Dans la limite ot € tend vers 0, lintégrale est dominée par
le minimum que prend l’exposant de e. Précisément l'intégrande est dominée par la valeur
min, (g.a — f(a)). Donc 7(¢) = miny(g.c — f()). Il en résulte que 7(g) est la tranformée de
Legendre de f(a), toutes deux fonctions des variables conjuguées ¢ et a. Dans le cas ou f(«)
est C! continue et de dérivée continue, (en pratique c’est le cas), la transformation de Legendre
s’écrit

=T ) =gas).

Singularité la plus fréquente

Pour ¢ = 0 on observe que —7(0) = D(0) = max, f(«), qui n’est autre que la dimension
fractale du support de la mesure 9. La valeur de la singularité « correspondant & ce maximum
de f est notée usuellement o et correspond a la singularité la plus fréquente de la mesure.

Singularités la plus faible et la plus forte

Lorsque ¢ tend vers —oo, 7(q) ~ g.max(«) et donc D(—00) = amax- Il s’agit de la singu-
larité la plus faible pour la mesure. De méme lorsque ¢ tend vers oo, 7(¢) ~ ¢g.min(a) et donc
D(o0) = ammin. 11 s’agit de la singularité la plus forte pour la mesure.

Singularité de plus grande contribution

Singularité dominante pour la mesure Comme la mesure est normalisée, on a 7(¢ = 1) =
0. Donc min,(a — f(a)) = 0, ce qui signifie que le graphe du spectre de singularité est sous la
diagonale f(a) = a. De plus le minimum est atteint pour ¢ = 1. L’exposant de singularité oy est
le plus probable au sens de la mesure 1. En effet I’ensemble fractal S(«) associé a I'exposant «
contribue dans la limite € — 0 & hauteur de N, (¢).€® dans la somme de la mesure, soit e* /(@)
qui est maximum pour ;.

Concentration de la mesure On cherche & évaluer le rapport

Za1—0'<a<a1+0' P(S(a))
Z—oo<a<+oo ’lﬁ(S(Ot))

On sait que l’ensemble S(a) contribue dans la limite € — 0 & hauteur de Ny(€).€* dans ces
sommes. Alors

T =

[t ea=f() p()der

a1 —0

N fj_:oo 1) p(a)da
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Oronaa— f(a)=—3f"(e1)(a—a1)? +o((a—a1)?), donc si a = f"(a1) (qui est négatif car
f est toujours concave), on obtient

_ 1,9
Jag @ p(ayda  [17 ¢ 27 plon +n)dy

[t i@ p(a)da [F20 297 pay +1)dy

N R R I

o —oValne € Valne v _ J—0Valne
too 142 u o too 142
2 2
f_oo e plar + alnf)du f_oo e du

et lorsque, & o aussi petit que ’on veut (mais fixé), € — 0, alors r tend vers 1. On en déduit que
la mesure se concentre (avec probabilité 1) a 'intérieur de S(ay).

Le nombre de Renyi d’ordre 2 D(2) et ses interprétations

Inverse du quotient de participation L’inverse du quotient de participation (IPR) a été
introduit comme critére de localisation d’une fonction d’onde en milieu désordonné [136]. Pour
une fonction d’onde solution d’un probléme continu et supposée suffisamment réguliére, il prend
la forme P(¢)) = [q, [9|*(7)dF.

Considérons une fonction d’onde bidimensionnelle dans une boite carrée 2 de taille unité.
La mesure & considérer est |¢|2. On suppose cette fonction d’onde uniforme sur son support

Supp(v) C Q et de valeur % réelle. Comme la mesure associée est normalisée, il en résulte

que 7 représente la mesure de son support. Alors, pour cet exemple, P(y) = [, |%|*(F) dF =
fSupp ») %2 dr = 1/r. D’ou la dénomination d’inverse du quotient de participation. Plus P(1)) est
grand, plus la fonction d’onde est localisée. Dans le cas singulier qui nous intéresse et dans la
limite des grands volumes €2, on a clairement ’identification

qui correspond au facteur d’échelle ¢ = 2 puisque la mesure en question est le module carré de
la fonction d’onde.

Exposant de diffusion anormal Le nombre de Renyi d’ordre 2 est également relié & 1’ex-
posant de diffusion anormal dans le systéme et qui entre dans la fonction de corrélation & deux
points. On a D(2) = 2 — 7, cité dans [109, 26], sans que j’aie pu m’en convaincre (difficile de
trouver une preuve facilement accessible).

5.2.3 Algorithme de calcul du spectre des singularités

Une fois connu numériquement le spectre multifractal, on peut espérer en déduire le spectre
des singularités par une transformation de Legendre. Malheureusement, dans de nombreux cas, le
calcul numérique de la transformée est délicat. Le spectre obtenu est alors entaché d’imprécisions.

En fait il est possible de calculer les exposants et le spectre de singularités & partir de
quantités non locales [32]. Pour cela on définit une famille 1, de mesures déduites de 1, qui est
indexée par le parametre d’échelle g

$(Bi()
Nl y(Bi(e))e

Pqe(Bj(e)) =
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Le spectre de singularités se déduit alors du calcul de ’entropie (encore appelée dimension
d’information) de ces mesures

g —hm—Z% )) In(4q(Bi(€))

e~01Ine
tandis que la valeur moyenne des exposants de singularités pour la mesure 9, est
= lim — P(B; .
ala) = lim - 3™ 4y (B() n((B(0)

Je montre maintenant, par le biais d’'une preuve heuristique simple, comment on retrouve la
famille {e, f(a)}, dans la limite ou € tend vers 0. On a d’une part

i 1:5_(;6) q(Bi(€)) In(y(Bi(e)) = ﬁ / 70420 1 () p(a)e— @ da
= /O‘GT(qu'af(a)p(a)da
~ (o) [ pla)da = alo).
et d’autre part
1 Nl .
e 2 Ya(Bi(O) mh(Bi(9) = L [ o)) o

N / (q.0 — 7(g))e " @re2=T@) p(0)doy

:fm@»/pmwa:ﬂ@.

5.2.4 Spectre des singularités du modele sur réseau et spectre de singularité
de la transition de P’effet Hall entier

Lorsque j’ai effectué de travail, je pensais que jusqu’alors il n’avait pas été vérifié numéri-
quement que le modéle de Chalker et Coddington possédait une fonction d’onde a la transition
de méme spectre de singularités que la celle de la transition de l’effet Hall. Je me suis apercu
ensuite qu'une bonne part du travail numérique avait été fait dans [73].

Le spectre multifractal de la fonction d’onde a déja été calculé numériquement en diago-
nalisant le hamiltonien de Landau en présence de désordre [66]. Les résultats obtenus sont
ap = 2.29 £ 0.02 avec des dimensions limites D_,, = 0.95+ 0.1 et Do, = 3.7 £ 0.1 [68].

Pour calculer le spectre de singularités de la fonction d’onde délocalisée, nous avons imposé au
réseau du modele de Chalker et Coddington des conditions périodiques dans les deux directions.
Puis pour un désordre figé, nous avons calculé itérativement une fonction d’onde approchée de
I’état délocalisé. La taille du tore est de 256 x 256. La fonction d’onde obtenue est représentée
sur la figure de la page de couverture. L’échelle d’intensité est logarithmique.

Nous avons appliqué les deux algorithmes de calcul de {«, f(a)} ci-dessus. Puisque le modele
est discret, il n’est pas possible de faire varier le parameétre € hors de certaines limites. Il faut par
exemple que ’échelle de résolution soit nettement supérieure au pas du réseau (physiquement
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léchelle de résolution doit étre nettement supérieure & la longueur magnétique £). L’échelle de
résolution doit également étre bien inférieure & la taille du systéme pour minimiser les effets de
taille finie (ou de cyclicité sur le tore), et bien évidemment inférieure a la longueur de corrélation
dans le systeme.

o I I I I I I
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Fia. 5.1 — Fonction de singularité de la fonction d’onde délocalisée sur le réseau de Chalker et
Coddington.

Nous avons obtenu le spectre tracé sur la figure 5.1.

Un test de précision est donné par la valeur de la dimension critique du support, c’est-a-dire
f(ap). On obtient 2.00+0.01 correspondant & la dimension topologique du plan. Ce test permet
également d’ajuster les bornes de I'intervalle balayé par 1’échelle de résolution. Il correspond a
ce spectre les valeurs oy = 2.28 + 0.03 puis D_o, = 3.6 £ 0.2 et D, = 0.9 £ 0.2. La valeur
de la singularité de plus grande contribution est de o; = 1.75 £ 0.03 Ces résultats sont en
parfait accord avec [66] et confirme qu’a la transition méme, la fonction d’onde de Chalker et
Coddington est bien dans la méme classe d’universalité que la fonction d’onde électronique de
la transition dans ’effet Hall entier.

On obtient aussi D(2) = 1.55 £ 0.1. Cette mesure de l'inverse du quotient de participation
est reliée & 'exposant de diffusion anormal 1 par D(2) = 2 — 7. Dans notre cas, celui-ci est défini
par le comportement de la fonction de Green moyenne (en présence de désordre) & deux points

(GEAI) = (M5 _1 =[0)[2) ~ 7274

Par conséquent, n = 0.45+0.1. Chalker et Daniell [28] obtiennent D(2) = 1.62 £ 0.04.
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Chapitre 6

Fermions de Dirac en dimension 1

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, on souhaite étudier la densité d’états et la longueur de localisation d’une
particule de Dirac en dimension 1 soumise a des potentiels aléatoires de différentes natures. Sa
dynamique est gouvernée par le hamiltonien

h =1i0,0; — ®og + Moy +V (6.1)

ou les champs sont des réalisations de variables aléatoires indexées par la position = sur la
droite réelle (ou plus simplement de champs aléatoires). M est un champ de masse, ® un champ
magnétique et V un potentiel électrique (souvent appelé dans la littérature potentiel scalaire).

Que la densité d’états et la longueur de corrélation puissent étre obtenues simultanément
est une agréable conséquence de 'unidimensionnalité du milieu. Cela résulte de la formule dite
de Thouless [130] qui identifie densité d’états intégrée et inverse de la longueur de corrélation,
aux parties imaginaire et réelle d’une méme fonction holomorphe. On fera par la suite un usage
intensif de cette identification. Plus généralement, en dimension 1, il est possible de traduire le
calcul des propriétés statistiques & une particule en un probléme de mécanique quantique. Cela
évite ainsi le recours aux techniques usuelles de théorie des champs. C’est pourquoi, il est parfois
(mais rarement) possible d’obtenir des résultats exacts sur ces systémes.

Le revers de la médaille est que la physique de ce type de systemes est considérée comme
moins riche que leur analogue bidimensionnel. La meilleure illustration de la (relative) pau-
vreté des systemes unidimensionnels est I’absence de véritable régime diffusif pour les systemes
désordonnés en dimension 1. Dans les milieux désordonnés de dimensionnalité plus élevée, on dis-
tingue en effet trois régimes distincts délimités par un jeu de longueurs caractéristiques. Il s’agit
du régime balistique, dont la longueur caractéristique est le libre parcours moyen, le régime dif-
fusif auquel on associe une longueur de diffusion, et le régime localisé délimité du régime diffusif
par la longueur de localisation. Comparant la taille du systéme & ces longueurs caractéristiques,
on détermine le régime dominant la physique du systéme & I’échelle considérée. Or on verra
qu’en dimension 1, la relation de Thouless relie la longueur de localisation & la fonction de
Green a deux points et, de 1a, & la longueur de diffusion. Cela contraint fortement ’existence du
régime diffusif. Cela explique par exemple pourquoi la théorie des matrices aléatoires s’applique
difficilement & la statistique des systémes unidimensionnels’.

'Pour plus de détails on pourra avantageusement consulter [129].
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Si la physique des systémes unidimensionnels est moins riche, I’analyse qu’il est possible
d’en faire est beaucoup plus fine. De plus il existe de nombreuses réalisations expérimentales ou
théoriques qui alimentent ce type d’études. Pour ma part, je vais avancer ci-dessous les raisons
qui m’ont poussé a aborder 1’étude des fermions de Dirac en potentiels aléatoires et en dimension
1.

6.1.1 Localisation

On sait qu’en dimension 1 tous les états propres du hamiltonien de Anderson (que le modeéle
soit discret ou continu) sont des états localisés. C’est-a-dire que la longueur de localisation de
ces états est finie. Cette propriété est attachée au comportement du laplacien en présence de
désordre.

Elle ne doit donc pas étre extrapolée & un opérateur de Dirac. Et effectivement, dans le
cas particulier ou seule est présente une diffusion de recul (“backward scattering”), c’est-a-dire
lorsque seul un désordre de masse est présent, il existe un état délocalisé, d’énergie nulle, qui peut
étre calculé exactement. Mais c’est le seul cas connu non-trivial de fonction d’onde délocalisée
pour des fermions de Dirac en dimension 1.

La premiere des raisons de cette étude est donc de trancher la question de savoir s’il
existe d’autres états délocalisés, sous I'influence d’une combinaison quelconque de désordres. En
particulier 'introduction d’impuretés induisant une diffusion en avant (“forward scattering”),
provoque-t-elle nécessairement la localisation des fonctions d’ondes ?

6.1.2 Un modele soluble mettant en jeu plusieurs désordres

Incidemment, il me semblait intéressant d’obtenir une expression exacte pour la densité
d’états d’un systéme mettant en jeu des désordres de différentes natures. D’autant qu’a ma
connaissance un tel exemple n’avait pas encore été donné dans la littérature. Il semblait également
important d’étudier les liens qui unissent les différents types de désordre possibles pour ces fer-
mions de Dirac. En voici la raison.

Dans le treés bel article [87], Ludwig, Fisher, Shankar, et Grinstein esquissent un diagramme
de phases pour les fermions de Dirac désordonnés en dimension 2 et analysent la stabilité de
ces phases sous le groupe de renormalisation. Utilisant la bosonisation et les outils du groupe
de renormalisation, ils ont pu obtenir des résultats exacts sur la localisation/délocalisation sous
un champ magnétique aléatoire (modele de Sine-Gordon) ainsi qu’avec une masse aléatoire
(perturbation du cas libre par un opérateur marginalement non-pertinent que ’on rencontrera
a nouveau dans le chapitre 7). En revanche, lorsqu’un désordre scalaire est présent, le flot du
groupe de renormalisation s’éloigne du point fixe gaussien vers un point fixe inaccessible, que
I’on suppose décrire la transition de ’effet Hall quantique entier. Et de 13 de conclure que le
potentiel scalaire est un champ pertinent pour la description de l’effet Hall quantique entier.
Chalker et Ho dans [30] ont également insisté sur I'importance du potentiel électrique. Il ont
pris la limite continue isotrope du modeéle sur réseau de V'effet Hall quantique entier et 1’ont
identifiée aux fermions de Dirac bidimensionnels (voir le chapitre 4 pour plus de détails). En
particulier, ils ont montré que l'opération de passage a la limite continue engendre un potentiel
scalaire aléatoire, qui s’identifie localement & la mesure du flux traversant une plaquette du
réseau.

Il n’existe jusqu’a présent aucun moyen de prendre en compte analytiquement ce désordre.
Il était donc tentant de résoudre ce probleme en 1d. En particulier, je montrerai qu’il existe une
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application non-unitaire et non triviale reliant le désordre de masse au désordre scalaire. Cela

doit étre comparé & un argument proposé dans [87] qui établit un lien formel entre les deux
types de désordre.

6.1.3 Fermions de Dirac 1d en masse aléatoire

Revenons au cas ou 'origine du désordre réside exclusivement dans la masse aléatoire. Ce
modele jouit de remarquables propriétés mathématiques. A commencer par la symétrie particule-
trou du hamiltonien (ozho, = —h) qui se traduit par une symétrie du spectre par rapport a
lorigine et ce pour toute configuration du champ de masse : (9, €) — (0,1, —¢). Ce qui montre
que cette symétrie persiste en présence de désordre. Le carré du hamiltonien, A%, est connu
comme le “toy-model” de Witten [141] pour la mécanique quantique supersymétrique (a ne
pas confondre avec la supersymétrie que nous utiliserons plus tard comme outil de moyenne
sur le désordre). Sa version désordonnée a été étudiée dans [103], puis, indépendamment dans
[36, 20]. Y ont été calculées les densité d’états et longueur de localisation. Dans ce dernier
papier, Bouchaud, Comtet, Georges, et Le Doussal montrent que h? décrit la diffusion d’une
particule classique dans un champ de force aléatoire. Je ne résiste pas au plaisir de redonner ici
la correspondance telle qu’on la trouve dans [20].

Considérons le processus de diffusion d’une particule classique d’abscisse z(t) dans un champ
de force gelé ¢(z). La particule est en outre soumise & un bruit thermique distribué comme un
bruit blanc dW (t). L’équation de Langevin associée au processus est

dz(t) = 2¢(2(t)) + dW (1)

ou W est une mesure de Wiener telle que : (W (¢) W(t')) = 2min(¢,t'). L’équation de Fokker-
Planck associée au processus stochastique (au sens de Stratonovich) est

or _ o (op
ot Oz \ Oz

2¢P)

P(z,t) = (0(z —x(t))) désigne la distribution de la variable aléatoire z. Puis, grace a la transfor-
mation 9(xz,t) = e~/ WoW) P(x, ), on obtient ’équation de Shrodinger associée au probléme :

o
ot

2

+ [y =0 avec h? = —%+¢2+03 ¢,
le crochet []; indiquant que I’on ne retient que le bloc supérieur gauche de hZ.

Plusieurs problémes de statistique fermionique s’identifient, dans la limite de basse énergie,
a un probléme de fermions de Dirac en masse aléatoire. L’archétype de ces systémes est la
dynamique d’une assemblée de fermions sans spin qui se meuvent sur un réseau unidimensionnel
de liaisons fortes. Le désordre est porté par les valeurs des liaisons t,. Elles se décomposent en
tn, =t+ (—1)"6, ou t est leur partie uniforme. Le hamiltonien de liaisons fortes correspondant
est :

H= Z (cfengr + c;rH_lcn)

En 'absence de désordre (t,, = t), le hamiltonien se diagonalise en H = ), —2tcos(k) c};ck. Le

pas du réseau a été choisi égal 4 1. A demi-remplissage (soit un électron tous les deux sites), le
fondamental du systéme est obtenu en remplissant la mer d’états d’énergie négative. Parce que
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le systéme est unidimensionnel, les excitations de plus basse énergie prennent place autour des
deux points de Fermi kp, & droite, et —kr a gauche.

En présence de désordre, la symétrie particule-trou ¢, — (—1)”0}1 persiste. C’est pourquoi
on considére que le désordre ne modifie pas la nature du fondamental et la description des
excitations. Le fondamental est obtenu & demi-remplissage et kp = m/2. Afin d’extraire la
physique de basse énergie, on linéarise les champs fermioniques pres des points de Fermi :

cn = (=0)"Yr(n) + (1)"¢pr(n).

Ceci fait, on peut linéariser le hamiltonien pour obtenir :
H=uvp / dw (hidupn — @} idupr) - 2 / dwm(z) (Yhr — v} vr).

m(z) représente la limite continue de la composante dt,, de ¢, (composante de Fourier kr) et
vp = 2tsinkp.

Un autre exemple est celui de la chaine de spins antiferromagnétique XX en présence (ou non)
d’un champ magnétique transverse [84, 45]. Ce sont les couplages qui portent le désordre. Utili-
sant une transformation de Jordan-Wigner, on peut aisément se ramener au modele précédent.
Il existe plusieurs autres exemples de modeles en physique statistique et en matiére condensée
se ramenant & I’étude des propriétés statistiques d’un fermion de Dirac en potentiel aléatoire.
On trouvera un grand nombre de références dans [92].

Cette section était destinée & mettre en perspective I'intérét physique de I’étude des fermions
de Dirac dans un milieu désordonné.

La suite de ce chapitre est organisée comme suit. Dans les sections 6.1, 6.2 et 6.3, je traduis le
calcul de la résolvante du hamiltonien h dans le langage d’un probléeme de mécanique quantique,
au moyen de la procédure de Feynman. Dans la section 6.4, j’obtiens des formules exactes pour
cette résolvante. En particulier une dérivation alternative de la résolvante connue du modéle en
masse aléatoire est proposée. Dans la section 6.5, je calcule la densité d’états exacte ainsi que
la longueur de localisation typique dans diverses configurations du désordre. Certaines ont déja
été obtenues par d’autres techniques, d’autres sont inédites. Puis, dans la section 6.6, j’expose
succinctement une dérivation efficace par la méthode supersymétrique. Je finis avec la section
6.7 ou je mets a jour les symétries naturelles et moins naturelles existant entre les différents
hamiltoniens désordonnés étudiés. Dans I’appendice B, j’aborde un prolongement technique de
la section 6.4.

6.2 Un probleme de mécanique quantique

On souhaite calculer la résolvante du hamiltonien h (6.1) de facon & en extraire la densité
d’états et la longueur de localisation. Pour cela, on applique la procédure de Feynman qui consiste
a traduire un probleme de théorie statistique des champs & une dimension en un probleme de
mécanique quantique (théorie quantique des champs 0-dimensionnelle). A partir de maintenant,
et jusqu’au début de la section 6.6, je n’utilise que la méthode des répliques.

6.2.1 Représentation de la résolvante comme une intégrale de chemin

L’objet qui meéne au calcul de la densité d’états et & la longueur de localisation et dont on
cherche & prendre la moyenne, est la résolvante & deux points G(z,y, € —1in) = tr,,;,Go (2, y, € —
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in), o « et B sont les indices de spin. Précisément, la résolvante posséde les composantes

suivantes )

Gaplz,y,e —in) = (z, 0|m|y,ﬂ>

ou 7 est strictement positif. Comme la moyenne de la résolvante sur le désordre G(e — in) :=
(G(z,x,e —in)) est invariante par translation, on peut écrire :

.1 fF .
G(e —1in) = Lh—>I%o oL /Lda: (tropinGa,p(z, T, € —in)).
2L est la taille de 1’échantillon du systéme. Le terme intégré peut étre formellement représenté
au moyen d’un champ bosonique ¢ possédant deux composantes spinorielles (&4,&;), de sorte
que

1
G(e—in) = lim —

L [ DEDE*E!(2)¢5() exp (i [ dudy € () (zlh — (¢ — i) |ly)E(y))
560 211 / da (bspin )-

 DEDEexp (i [ ¥ dudy € (x)(z|h — (€ — in)[y)é(y))

Remarquons que 7 permet de garantir la convergence de I'intégrale gaussienne. On obtient alors

Gle—in) = jim 52 i ([ Deverexn i / to€ @)(alt — — i) ) (62

Pour que cette identité fonctionnelle soit valide, ¢ doit étre un champ complexe car le terme
cinétique de h est antisymétrique. Afin de prendre la moyenne du logarithme, on utilise ’astuce
des répliques. Elle consiste & introduire n copies du champs bosonique spinoriel et permet de
réécrire la résolvante sous la forme

L—oo 2L Oe n—0 On

G(e —1in) = hm 19 lm— /’D£D§ exp( / dz ka )z|h — e—z’n)|w)§k(m)>).

6.2.2 Intégrale de chemin en temps réel

Le formalisme de Feynman permet de traduire cette intégrale de chemin unidimensionnelle
de théorie statistique des champs en une théorie quantique des champs sans dimension, c’est-a-
dire une simple mécanique quantique. Par la suite, on va montrer que le hamiltonien physique
de cette théorie quantique est hermitien dans un sens qui reste a définir. Par physique, je veux
dire faire n = 0 dans le hamiltonien, puisque la partie imaginaire de ’énergie est un artifice
mathématique destiné & rendre compte du caractére analytique de la résolvante.

Dans un premier temps, et contrairement a la démarche adoptée dans 'article, les intégrales
seront comprises en temps réel. Ce n’est qu’apres avoir écrit le hamiltonien effectif associé que
j'adopterai un temps imaginaire. Revenons 4 la fonction de partition apparue dans la formule
précédente :

L n
— ([ Deneexp ( [ 4o Yo éi@ath +itie+ n)|x>sk<x))>. (63)
- k=1

On effectue maintenant le prolongement analytique qui consiste & remplacer i€ + n par une
variable e strictement positive (de fait on met & zéro la partie ie de ’énergie complexe). Une fois
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tous les calculs terminés, il suffira de prolonger analytiquement e sur I’axe imaginaire. Désormais
on notera G(e) la résolvante moyenne, qui se substitue & G(e — in) une fois le prolongement
analytique effectué.

On obtient finalement la formule ramassée suivante

10 0
G(e) =1 lim —— lim —Z . 6.4
(€) =3 L5350 2L Be ns0 On r(n) (6.4)
On a introduit ici un 2 = v/—1 pour compenser le fait que la dérivée est désormais effectuée par
rapport & la variable d’énergie prolongée e.

6.2.3 Transformation particule-trou

Les précédentes intégrales de chemin sont en réalité mal définies, et ce méme lorsque 7 # 0,
vu comme régulateur, est présent! En effet, elles correspondent & une théorie quantique de
hamiltonien qui n’est pas borné inférieurement. Pour comprendre cela, on suit le formalisme de
Feynman : on écrit le hamiltonien classique associé aux précédentes intégrales de chemin, puis
on procéde & sa quantification.

Les moments associés aux champs spinoriels & sont

oL
e, = — =i &0
&k 5&, k9=
ou L est le lagrangien et ou le point signale une dérivée par rapport au temps x. Donc I'intégrale
de chemin meéne au hamiltonien classique

H.= Z kaamgk - E(kaagkax)
k=1

avant qu’une quelconque moyenne ait été prise. Afin de procéder & la quantification de ce ha-
miltonien, on impose les relations de commutation suivantes :

[k, Ig,] = i Opy -

Cela conduit & un terme —ell¢, 0,& dans le hamiltonien quantique qui n’admet alors plus de
borne énergétique inférieure. Cela tient au signe moins qui est apparu devant le produit des com-
posantes |. Pour quantifier correctement ce hamiltonien, nous avons la liberté d’effectuer toute
transformation portant sur les opérateurs canoniques, pourvu que les relations de commutation
soient préservées. La procédure orthodoxe pour les fermions de Dirac consiste & remplir la mer de
Dirac, et ce au moyen économe d’une simple transformation particule-trou. Malheureusement,
un tel changement de vide n’est pas adapté au cas des bosons, qui ont une ficheuse propension
a condenser. Il est par conséquent nécessaire de recourir & une transformation plus radicale. On
peut choisir

Mg, = (3, —&ky) &k =1 (EersEk))- (6.5)

Le signe moins permet de borner inférieurement le spectre. La transformation particule-trou est
destinée & restaurer les relations de commutation canoniques des bosons, qui ont été affectées
par le changement de signe sur les composantes | des opérateurs. Le prix & payer pour cet
écart a 'orthodoxie est que le moment conjugué I, n’est plus le conjugué hermitien de &.
Nous verrons par la suite que la symétrie dynamique du hamiltonien répliqué n’est plus alors
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U(2n) mais le groupe non compact U(n,n). Je précise que j’appelle algébre dynamique (ou
improprement groupe), toute algébre dont les générateurs sont les seuls opérateurs constitutifs
du hamiltonien.

Définissons maintenant les opérateurs de spin hermitiens J K= %Hgk (i04,10y,0,)&. Avec
les opérateurs Qi = %Hgkfl, ils constituent les 4n? générateurs de u(n,n). Composante par
composante, ils s’écrivent

i = é(éki ay —&méy) Iy = %(&cmf +ény)  Jn= %(skm +&r&f).

Que ce soit avant ou aprés avoir pris la moyenne, le hamiltonien (ou la densité hamiltonienne)
ne dépend que des opérateurs somme suivant

n n n
Z7 =N "I Zv=)_3, Z7=) Ji.
k=1 k=1 k=1

On définit alors les opérateurs d’échelle associés, qui nous permettront ultérieurement d’engen-
drer les secteurs physiques du hamiltonien effectif

zt=2Y—iz* Z-=27+iz" Z°=27".
Ces opérateurs obéissent aux relations de commutation de su(1,1)
z*t,z71=-22" [Z2°z"=z" [2°Z2)1=-Z".

Ces derniéres doivent étre complétées avec la prescription (Z 4‘)1L = Z , qui stipule quelle forme
réelle de s1(2,C) est engendrée par les générateurs Z.

Cela permet d’affirmer que I'algébre dynamique peut étre réduite de u(n,n) a u(1, 1). Ce type
de simplification n’avait pas été envisagé dans [9], conduisant ainsi & des complications inutiles.
Cette simplification se produit également dans la version supersymétrique de la démonstration.

6.2.4 Moyenne

On range maintenant les trois types de désordre introduits dans un champ vectoriel A =
(M,®,V) dont la valeur moyenne est Ag = (m, ¢,0). La distribution du désordre obéit & une
loi gaussienne, dont la forme la plus générale est spécifiée par une matrice de covariance C.
On suppose que C est symétrique et définie positive, ce qui est physiquement raisonnable. La
mesure gaussienne s’écrit alors

P(A) = exp (—% /oo (A - Ay)foa - AO)dA> :

—0oQ

Apres avoir effectué la moyenne, on obtient un hamiltonien effectif de la forme

]. — — —
SH =—007Z - VAlomY/

qui ne dépend plus de la position z. Par commodité, on redéfinit ce hamiltonien en le multipliant
par 2, afin de se débarrasser de cet encombrant facteur % La matrice de covariance pouvant étre
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diagonalisée, on ne retient pas les termes non-diagonaux, ce qui conduit a la forme définitive du
hamiltonien effectif :

i H = eZ* +imZ* +i¢pZY + g.(Z%)* + 9,(Z2Y)? + g.(Z%)? (6.6)

ou gz, gy €t g, définissent I'intensité des différents types de désordre. Comme annoncé, le hamil-
tonien effectif ne dépend que des opérateurs de spin Z. Compte tenu de la définition heuristique
que l'on a adoptée pour une algébre dynamique, il est clair que u(1, 1) en est une pour H.

Dans toute la suite, on adopte un temps imaginaire. Pour ce faire, il suffit d’oublier le facteur
i = /=1 devant le hamiltonien H dans le membre de gauche de (6.6).

6.3 Secteur du fondamental du hamiltonien répliqué

Dans cette section, nous allons exhiber quelques propriétés du secteur dans lequel se trouve
le fondamental. Cette analyse est destinée & évaluer Z,(n) lorsque L tend vers l'infini et lorsque
I'indice des répliques n tend vers 0.

6.3.1 Description d’une base du secteur

On recherche le fondamental du hamiltonien effectif dans ’espace de plus bas poids engendré
par la symétrie dynamique u(1,1). Ce faisant, opérateur de trace de u(1,1) commutant avec
H, on est amené & restreindre la symétrie dynamique & su(1,1) dans chacun des secteurs du
hamiltonien spécifié par ce Casimir. Le plus bas poids du secteur recherché est égal a n/2 en tant
que somme de n représentations de plus bas poids de spin 1/2 correspondant & chacun des n
spins. Appelons |Q2) le vecteur de plus bas poids de cette représentation. Les états de cet espace

de représentation, qui sont obtenus par I'action des opérateurs Z* sur |{2), sont

(Z*)*
Ky ==L10).
La norme de ces états est alors donnée par
L'(k+n)
klk) = ————.
(KlE) L(n)T'(k+1)

Grace a la réduction de l’algebre dynamique, il est ainsi aisé d’engendrer tout 1’espace de
représentation. Autre conséquence, 'action des opérateurs d’échelle sur la base des {|k)} peut
étre obtenue aisément :

Z) = (k+5)k)  ZTIR) = (k+Dlk+1)  Z7k) = (k+n—1)k—1).

6.3.2 Interprétation en terme de représentation

Je vais maintenant montrer que la limite des répliques (n tend vers 0) est mathématiquement
fondée. De plus, bien que je ne puisse la justifier, je léeve explicitement 1’ambiguité des répliques
[149] & la limite n tend vers 0, en choisissant le prolongement analytique qui préserve la symétrie
su(1,1). Par ailleurs, rappelons qu’une représentation irréductible unitaire de su(1, 1) appartient
a I'une des trois catégories suivantes : les séries discretes semi-infinies qui sont des représentations
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de plus bas et de plus haut poids et indexées par des demi-entiers (ce sont les généralisations natu-
relles des représentations unitaires de su(2)), la série principale infinie et la série supplémentaire
infinie qui sont toutes deux des représentations non-bornées, indexées par un parametre continu.

Tant que n est un entier positif, le secteur du fondamental demeure une représentation de
plus bas poids de su(1, 1) appartenant & la série discréte. Lorsque n tend vers 0 par prolongement
dans lintervalle ]0, 1[, alors I’espace de représentation n’appartient plus & la série discréte mais
a la série supplémentaire. Si ’on suit les notations de Vilenkin, cette représentation est indexée
par (l =n — 1,e = 0) [133] ou le parametre continu est /. Notons que la suite d’états |k) n’est
plus tronquée par P'action de Z~ sur |1 — n). En conséquence, il n’y a plus de vecteur de plus
bas poids. En théorie, la représentation devrait s’étendre & —oo, méme si nous n’avons besoin
que des états |k) pour k > 0.

Etonnamment, lorsque n tend vers 0, on obtient

(KIB) = pmiie gy — S

De sorte qu’au point précis correspondant au systéme physique désordonné (n = 0), la restriction
du produit scalaire au secteur du fondamental dégénere. Les états |k) sont des états nuls a
I’exception de k = 0.

Pour n compris dans ]0, co[, on peut définir un authentique produit scalaire dans le secteur
du fondamental pour les fonctions d’onde de la forme |¢) = D722 o k) :

o0

1) = 75 >

k=0

L(k+mn)—
T(k+ 1)1/”6“% '

Cette formule est identique & celle donnée par Vilenkin (voir & nouveau [133]) mais tronquée
sous k = 0. Ce produit scalaire sera utilisé un peu plus tard.

6.4 Energie du fondamental

6.4.1 Equation pour le fondamental

On se souvient que le hamiltonien effectif répliqué est

H = eZ" +imZ" +i$pZ¥ + go(Z°)* + 9,(Z2Y)” + 9.(Z7)" .

U) = 302, Cklk) est le développement de la fonction d’onde du fondamental sur la base des
états {|k)}. Le fondamental satisfait I’équation aux valeurs propres H|¥) = A(n)|¥). On attend
de A(n) qu’il se comporte comme An + O(n?) quand n tend vers 0. Réexprimée dans la base des
{|k)}, Péquation aux valeurs propres s’écrit

(e + 3+ gk + )2 = (ko = (b m)Cor) + 59 (Kot + (k + )G

k(= 1)(gy — )G + 3 (k(k + ) +

[a—y

n

)y + 92)k + ks + 15y — 92)Cks2 = M)

4

N

Cette équation est valable pour tout entier k& > 0.
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6.4.2 Etats propres a gauche et a droite du hamiltonien

Dans le cas n # 0, on est amené a considérer un hamiltonien non-hermitien. Par conséquent,
la formule de Feynman qui donne les amplitudes de probabilité d’une théorie quantique en termes
d’intégrales de chemin unidimensionnelles, doit étre écrite au moyen d’états propres & gauche
et a droite. Cela est notamment nécessaire parce que la résolution de I'identité, essentielle & la
construction de l'intégrale de chemin, est exprimée au moyen d’états gauches et droits.

Toutefois, il apparait qu’ici le hamiltonien et son conjugué hermitien sont reliés unitairement
par une simple rotation R = exp(ir Y. ,_, J%,) = exp(inZ?). Les vecteurs propres & gauche
vivent dans l’espace dual de ’espace de Fock utilisé jusqu’a présent. Il n’est pas strictement
nécessaire de les projeter dans 1’espace de Fock originel, mais, puisque c’est ici possible et que
c’est pratique, je ne m’en priverai pas. Et donc, grace a la transformation R, on affecte & chacun
de ces états a gauche (9|, leur pendant dans I’espace de Fock :

‘¢)l = R"‘/’)r .

6.4.3 Fonction d’onde du fondamental

Puisque 'on est conduit & calculer des amplitudes de probabilités, il nous faut normaliser la
fonction d’onde du fondamental. Lorsque n # 0, on a, utilisant notre produit scalaire :

1) = 5y S T

Dans la limite n tend vers zéro, on obtient ||¥||? = |(|?, de sorte que la condition de normalisa-
tion est simplement (p(n = 0) = 1. Il n’est pas si étonnant d’obtenir une telle condition, qui ne
porte que sur la premiére composante du fondamental. Elle tient & des propriétés mathématiques
dites de localisation trés générales, qui apparaissent notamment dans le contexte des systemes
désordonnés.

6.4.4 Equations hiérarchiques

Je vais maintenant développer la fonction d’onde du fondamental et son énergie en puissances
de n car nous sommes intéressés par la limite n tend vers 0. Il n’est toutefois pas difficile de se
rendre compte que c’est le germe complet des éléments propres du fondamental en n = 0 qui
fournit de l'information sur le systéme désordonné. (Une telle méthode a été utilisée dans [67]
sur le cas du modele d’Halperin). On pose les notations du développement jusqu’a l'ordre 1

{ A(n) = nA + O(n?)
Ce(n) = ¥p + nxp + O(n?) .

N

A Tordre 0, on obtient ’équation pour le fondamental physique (point n = 0)

(e+ (92 + W)km - %(d’k—l = P41) + i%(d’k—l = Prt1)
4300y — 92)k — Db+ 30y — 02 (k + D = 0. (6.7

Ce résultat est une généralisation d’une équation obtenue par J.M. Luck [84] puis par Balents
et Fisher [9]. On doit pouvoir interpréter les coefficients 1 en terme d’amplitudes de diffusions
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multiples sur des impuretés. Formellement, et dans le cas particulier du modéle en masse aléatoire
avec une masse moyenne nulle, les coefficients 19, peuvent étre interprétés comme un bloc de
Berezinskii Ry, & droite (voir [13, 125]). Les relations de récurrence que satisfont les blocs Ry, sont
en effet les mémes que celles satisfaites par les coefficients de notre fondamental (les coefficients
impairs 19,11 ne contribuent pas). De fagon similaire les coefficients du fondamental & gauche
peuvent étre vus comme les blocs de Berezinskii & gauche Rj. Ces blocs sont les sommes des
contributions imputées aux diffusions se produisant a gauche ou a droite du point ou la fonction
de Green (& un point) est calculée.

Revenons maintenant au systéme hiérarchique, I’ordre 1 fournit I’équation suivante pour xy :

m

¢
5(Xk—1 — Xk+1) + ’Lg(Xk—1 — Xk+1)

gz + 9
(e + (g + 2T By -

1 1
+Z(gy — o)k = Dxp—2 + = (9y — 92)(k + 1) Xp12| k

e
9m+9y

1 1 ,
+5 ¢ + (K + 5)vx + gkt + 7 (2k +1)(gy = go)Prr2 + 5 (m+ i) = My
Cette équation peut étre légitimement évaluée au point k£ = 0, ce qui donne le résultat trés
simple :
+gm+gy+m+z¢¢1+ gac'l/)Q

A= &
2 4 2 g 4

(6.8)

6.4.5 Formule pour la résolvante

D’apres la formule (6.3), pour calculer la résolvante en temps imaginaire, il suffit de calculer
la fonction de partition Z7(n) dans la limite ou L tend vers Uinfini et I'indice des répliques n
tend vers 0. Dans cette limite, on a

Zp(n) ~ (¥|rexp(~LH)|¥), ~ exp(~2LAn + O(n?)),

de sorte qu’avec 1’équation (6.4)

G(e) = —215 (6.9)

Remarquons que le facteur 2 est di & la convention adoptée pour le hamiltonien qui se tra-
duit immédiatement sur A. Une exploitation plus systématique du développement de A(n) sera
ébauchée dans I'appendice B.

6.4.6 Formule sommatoire

J’ai précédemment mis & jour une facon efficace d’obtenir la résolvante. Bien que ce soit
moins élégant, il est aussi possible d’obtenir par la méthode des répliques la résolvante sous la
forme d’une formule sommatoire, telle qu’obtenue dans [9]. Incidemment le rapprochement des
deux expressions conduit & des régles de somme sur les fonctions de Bessel qui sont originales
(c’est du moins ce que je suppose, ne les trouvant pas dans les tables). Tout d’abord, la fonction
de corrélation est répliquée n fois sans que sa valeur s’en trouve modifiée :

(o) = Lien,, S DEDE i Yo & ()8 () exp ([ odw s Gila) ] — ih + (e + )l (x)
g [ DEDEexp (= [Zodw 3T4_, & (@) (x| — ih + (ie + n)|z)éx(z))

).
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Dans la limite n tend vers 0, le dénominateur de la fonction de partition tend vers 1. Aussi
devient-il possible de prendre la moyenne

G(o) = { lim{tr [ DEDE S~ ek @6 ()
k=1

]

exp | = [ do 3 i)l = i+ lie+ laln(o) ).
o k=1

Apres avoir régularisé cette intégrale de chemin par une transformation particule-trou comme
je lai fait auparavant, et traduit I'intégrale de chemin dans le probléme quantique équivalent,
on obtient pour la résolvante moyenne :

| 0
G(e) = —2i 7]&&) E<\II|lZ |T), . (6.10)
On rend explicite cette amplitude en ayant recours au produit scalaire
. 1 n T'(k +n)
=—2i lim =Y (-1)*k+ = 2 WU
Gle) = —2i lim 2 2 Uk D v m iy )

Finalement, on prend la limite n — 0 pour obtenir :

G(e) = 2 3 (~1)F [yl (6.11)
k=0

6.5 Densités d’états

Je passe maintenant en revue plusieurs modeles de désordre et calcule dans chacun des cas
la résolvante du probléme.

6.5.1 Modéle en masse aléatoire

Le modele en masse aléatoire, qui correspond au hamiltonien h = —io,0, + Moy est le
cas le plus étudié et le mieux connu. M est le champ de masse aléatoire et suit la distribution

gaussienne
(e e]

P(M) = exp(—%/ dz (M — m)?).

—0oQ
Une fois la moyenne effectuée, on obtient pour ce probléme le hamiltonien effectif
H = eZ* +imZ° + g(Z°)*.

Pour k£ > 1 I'équation du fondamental associé est

m 1 1
(e+ gk)¢k = 5 k-1 = W+1) = 790k = Dhp—2 = 79(k + 1)9hp12 =0 (6.12)
tandis que la formule donnant I’énergie du fondamental (6.8) est réduite a
_f 9, ,mh 9
)\_2+4+ 219y 4y
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Une telle équation aux différences (6.12) peut étre résolue exactement. Dans la littérature,
pour résoudre les équations de récurrence quasi-linéaires, on utilise, lorsque c’est possible, la
technique de la fonction génératrice. Aprés quelques errements, il m’est apparu que la méthode
de Laplace, bien qu’équivalente, est de loin plus rapide. Elle permet en effet d’extraire une
solution particuliere de I’équation en choisissant un contour dans le plan complexe, approprié au
type de solution recherchée. C’est d’autant plus utile qu’on s’attend & n’obtenir qu’une unique
solution physique au sein d’un espace vectoriel de solutions de dimension finie.

D’abord, on construit une représentation intégrale de 1, dans le plan complexe, qui porte
sur un contour C que 'on ne choisira que par la suite :

D = /C dw K (k, w) i (w) . (6.13)

Pour notre probléme, on choisit le noyau de Mellin K (k,w) = w—*~1. Alors, si 'on suppose que
les termes de bord ne contribuent pas dans la transformation, on peut montrer que ’on obtient
les regles de correspondance suivantes

B — 0t et — 0 g wy

L’équation de la fonction d’onde du fondamental se réécrit

ml o9 L Iwlo—w?r- L _
€+ 2( w) — =(w wQ)] ¢w+4w [2 w wQ] Owthw = 0

qui est une équation différentielle du premier ordre, donc soluble. Un contour acceptable, pour

lequel la série
[e 0]
(D) |
k=0

(dont dépend G(e)) converge, est Uintervalle | — 1,1[. On en tire 1, que 'on insére dans la
représentation intégrale (6.13) pour obtenir finalement

" /ld wh 1+w)s e w?
= —— | —— ) exp|- .
k _1w1—'w2 1—w P gw?—1

Cette intégrale a déja été obtenue dans [84]. Dans ce papier, J.M. Luck traite le probléeme de
la chaine de spins XX, avec désordre dans les couplages (notre masse aléatoire) et baignée par
un champ magnétique transverse, qui joue le role de la valeur moyenne m du champ de masse
aléatoire. Sa démonstration utilise I’exposant caractéristique Q(e) du probléeme de localisation,
qui peut étre formellement identifié & 2A(i€). Ce modele est connu pour étre équivalent au modéle
des fermions de Dirac en masse aléatoire avec masse moyenne (nulle ou non).

Ce dernier 1, n’est pas normalisé. Je rappelle que ||¥||? = |1y|? = 1 si bien que prendre
g /1o pour une composante de la fonction d’onde normalise le fondamental. Effectuant le chan-
gement de variable w = tanh(6/2) et quelques intégrations par parties, on obtient finalement
pour A ’expression suivante

m e Kipm(5)
A=—— )

m (
23 Km(§
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ou K désigne la fonction de Bessel modifiée du second type. Au final, la résolvante peut étre
mise sous la forme : e
B [ Kn (g
€

)
e Km(_)] (6.14)

a laide de la relation KH—%(é) =2Km § ( ) — Kn (6) Ce résultat est précisément celui obtenu

u:

G(e) =i—

dans [19] pour k2. Le prime désigne une derlvatlon par rapport & 'argument de la fonction de
Bessel.

A partir de cette formule en énergie imaginaire, on peut déduire la densité d’états intégrée
ainsi que l'inverse de la longueur typique de localisation. Il suffit pour cela d’appliquer la formule
de Thouless qui prend ici la forme :

2X(i€) = 17 (e) +inN(e),

aprés avoir prolongé analytiquement la variable de 1’énergie?. Les expressions finales pour la
densité d’états et 'inverse de la longueur de localisation [36] sont représentées graphiquement
sur la figure 6.1. Ce sont des cas particuliers d’expressions données plus loin dans le cadre du
modeéle en champ de masse aléatoire et champ magnétique constant (voir table 6.2). Dans le
cas particulier m = 0, les comportements de la longueur de localisation typique et de la densité
d’états prés de € = 0, comprennent des corrections logarithmiques (singularité de Dyson) :

(9~-sm(s) et pO~——

o\ 2¢ (1n (%))

3.0

0.50

0.40

A

0.30

05 -

0.0 - : : 0.20
-4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 -4.0

F1G. 6.1 — Densité d’états et inverse de la longueur de localisation pour le modele en masse
aléatoire g, = 1. et m = 0.

2La formule de Thouless est précisément, pour 7 positif :

od )
Lh—l;r;o 2L / dez —e+ m| 2) = " de (7)) = imp(e)
ou encore en énergie réelle G(€) = —-£ (17" (e) + imN(e)), formule qui mene & Pidentification de A(e).
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6.5.2 Modele en potentiel électrique aléatoire
Particule de Dirac sans masse

Le modéle en potentiel électrique aléatoire d’une particule sans masse correspond au hamil-
tonien

h=—i0,0,+V.

Le potentiel électrique V suit une distribution gaussiennne

P(V) = exp (—% / O;da: V2> :

Ce modele est trivialement soluble parce que les états propres peuvent étre calculés pour toute
énergie €

Pe(z) = exp (iaz /0 w[e — V(u)] du>

et pour tout désordre gelé V.

Particule massive

Dans le cas moins trivial de la particule massive, le hamiltonien est
h = —i0,0, + moy +V

ou m est la masse fixe de la particule et V, le potentiel électrique suit la distribution gaussienne
P(V) = exp(—% [ dzV?). Le hamiltonien effectif est H = €Z? + imZ® + g(Z*)?. On en tire
I’équation pour le fondamental valable pour k > 1

(e + gk)vr + %(WH — k1) =0, (6.15)

tandis que la formule donnant ’énergie est réduite &

€ mi
/\_§+5%' (6.16)
On peut dés a présent remarquer qu’il s’agit d’une relation de récurrence vérifiée par les fonctions
de Bessel modifiées. Plutot que de chercher & deviner quelle est 1a bonne combinaison de fonctions
de Bessel, il est préférable d’utiliser & nouveau la méthode de Laplace, car les conditions aux
limites doivent étre prises en compte soigneusement. Le noyau de Mellin K (k,w) = w1 est
encore approprié. L’équation du fondamental est alors

[e—{—m (l—w)] Y + gWO Py = 0 .
2 \w

Un contour acceptable est 'un de ceux utilisés pour les représentations intégrales de certaines

fonctions de Bessel. Le contour retenu part de —oo sous l'axe réel, encercle ’origine 0, puis

revient vers —oo mais au dessus de ’axe réel. On en tire v,, que ’on insére dans la représentation

intégrale, pour obtenir la valeur non-normalisée de 1 :

o+

—k—E_ 1
Py = dww ¥ exp (ﬁ(w—}——)) .
2g w

—00
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| e | e<m | m<e |
p(e) 0 1 -
I(e) 11 = o0
“mZ

TAB. 6.1 — Densité d’états et longueur de localisation pour une particule de Dirac libre et
massive.

L’expression exacte pour A est alors donnée par

<3

+ (6.17)

mIH-;( )
2 T (2
g9

~—

ou I est la fonction de Bessel modifiée du premier type.

Puis, grace a Il+%(§) = _%]%(g) + I'ﬂ(g),
g9

g [T
G(e) = —imo [I;(%)] .

On déduit de (6.17) une expression exacte pour la densité d’états
3 €
g smh7r§
N(e) = S —v5
w2 [Lie ()2

obtenue avec la formule de Thouless et un usage intensif des relations liant les fonctions de
Bessel. Ce résultat avait été obtenu dans un autre contexte dans [52] grace a des techniques de
S-matrice.

Dans le cas sans désordre, on sait que la bande d’énergie | — m, m[ est une région interdite.
La densité d’états et la longueur de localisation sont bien connues et données dans la table 6.1.
En présence de désordre, la particule pénétre statistiquement dans la région interdite. Dans la
limite du faible désordre il persiste une densité d’états résiduelle au milieu de la bande (e ~ 0)
que l’'on peut évaluer :

p(0) g0 e7F
g

Les graphes de la densité d’états et de l'inverse de la longueur de localisation sont représentés
sur la figure 6.2.

6.5.3 Modele a désordre multiple

Que se passe-t-il lorsqu’on combine plusieurs types de désordre ? Sera-t-on en mesure d’ob-
server un état délocalisé? Je vais montrer qu’'une telle combinaison détruit la singularité en
e = 0. Pire, quel que soit la matrice de covariance (pourvu qu’elle reste bien définie positive),
il n’y a pas d’autre transition que celle connue dans le cas de la masse aléatoire (ou du champ
magnétique aléatoire). Pour faire simple, on va choisir pour les champs aléatoires en jeu des va-
leurs moyennes nulles. Toutefois, les calculs pourraient étre généralisés & toutes valeurs moyennes
non-nulles. Un tel modele correspond au hamiltonien

h = —io,0; + ®0, + Moy, +V
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3.0 1.0

20
0.6

0.4
10

0.2

0.0 : : : 0.0
-4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 -4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0

F1G. 6.2 — Densité d’états et inverse de la longueur de localisation pour le modeéle en potentiel
électrique aléatoire g, = 0.05 et m = 1.

ou M est la masse aléatoire de la particule, @ est le champ magnétique et V' le potentiel électrique.
Le hamiltonien effectif est H = €Z* + g,(Z%)* + g,(Z¥)? + g.(Z?)%. 11 lui correspond une
équation du fondamental, valable pour k£ > 1

gz + gy

(e + (g + 5

)+ (g — 9)(k — D + gy — 9)(k + Dt =0,

alors que son énergie est
Ao £ 92t +gy—gz@'
2 4 2
Seules les composantes paires contribuent. On peut en effet montrer que les éléments impairs de
la suite {1y} constituent une sous-suite divergente que I'on doit rejeter.
En conséquence, on redéfinit 1o, — 1y, et on pose § = g, — g, et 0 = 2g, + gy + g, de sorte

que les formules précédentes deviennent

_ €, Ytgy Gy~ Gz
A= 2 + 1 + SRR
) 1 0 1
(€ + o.k)r + 5(’“ - 5)1/%—1 + §(k + §)¢k+1 =0.

Puis on introduit les racines a4 de w? + 25w+ 1 =0 et la constante f3 :

2 2
a:l::_g:t 0__1a /3:

) 92 oy —a)

[’émergence d’une singularité, et par conséquent d’une longueur de localisation typique infinie,
est équivalente a la confluence des racines a.. Pour qu’une singularité apparaisse, on en déduit
qu'il faut o2 — 62 = 0, ce qui est équivalent &

gz+gy:0 ou g:+9,=0.

Puisque ces constantes sont toutes positives ou nulles, on en conclut que la diffusion en avant
(9. > 0) interdit toute singularité. De plus, pour satisfaire le critere, 'un des deux types de

M. BOCQUET



tel-00001560, version 1 - 14 Aug 2002

120 Fermions de Dirac en dimension 1

désordre restants doit aussi disparaitre, c’est-a-dire g, = 0 ou gy, = 0. En particulier, I'introduc-
tion d’impuretés de natures différentes détruit la transition observée en masse aléatoire.

On suppose maintenant [§| = \%| > 1. Les racines sont alors distinctes et réelles.
Par commodité, on choisit § < 0 si bien que les racines a4 sont positives. On utilise ensuite les

outils développés précédemment et on obtient pour 1y :

1
Ve = d’ww_k_%.(w—04_1_)7%7’86(111—a_)*%+ﬂ€
AY [, 00
cos(mfe) [ (0= o) 3P (a—a ) B¢
= D —————— a )
m at ak+l
On en déduit A, qui donne & son tour
_3 _1_ _1

gy — g0 0 2 oo d (0~ ) b (0 —a ) b

Gle)=1i|1+

2 Oe fo?i do.o2 (o — ay) "2 Pe(a — a_)Tathe

Dans les notations de départ, les racines valent

2 2 2 1
ai:_mi\/(m) 1 e p= . (6.18)
9y — Yo 9y — Yo 21/(9. + 9:)(9- + gy)

L’inverse de la longueur de localisation typique associée & cette résolvante en énergie imaginaire
est finie. Sous I'influence d’un ou plusieurs autres types de désordre le point critique du modele
en masse aléatoire devient massif. La densité d’états et l'inverse de la longueur de localisation
sont représentés dans un cas particulier (mais générique) sur la figure 6.3.

1.40 T T T 0.55

1.30
0.50 ~
1.20

Q 1.10 + 3 0.45

1.00

0.40
0.90 -

0.80 - : : 0.35 - . :
-4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 -4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0

F1G. 6.3 — Densité d’états et inverse de la longueur de localisation pour le modele a désordre
multiple g; = 1. et g, = 0.05

6.5.4 Particule en champ aléatoire et en champ magnétique constant

Ce modeéle est aussi équivalent a celui d’une particule de Dirac dotée d’une masse fixe et
finie, en champ magnétique aléatoire. Il est décrit par le hamiltonien h = —i0,0; + ¢o, + Moy.
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‘ 62 H 62 < ¢2 ‘ ¢2 < 62 ‘
2 1
N(e) 0 N
F AN
K ( ¢2*€2)
_ m g 2_ 42 2_¢2
I=1(e) —% ‘/¢2_e2,K9 EEy _€ 2€¢ %ln [M%;( Eg )]
A

TAB. 6.2 — Densité d’états intégrée et inverse de la longueur de localisation typique pour une
particule de Dirac en masse aléatoire et en champ magnétique homogene. M7 (z) = J2(z)+N;(z),
et J, et N, sont respectivement les fonctions de Bessel du premier et second type.

¢ est le champ magnétique homogene et M est le champ de masse aléatoire qui suit la mesure
P(M) = exp(—% [ dz (M —m)?). ¢ peut aussi étre interprété comme un champ magnétique
alterné homogene pointant dans la troisieme direction et perturbant la chaine de spins aléatoire.
Une fois la moyenne effectuée, le hamiltonien effectif est obtenu :

H = eZ" + (¢ +im)Z® + g(Z%)%.

Les difficultés du calcul sont mineures comparées au cas de la masse aléatoire & la condition
d’utiliser ’application non-unitaire décrite en section 6.7. Je me contente donc de donner le
résultat :

Prolongeant analytiquement e, on obtient I’expression de la densité d’états et de I'inverse de la
longueur de localisation que I'on trouve dans la table 6.2. Elles sont aussi représentées graphi-
quement sur la figure 6.4.

Dans cette section, nous avons établi des formules de résolvantes en énergie imaginaire qui
fournissent la densité d’états exacte comme la longueur de localisation typique exacte des modeéles
étudiés. Tant que le désordre est un bruit blanc gaussien, ces quantités peuvent étre calculées
exactement. Cela provient de la linéarité en k de 1'équation (6.7). En effet le recours & la méthode
de Laplace fournit une équation différentielle du premier ordre. C’est pourquoi dans ce cas une
expression exacte peut toujours étre obtenue.

6.6 Analyse supersymétrique

Dans [9], les auteurs ont utilisé I’astuce supersymétrique pour décrire le modeéle en masse
aléatoire dans le voisinage de ¢ = m = 0. Il ont obtenus I’équation (6.12) aprés qu’ils ont identifié
le secteur du fondamental en pré-diagonalisant le hamiltonien effectif. Cette diagonalisation n’est
pas vraiment nécessaire. Le secteur du fondamental peut étre engendré algébriquement comme
une représentation dégénérée de su(1,1) dite super-étoilée 3. De maniere similaire au cas des
répliques, je vais identifier U(1, 1) au groupe dynamique du hamiltonien effectif, de préférence &
U(1,1]2). Dans la suite je vais procéder dans 'ordre adopté pour la dérivation par les répliques.

3Je ne suis pas siir que la terminologie super-étoilée existe dans la littérature mathématique francaise.
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F1G. 6.4 — Densité d’états et inverse de la longueur de localisation pour le modele en masse
aléatoire et en champ magnétique g, = 1., m = 0.5 et ¢ = 1. Les artefacts numériques pres
des points critiques sont dus au fait que, pres de la transition, tous les événements de diffusion
contribuent significativement, alors que seuls les événements comptant moins de 50 diffusions
sont pris en compte dans le tracé des graphes.

J’insisterai sur les propriétés algébriques qui permettent d’aboutir & une dérivation efficace dans
le cadre supersymétrique.

La représentation de la résolvante par une intégrale de chemin est obtenue comme dans [9].
Je rappelle ici ’expression pour la résolvante moyenne :

Gle—in) = {troun [ DEDEDYDTT(w)ala) expli [ dog’ (@)lalh +ilie + m)n)e(o)

—00

o
+i [ da @) alh +ilie + mie)(a)
—0oQ

Pour mémoire, 1 et 1 sont des champs spinoriels fermioniques alors que & et £* sont des champs
spinoriels bosoniques.

De la méme fagon que nous avons procédé dans le cas des répliques, nous prolongeons ie + 7
& € qui devient strictement positif. Une fois tous les calculs terminés, nous prolongerons analy-
tiquement € en le rétablissant sur I’axe imaginaire. L’intégrale de chemin est mal définie dans le
secteur des bosons. Comme dans le cas des répliques nous allons nous en assurer et y remédier
en suivant la procédure de Feynman : écrire le hamiltonien classique associé a 'intégrale de
chemin, puis le quantifier. Les moments conjugués des champs spinoriels ¢ et 1 sont

oL —
II :—:’ld]a et W:—.:’if*a.
( 5 z 1 5é z

De nouveau, les points signalent une dérivation par rapport & x. Précisons que la dérivée fer-
mionique est une dérivée a droite. On tire alors de I’intégrale de chemin des états cohérents, le
hamiltonien classique

H,= H¢.8w1/1 — ﬁ(H¢,1/J,$) + Hg.awg — E(Hg,{,x)

avant que la moyenne ne soit prise.
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Afin de quantifier le hamiltonien, j’impose les relations de commutations canoniques

{9, 1y} =i et (€1 = .

Apparait alors dans le hamiltonien quantique un terme e.Il¢o,£ qui le rend non-borné inférieu-
rement, parce qu'un signe moins se trouve devant le produit des composantes | des opérateurs.
Pour procéder a la quantification sans dommage de ce hamiltonien, nous pouvons effectuer toute
transformation canonique sur les opérateurs. On sait que pour les fermions, il suffit de remplir
la mer de Dirac en effectuant la transformation particule-trou :

My = (f,9) W =ilny]) .

Comme nous l'avions déja remarqué, cette procédure ne convient pas aux bosons qui ont ten-
dance & condenser. On recourt donc aux transformations

M= (6, -€) et E=i(6n€]),

que l'on avait déja justifiées dans le cadre des répliques. Le moment conjugué II¢ n’est pas
I’hermitien conjugué de £. Remarquons que cet accident ne se produit pas pour les opérateurs
fermioniques. Enfin, la symétrie dynamique du hamiltonien n’est plus U(2|2) mais U(1, 1|2).

Afin de réduire la symétrie dynamique du hamiltonien, on définit les opérateurs de spin
suivants :

J? = %(é}*&f —&&) + %(ﬁi/ff —Pry),
TV = SEHEF + &6 + 5 WT9T +9190),
T = 366 +E1E) + 30T+ ).
Le hamiltonien ne dépend que de ces opérateurs. On en déduit les opérateurs d’échelle associés :
Jt=JY—-iJ” J =JV+iJ" J=J*
qui obéissent aux relations de commutation de su(1,1) :
Tt,J71=-27° 7%, 7 1 =0" 7%, T 1=-J".

Cette derniére assertion n’est pas suffisante. Notamment, elle ne permet pas une construction
aisée des secteurs du hamiltonien en tant qu’espace de représentation. Cela tient & (J1)F #
J ™. En effet, les relations de commutation ne stipulent pas la forme réelle de I'algebre sl(2,C)
qu’adopte la physique du probléme. Cette non-identité provient de ce que les parties bosoniques
et fermioniques de J* sont régies par deux formes réelles distinctes de sl(2,C) (respectivement
su(1,1) et su(2)).

Je vais maintenant montrer comment transmuter une représentation fermionique de su(2)
en une représentation de su(l,1). Une telle transformation est concevable dans la mesure ou
Iespace de Fock est gradué. En effet deux types de représentations étoilées y sont autorisés.
Je fais appel & la moins commune : la représentation super -étoilée. Elle est caractérisée en
particulier par les propriétés de I’adjonction [116] sur les opérateurs de I’algebre de Lie :

(PHT = (-1)*="P,
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ou deg P prend les valeurs 0 ou 1 selon que P est pair ou impair.

Parvenir & satisfaire une telle identité n’est possible qu’en changeant de produit scalaire
dans notre espace de Fock. Auparavant, il était implicitement défini par les opérateurs de
création/annihilation et par la fagon dont ces derniers agissaient sur le vide. Supposons qu’au lieu

d’adopter les définitions usuelles de la conjugaison des opérateurs fermioniques, nous préférions

Wt =9t @i =y et @)=y @H =y

qui sont des hypothéses cohérentes & la condition de redéfinir le produit scalaire dans le secteur
fermionique de I'espace de Fock. On vérifie la compatibilité de ce nouveau produit scalaire avec
I’adjonction super-étoilée grace a

(Plaly) = (-1)8 P82 (5| Py)

valable pour tout opérateur homogeéne P et tous vecteurs homogeénes z et y. Cependant, ce
produit scalaire n’est plus défini positif (c’est pourquoi, en principe, on ne devrait plus appeler
produit scalaire). Par exemple si |(2) est le vide fermionique de norme unité, alors |[s;"|Q)]|* = 1
et ||¢Ir" ¢j’|Q)||2 = —1. Plus généralement un état avec 4n ou 4n + 1 fermions a pour norme 1,
alors qu’un état avec 4n + 2 ou 4n + 3 fermions a pour norme —1.

Une conséquence de ce changement est que 1’on a maintenant (J+)" = 7! Une deuxiéme
conséquence liée a la précédente est que le hamiltonien en temps réel et lorsque n = 0 (limite
physique) est un vrai opérateur hermitien, si tant est qu’on accepte le produit scalaire dégénéré.
En conséquence les opérateurs de spin J obéissent maintenant pleinement aux contraintes d’une
algebre su(1,1). De la sorte, I’algébre dynamique peut étre réduite de u(1,1|2) a u(1,1). Clest
évidemment 1’analogue de la simplification survenue dans ’analyse des répliques.

En pratique, une fois identifiée la représentation super-étoilée de 1’algebre dynamique du
hamiltonien, on peut facilement engendrer ses principaux secteurs. Par exemple le secteur du
fondamental est engendré par les états |k) = (‘7,; i |2), ol maintenant |Q2) est le vide bosonique
et fermionique. Dans le cadre de notre formalisme on peut maintenant les écrire au moyen des
opérateurs d’échelle :

= 0 = L (e + merer et o)
A k! 5 5 7
qui sont précisément les états obtenus dans [9]. Ils sont de norme nulle & I’exception de |0).
Les états propres & gauche peuvent étre projetés de 1’espace dual dans ’espace usuel au
moyen de la transformation unitaire R = exp(inJ?) 4, qui est un opérateur supersymétrique.

L’action du hamiltonien général

H=eJ* +imJT® +idpTY + g(T®)? + g, (TY)? + 9.(T*)?

sur le développement du fondamental |¥) = $S°%°  ¢4|k) produit Péquation & Pordre 0 (6.7). A
la différence des répliques, la méthode supersymétrique ne meéne qu’a la formule sommatoire
(6.11) pour la résolvante. En effet, utilisant le formalisme de Feynman, on se contente d’écrire
la résolvante comme

G(e) = —2i(V|;8°| W), .

oi1 SO est la partie fermionique du générateur J°. C’est I’analogue de (6.10) et conduit & la
formule (6.11).

4qui ne doit pas étre confondue avec l'opérateur utilisé dans [9].
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6.7 Symétries des désordres

Dans cette section, on discute des symétries qui peuvent exister entre des hamiltoniens
associés a différents types de désordre. Une telle question est d’un intérét tout particulier pour
les modeles de fermions de Dirac aléatoires en dimension 2. Dans [87], les auteurs affirment que
le flot du groupe de renormalisation du modeéle en masse aléatoire est le flot inverse du modele
en potentiel scalaire aléatoire (les fonctions 8 sont identiques & un signe pres global et bien sir
crucial quant & la pertinence du flot). Dans notre cas unidimensionnel, non seulement il existe au
moins une application non-triviale entre le hamiltonien désordonné en masse et le hamiltonien
désordonné en potentiel électrique, mais elle peut, de plus, étre explicitée. En outre, il existe une
symétrie plus évidente entre les problémes du désordre de masse et celui du désordre de champ
magnétique, qui mérite d’étre mentionnée.

Le groupe géométrique dont le double recouvrement est le groupe SU(1,1) est le groupe de
Lorentz SO(2,1). C’est pourquoi on peut imaginer ’espace tridimensionnel des constantes de
couplages des trois types de désordre de la maniére suivante : 'axe du temps Oz mesure la force
du potentiel électrique tandis que les axes Ox et Oy rendent compte des intensités du champ
de masse et du champ magnétique. Les variétés invariantes sous SO(2,1) sont les hyperboloides
d’axe Oz. J%, JY et J* sont les générateurs de 1'algébre de Lie. Plus précisément J? engendre
la rotation euclidienne autour de ’'axe Oz de 1’hyperboloide, alors que J* et JY engendrent les
boosts d’axes Ox et Oy.

On peut écrire 'action d’un quart de tour autour de ’axe du temps sur les opérateurs de
spin

¢ 5T Jeit T _ gy i3TF quisTt _ _ e,
Cette opérateur de rotation établit une symétrie unitaire entre la physique en champ magnétique
aléatoire et en champ de masse aléatoire.

Plus intéressante est la remarque qu’aucune transformation unitaire ne peut transformer un
désordre de masse en désordre scalaire. En effet aucun boost unitaire n’est capable de transformer
un axe d’espace en l’axe du temps. Considérons alors 'opérateur non-unitaire, bien que non
singulier, R = exp(5JY), qui est un boost d’axe Oy et d’angle imaginaire i%. Nous allons
montrer que cet opérateur réalise la transformation recherchée. En particulier son action sur les
opérateurs de spin est

37 Jre 3T = i g* ez?' Jre 27" =i g%
Commencons par raisonner sur le hamiltonien effectif H = ¢J% + imJ? + g(J*)? du modele en
masse aléatoire. Nous faisons alors agir R sur H :
RHR™' =ieJ* —mJ? — g(JT?)?.
En effectuant les substitutions
€e— —m, m—e et g— —g (6.19)

on transforme le probleme du potentiel électrique aléatoire de la section 6.5 en le modeéle décrit
par le hamiltonien RHR ™.

Cependant la transformation étant non-unitaire, elle est non-triviale. Comme nous avons
perdu 'unitarité, il ne nous est pas possible d’utiliser les propriétés des hamiltoniens qui dépen-
dent du produit scalaire. C’est pourquoi, on ne considére plus désormais notre espace de Fock
comme un espace de Hilbert mais comme un banal espace vectoriel.
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On remarque toutefois que les noyaux des opérateurs sont des objets covariants, c’est-a-dire
Ker(RHR™') = R(Ker(H)),

car R n’est pas singulier. En oubliant le produit scalaire, j’ai élargi le noyau de H d’un sous-espace
unidimensionnel a un sous-espace bidimensionnel, parce que toute condition de normalisation a
disparu. Commencons par décrire Ker(e7* +imJ* + g(J?)?). Nous savons déjd que la fonction
d’onde Ik+§(%) appartient au noyau. Une seconde solution indépendante est (—1)’“Kk+§(%).
Pour s’en convaincre, il suffit d’effectuer le changement de variable dans la relation de récurrence
(6.15) de vy, & (—1)¥4py, et d’observer qu'il conduit & la méme relation de récurrence des fonctions
de Bessel modifiées du second type. On en conclut

Ker(RHR 1) = Vee { v (-5), (-1} Ky (- )}

- Vec{( 1) Ipym (2) (—1)* [eiw(k+?)Kk+%(§) —’i7rIk+%(§):|}
=Vee {1/ 1 n () Kz ()}

I1 nous reste & déterminer I'image (physique) de notre fondamental originel dans cet espace bi-
dimensionnel. Il nous faut choisir la bonne combinaison des deux vecteurs de base du noyau, celle
qui constitue la fonction d’onde du fondamental du premier des deux hamiltoniens. Cette com-
binaison ne dépend pas des valeurs des paramétres du hamiltonien parce que R agit linéairement
sur les états.

Pour ce faire, on recourt & la méthode alternative des répliques et on interpréte n comme
un paramétre de déformation. Alors ’énergie du fondamental du hamiltonien répliqué A(n) =
An + O(n?) est caractérisée par "

€Y1

+ 290
Dans la version supersymétrique du probleme, la régle de sélection du fondamental est la conver-
gence des séries qui définissent les fonctions de corrélation. Cela s’applique en particulier a la
résolvante. Dans le cas des répliques, ’analogue de cette régle de sélection est le signe de A qui
décide de la finitude de la théorie quantique. Dans la mesure ou nous avons renoncé au produit
scalaire, il est maladroit d’évaluer les séries définissant la résolvante du probléme originel, alors
qu’il est beaucoup plus simple de vérifier le signe de A pour toutes les valeurs raisonnables des
parametres €, m, et g.

Appliquons maintenant notre regle de sélection. Essentiellement parce qu’apparait un signe
moins dans la formule (6.20) en comparaison de la formule originelle (6.16), la seule combinaison
acceptable dans Ker(RHR™!) est la fonction d’onde 9 = K ke m (£). Et en effet, on a dans ce
cas

A= (6.20)

! €
K6
o -
2Kn(5)
Or les fonctions de Bessel modifiées du second type sont strictement décroissantes, donc A > 0.

Finalement, on conclut
K (9)
Gl = -2y =2 [ (i)]

Oe Oe
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et on retrouve le résultat (6.14).

Cette maniére d’obtenir (6.14) épargne en pratique bien des calculs. En particulier, nous
avons transformé une relation de récurrence d’ordre 5 en une autre relation de récurrence d’ordre
3, plus facile a résoudre.

6.8 Conclusion

Nous avons calculé la densité d’états et la longueur de localisation typique pour plusieurs
configurations de désordre. En particulier, nous avons montré que, quel que soit le désordre gaus-
sien, méme dans un cas de désordre hétérogene, il n’y a pas de nouvelle singularité émergeant
autre que celle déja connue du désordre en masse aléatoire. Ce faisant, nous avons utilisé des
méthodes algébriques pour décrire les différents secteur du hamiltonien. Pour le calcul des quan-
tités précédemment citées, il est plus direct d’utiliser la méthode des répliques, en interprétant
I’indice des répliques n comme un parameétre de déformation. L’algebre dynamique du hamilto-
nien effectif est u(1, 1) et permet d’engendrer aisément le secteur du fondamental dont on peut
extraire les propriétés thermodynamiques de ces modéles.

L’espace vectoriel du secteur du fondamental est identifié & une représentation supplémentaire
de I’algeébre dynamique, indexée par n. Une preuve analogue & été donnée dans le cadre du for-
malisme supersymétrique.

J’ai également souligné ’existence de symétries entre les hamiltoniens décrivant différents
modeéles désordonnés. En particulier, j’ai établi un lien entre un désordre de masse et un désordre
scalaire & ’aide d’une transformation non-unitaire.

Ces calculs ne peuvent étre que partiellement généralisés au calcul de la fonction de Green a
deux points. Les simplifications algébriques apparues dans les alternatives répliques/supersymé-
trie sont toujours opérationnelles, de méme que la méthode de Laplace. Toutefois les équations
différentielles qui en résultent sont invariablement des équations différentielles du second ordre
qui proviennent de la confluence de six singularités élémentaires. Malheureusement, cela exclut
tout calcul exact. En outre des approximations controlées ne sont simples que lorsqu’il existe
un point critique (qui implique quelques simplifications notables, comme le passage a la limite
continue pour l'équation aux différences), ce qui est le cas déja connu du modeéle en masse
aléatoire.
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Chapitre 7

Fermions de Dirac aléatoires en
dimension 2 :

Supraconducteur désordonné dans la
classe D

7.1 Introduction

Le modele d’Ising est certainement I’exemple le mieux connu des modeles bidimension-
nels non-triviaux ol apparaissent des fermions de Dirac. Il possede une transition de phase
magnétique & température finie. La physique de ce point critique est équivalente & une théorie
relativiste d’un fermion de Majorana. Elever la fonction de partition au carré est une astuce qui
permet de se ramener & deux fermions de Majorana qui composent alors un unique fermion de
Dirac. C’est pourquoi on pourra tout aussi bien dans ce chapitre faire référence a des fermions
de Dirac.

L’influence du désordre sur ce systéme est un sujet trés étudié. Nous nous intéressons au cas
ou les couplages des liens entre spins prennent des valeurs fluctuantes. On montre qu’alors le
fermion de Majorana acquiert une masse aléatoire. Une étude du groupe de renormalisation par
les répliques a été menée par les freres Dotsenko [40] sur ce systéme désordonné. Ils ont montré
que le terme de masse est marginalement non-pertinent et qu’il conduit par conséquent a des
corrections logarithmiques en comparaison du modele d’Ising pur. En particulier, la chaleur
spécifique reste singuliére, mais sous une forme affaiblie (dépendance en Inln plutét que In en
la température 7 — 7, relative & la température critique). Cette conclusion a été confirmée puis
étendue aux moments des corrélations spin-spin par Shankar dans [122] et Ludwig dans [85, 86].

En dépit de ces travaux, Ziegler a prétendu que les corrections logarithmiques thermodyna-
miques du modeéle d’Ising sont en réalité lissées par le désordre. En particulier il estime que la
densité d’états d’un fermion a énergie nulle est finie et considére que c’est une conséquence de
corrections non-perturbatives. Pour appuyer ses affirmations, il se référe & un modéle de fermions
de Dirac sur réseau dont on peut montrer que la densité d’états est positive. Il est montré dans
notre publication que son modeéle n’est pas une discrétisation appropriée d’un fermion de Dirac
en masse aléatoire mais d’un hamiltonien appartenant & une classe de symétrie radicalement
différente qui posséde l'invariance par renversement du temps (la classe de Wigner-Dyson Al
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pour la nommer).

Le calcul de théorie des champs de Ziegler imite le traitement standard des métaux désordon-
nés, qui est fondé sur une transformation de Hubbard-Stratonovich, suivie par une approximation
du point-col. Dans un premier papier [142], il soutient que toutes les fluctuations autour du point
col sont massives alors que dans un papier plus récent [143] il affirme que la supersymétrie est
spontanément brisée, de sorte qu’apparait un mode fermionique sans masse, tandis que le mode
bosonique demeure massif. Un premier objectif de ce travail est donc de tenter de clarifier tout
cela.

Quoiqu’il en soit, ’idée de Ziegler d’utiliser les méthodes non-perturbatives développées pour
la théorie des systémes désordonnés est séduisante. Ces méthodes ont été élaborées non pas en se
fondant sur le champ de 1’électron mais sur le champ composite de Hubbard-Stratonovich @ ~
7). La théorie effective de ces métaux, formulée en termes de ce champ Q, permet de calculer les
corrections au régime métallique provenant des interférences quantiques, et plus généralement
la physique non-perturbative de la localisation en basse dimension. L’idée de Ziegler est donc
(de tenter) de passer d’un champ de Majorana 1 & un champ composite @ ~ ).

Malheureusement, dans les travaux de Ziegler, la symétrie du hamiltonien n’est pas correc-
tement prise en compte! Voyons quelle est cette symétrie. Le hamiltonien d’un fermion de Dirac
en masse aléatoire m(z) et en dimension 2 est

_ m(z) —10, — O
H= (—i81-|—82 “m(z) ) ) (7.1)

et se distingue par sa symétrie particule-trou :

H = —0’1HT0'1 ol g1 = ((1) é) . (72)

Je rappelle qu’on a doublé le nombre de fermions de Majorana (ici deux) pour obtenir un
fermion de Dirac. Si 'on se réfere & la classification générale des systémes désordonnés & une
particule, le hamiltonien (7.1) est dans la classe de symétrie D. L’appellation D provient de la
dénomination Dy par Cartan de I’algébre de Lie othogonale en dimension paire so(2N), qui est
précisément la symétrie maximale de (7.2) (au sens des matrices aléatoires). Cette classification
consiste & faire l'inventaire des symétries possibles pour un hamiltonien désordonné. En faisant
quelques hypothéses, comme par exemple le caractére hermitique du hamiltonien, on peut classer
les hamiltoniens en 10 (voire 11) familles. Lorsque 'approximation des matrices aléatoires est
valable (régime ergodique), cette classification acquiert un caractére universel. M.R. Zirnbauer
et A. Atland ont essentiellement clos le sujet en donnant des exemples de réalisations physiques
des classes C, D, CI et DIII dans les interfaces métal normal/supraconducteur. Il ont également
obtenu des résultats sur le spectre des ensembles gaussiens de matrices aléatoires respectant ces
symétries. On trouvera dans I'appendice C, la liste des classes de symétrie et quelques indications
sur leur interprétation physique.

Il est donc important de tenir compte de la symétrie du hamiltonien. Mais cela n’est pas
la seule difficulté. En effet, dans le cas des métaux désordonnés, I’approximation du point-col
est correcte parce qu’elle est justifiée de fagcon perturbative. En effet, effectuer ’approximation
du point-col revient & négliger les diagrammes croisés. Or, pour les métaux désordonnés, ces
diagrammes croisés sont multipliés par un facteur adimensionné a=! = Ap /€ ou £ est le libre
parcours moyen et Ar la longueur de Fermi. Dans la limite ou I'on s’intéresse aux corrections
quantiques, on a a > 1, de sorte qu’il devient raisonnable de négliger les diagrammes croisés.
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Or rien de tel dans notre cas! En effet la physique du hamiltonien de Dirac ne fait apparaitre
aucune échelle naturelle analogue a la longueur de Fermi. Et il n’y a aucune raison de négliger
les termes croisés, et donc aucune raison de croire que la démarche utilisée avec succes sur les
métaux désordonnés peut s’appliquer & notre probléme.

Revenons 4 notre hamiltonien de Dirac en masse aléatoire (7.1). En suivant I’analyse faite
dans [145], on en déduit que la théorie des champs pour ce fermion de Dirac posseéde une
invariance globale sous le supergroupe de Lie orthosymplectique OSp(2n|2n), lorsque 1’énergie
du systéme est nulle et que ’on souhaite calculer la moyenne d’un produit de n fonctions de
Green. L'existence de cette symétrie avait été dévoilée par D. Bernard [14] et C. Mudry [98, 31].

Une telle symétrie peut avoir des conséquences substantielles sur la physique de basse énergie.
D’une part Altland et Zirnbauer [5] ont montré que I’ensemble gaussien des matrices aléatoires
de classe D exhibait une densité d’états positive a 1’énergie nulle. D’autre part, dans la théorie
des champs des fermions de Dirac, la densité d’états joue le role d’'un “parameétre d’ordre”. Une
densité d’états non-nulle en F = 0 serait donc le signe d’une brisure de la symétrie OSp(2n|2n).
Le théoréeme de Goldstone prédit alors apparition de modes de masse nulle. Ce raisonnement
a un sens lorsque la taille du systéme est finie. Que se passe-t-il & la limite thermodynamique ?
Pour le savoir il faudra faire appel au groupe de renormalisation, car la théorie des champs des
bosons de Goldstone en interaction est non-triviale. La réponse sera donnée dans la section 7.9.

Nous allons aborder ce probléme en utilisant de maniére complémentaire I’approche d’Efetov
des systémes désordonnés menant & un modéle sigma non-linéaire et I’approche d’un systéme de
fermions de Dirac comme un modeéle de Wess-Zumino-Novikov-Witten (perturbé).

Plan du chapitre

Donnons un apercu du raisonnement suivi dans le chapitre. Ce que nous allons précisément
étudier, c’est une famille de modeéles & N > 1 espéces de fermions. La masse m(z) du modéle & un
fermion est remplacée par une matrice de masse My;(z) pour N espéces de particules (sections
7.2 et 7.3). On augmente le nombre de fermions parce que 'on sait qu’a la limite N — oo,
Papproximation du point col est justifiée. On espére ainsi mieux cerner le domaine de validité
des théorie des champs effectives construites sur le hamitonien. Un calcul perturbatif, puis une
analyse du groupe de renormalisation montre qu’en plus du terme de masse habituel, plusieurs
autres opérateurs sont engendrés par le flot pour N > 1. Un de ces opérateurs, jouant un role
particulier, sera incorporé dans le modele des le départ (section 7.4).

On transforme ensuite la théorie de Dirac en milieu désordonné en une action effective
pour les champs non-linéaires Q : R?> — X. L’espace de plongement X est un superespace
symétrique Riemannien de type CI|DIIIL. Sa base bosonique est le produit My x My ou Mp =
Sp(2n,R)/U(n) est un espace symétrique non-compact de type CI, et Mp = O(2n)/U(n) est un
espace symétrique compact de type DIII (section 7.5).

L’action effective pour le champ composite () s’écrit comme le logarithme d’un superdéter-
minant, issu de 'intégration sur les champs de Dirac. On veut ensuite développer en gradients
de @ l'action effective afin de construire un modele sigma non-linéaire. Il se trouve que le calcul
est délicat (du moins plus que nous ne le pensions), puisqu’il implique de prendre en compte
une anomalie chirale. Il est possible de s’y prendre de fagon trés formelle (régularisation par le
noyau de la chaleur), mais nous préférons avoir recours & une variante de la bosonisation non-
abélienne. Je rappelle que depuis le travail de Witten [140], on sait qu’une théorie libre de 2n
fermions de Majorana a une représentation équivalente par un modele de Wess-Zumino-Noviko-
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Witten (WZW) O(2n) de niveau & = 1. L’introduction de la supersymétrie nous contraint
a prolonger cette analyse & une équivalence entre 2n + 2n champs de Majorana (fermions et
fantdmes bosoniques) et un modéle WZW au niveau k = 1 prenant ses valeurs dans un superspace
symétrique Riemannien de type C|D. L’espace de plongement C|D est construit sur la base
Mp X Mg ou Mg = Sp(2n,C)/Sp(2n) et My = O(2n). On I'appelera X,,.

En utilisant une extension supersymétrique des regles de bosonisation pour les densités
chirales QﬁiQ/_J:F, on peut alors calculer le développement en gradients de I'action effective. Le
lagrangien du modele sigma non-linéaire ainsi obtenu contient un terme topologique, d’angle
topologique encore noté 6. Un tel terme est autorisé par la symétrie puisque le Hamiltonien de
Dirac sans masse Hy dépend du choix d’une orientation. Le terme topologique est trivial pour
n = 1, mais ne ’est plus au dela (n > 2), car

I, (so(2n)/U(n))={Oz o Z;

En restreignant I'action du modeéle WZW C|D & X,,, on montre que ’angle topologique vaut
0 = Nm. Tout cela est traité dans la section 7.7.

Un exemple de réalisation de la symétrie D sur réseau désordonné est proposé dans la section
7.8. S’inspirant du chapitre 4, il est possible d’en déduire, dans la limite fortement anisotrope,
le hamiltonien effectif d’une chaine de superspins antiferromagnétique construite sur une forme
réelle du groupe OSp(2|2). Sa physique de basse énergie est décrite par un modele sigma non-
linéaire que 'on compare avec succes au modele sigma non-linéaire obtenu précédemment.

Comme on I’a déja mentionné, le passage de la théorie de Dirac en masse aléatoire au modele
sigma non-linéaire, de méme que la description du réseau par un modele sigma non-linéaire, sont
justifiés pour N > 1. C’est une des raisons invoquées pour augmenter le nombre de fermions. En
fait le cas N = 2 présente un intérét physique. Il se trouve que le passage est également controlé
dans le cas N = 2, si le terme cinétique est anisotropique, la premiére espece de fermions étant
plus véloce dans la direction x et la seconde dans la direction y.

Ce cas de figure correspond précisément a la physique d’un supraconducteur d’onde d
désordonné avec une concentration sous-critique d’impuretés magnétiques [53]. Pour N > 1,
ou N = 2 avec une grande anisotropie, le modeéle sigma non-linéaire est dans un régime de cou-
plage faible et sa fonction 8 & une boucle prédit une renormalisation vers un point fixe gaussien
qui correspond a un métal parfait. Dans ce cas la densité d’états diverge logarithmiquement
en F = 0 a la limite thermodynamique. Nous calculons également la densité d’états pour un
systéme de taille finie dans le régime ergodique. Nous obtenons un bon accord avec la prédiction
de la théorie des matrices aléatoires [5]. Ces expressions pour la densité d’états sont calculées
dans la section 7.9.

Au contraire, pour N = 1, le passage au modeéle sigma non-linéaire n’est pas maitrisé. Et
nous nous contentons dans ce cas d’exploiter le groupe de renormalisation partant des fermions
de Dirac. Ce qui est suffisant dans le cas d’un désordre faible, puisque I'opérateur du désordre
est dans ce cas marginalement non-pertinent. Alors le modele part dans I'infrarouge vers le point
fixe des fermions libres et la densité d’états s’annule & I’énergie nulle.

La deuxiéme motivation de ce travail est la physique du supraconducteur de classe D telle
qu’elle a été introduite & la fin du chapitre 4. Nos résultats lui seront appliqués dans la section
7.10. La physique qualitative de quasiparticules dans un supraconducteur de la classe D a été
étudiée simultanément par Senthil et Fisher [121]. Les auteurs y établissent, entre autres, un
diagramme de phase du cas bidimensionnel. Le diagramme comporte trois phases : I’isolant
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thermique, I’isolant thermique de Hall, et un métal thermique. Les trois phases se rencontrent en
un point multicritique M*. La structure du diagramme de phases est déterminée par quelques
arguments élémentaires : la localisation de tous les états pour les deux phases isolantes, la
distinction s’opérant entre les deux par un argument topologique, manifestation de courants
(thermiques) de bord attendus dans la phase isolante de Hall. La phase métallique est obtenue
comme celle d’'un modeéle sigma non-linéaire faiblement couplé CT|DIIL

De fagon plus spéculative, Senthil et Fisher on tenté de comparer ce diagramme de phase
a celui du modele d’Ising aléatoire (avec du désordre sur les liens). Une telle identification est
motivée par la présence du fermion de Majorana dans le modeéle d’Ising. Il apparait toutefois une
difficulté. Des trois phases du diagramme de la classe D, seules deux ont leur contrepartie dans
le diagramme du modeéle d’Ising, & savoir la phase paramagnétique et la phase ferromagnétique.
Les auteurs ont donc cherché la troisieme phase et proposé deux scénarii. Le premier identifie
le point multicritique M* au point de Nishimori [102]. Le second interpréte la troisiéme phase
comme une phase de verre de spins. Ni I'un ni I’autre ne nous ont paru convaincants et nous
proposons une troisiéme solution. Nous pensons que la phase métallique ne peut étre atteinte
que dans un espace de parametres élargi pour plus d’une espeéce de fermions (N > 1), et est
totalement absente dans le cas N = 1. Cela nous pousse & identifier le point multicritique M*
du supraconducteur désordonné de type D avec le point fixe des fermions libres. Notre analyse
sera exposée dans la section 7.11.

Venons-en maintenant au hamiltonien de Dirac en masse aléatoire et & ses symétries.

7.2 Hamiltonien de Dirac en masse aléatoire

On attribue au hamiltonien H bidimensionnel qui décrit N espéces de fermions de Dirac
libres, un terme de masse aléatoire et on I’écrit

1= ("0 i) &

M = (My,;) est la matrice de masse N x N, et I'on a utilisé les conventions 9 = %(81 — i09),
0= %(81 + 409). Afin d’éviter toute confusion, précisons que ces espéces de fermions ne sont
ni des répliques destinées & des opérations de moyenne, ni des copies destinées au calcul de la
moyenne du produit de n fonctions de Green.

Le hamiltonien est hermitien : Hf = H. Il satisfait aussi la propriété fondamentale :

H=-0,H",, (7.4)

que 'on appelle dans la littérature symétrie particule-trou. D’un point de vue plus systématique,
cela signifie que le hamiltonien appartient & la classe D. L’opération d’adjonction duale T signifie
la transposition dans I'espace particule-trou et dans I'espace des positions (on a 8T = —9). La
densité lagrangienne de Majorana associée & H est :

Lar = 0%y + i 00y + Pr My -

La sommation sur les indices répétés est sous-entendue. La premiére des conséquences de la
symétrie particule-trou est qu’a tout état propre de H d’énergie F, on peut faire correspondre
un second état propre d’énergie —E'. En conséquence la densité d’états est une fonction paire

11 est facile de voir que cet état est 190", olt * est la conjugaison complexe.
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de I’énergie?. Autre conséquence, il existe une relation entre les fonctions de Green avancée et
retardée GT(E) = (E+i0 — H)™ ! :

G~ (B) = ~0:G* (~E) oy .

Le cas non-désordonné bien connu est celui ou la matrice de masse est un multiple de I'unité
M (z) = m x 1n. On calcule alors aisément la densité d’états locale :

v(E) =(aire) '7 'Im Tr (E —i0" — H)_l

2N [ dk E—in
T oot ) @m)? (E—in)? — k2 —m2
N|E
_ ‘ |9(E2—m2),
2

qui s’annule linéairement en E = (0 dans la limite de masse nulle.
Dans ce qui suit, on demande que les éléments de la matrice de masse soient distribuées de
facon gaussienne, de moyennes nulles, et de seconds moments donnés par

(M;j(z) Mii(y)) = (290 /N) 631 851 6(z — y) (7.5)

7.3 Représentation de la résolvante comme une intégrale super-
symétrique

La densité d’états moyenne peut étre obtenue par le calcul de la fonction de Green moyenne.
Pour cela, nous allons adapter la méthode supersymétrique de Efetov [43]. En principe un tel
calcul est standard. En fait il n’en n’est rien puisque nous devons ’appliquer & un opérateur de
Dirac, qui est loin de posséder les propriétés conciliantes d’un laplacien. C’est pourquoi il est
important de rendre compte des étapes du calcul.

Pour calculer la valeur moyenne des fonctions de Green, nous allons employer une repré-
sentation intégrale supersymétrique. Il s’agit de la méme technique que celle employée dans le
chapitre 6. Nous allons de méme entreprendre le calcul de la valeur moyenne d’une fonction de
Green (n = 1). Bien que nous nous contentions ici d’une seule fonction de Green pour que les
calculs soient clairs, la généralisation & un nombre de copies arbitraire n > 1 est immédiate
[145]. On introduit 2N supermultiplets ¢, et ¢; (k,I = 1,..., N) donnés par

- -
L o _ | v
o= "1 o=

b b

chacun contenant deux composantes fermioniques et deux composantes bosoniques. On définit
également la forme duale de ¢ :

d)t = (¢+a1/)77 b’ _C) (76)

2Remarquons que ce raisonnement est non seulement valable en moyenne sur le désordre mais aussi & désordre
gelé.
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et la forme ¢' définie similairement. Ces nouveaux supermultiplets sont les transposés ortho-
symplectiques de ¢ et ¢ respectivement. Cette dualité vectorielle est équivalente & la donnée du
produit intérieur

$'¢ =P+ Pt +bc—ch=—¢'¢, (7.7)

manifestement antisymétrique.
Les champs se transforment sous I’action multiplicative de matrices 4 x 4 :

$(z) > T-§(z), ¢(z) > T-§(z).

La dualité orthosymplectique s’étend a la définition d’une transposition orthosymplectique pour
les opérateurs, naturellement donnée sur T par (T'¢)' = ¢'T*, pour tout ¢. La dualité a été
construite de telle sorte que le super-groupe de Lie (complexe car aucune forme réelle n’est
spécifiée) OSp(2|2) soit défini par T'T = 1.

La formulation de théorie des champs conduit a la densité lagrangienne

Lo = ¢j0¢, + ¢[0¢; + iy My — iEG T3¢, (7.8)

Y3 = lgusy ® 03 = diag(+1, -1,+1,-1) ,

et 'on sous-entend la sommation sur les indices répétés k et [.
Si I'on note j et j les sources, les fonctions de Green du hamiltonien de Dirac (7.3) sont
engendrées par la fonctionnelle

2lj) = ( [DaDs exp— [o(co+ 35+ 47))

comme on peut le vérifier simplement par le fait que Ly est une forme quadratique construite
en intercalant ’opérateur
. iM —iE 20
Lsusy @ i(H — E) = Lsusy @ ( 20  —iM" - zE>

entre

P
(’QZ+a 57 ¢+a b) et ’(ZC, )
c

et en intégrant par parties pour rendre symétriques les termes de dérivées.

7.3.1 Convergence de l’intégrale fonctionnelle

Pour que les intégrales gaussiennes sur ¢ et ¢ puissent converger, il est nécessaire de définir
une conjugaison complexe * sur les champs bosoniques :

bzk = El ) C;< = bl . (79)

Ce choix étant fait, I'intégrale fonctionnelle est purement oscillante pour F € R, et converge
pour des énergies dans le demi-plan complexe supérieur (ImE > 0).
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7.3.2 Symétrie de I’action

Dans la limite £ — 0, ’action acquiert une invariance sous les transformations globales,

di(x) = T-di(z), Pi(x) = T-di(z),
pi(z) = ¢j(z)-T", ¢j(z) — ¢j(z)-T",

pour tout élément T dans OSp(2|2), c’est-a-dire, rappelons-le, si T satisfait 7T = 1.

7.3.3 Moyenne sur le désordre

On moyenne sur le désordre selon la prescription (7.5). Dans le cas E = 0, la densité lagran-
gienne devient

L1 = ¢0¢, + 10, + (gu/N)2D . W) =gt g gig, . (7.10)

Par comptage de puissance, il est simple de comprendre que Popérateur &) est une perturbation
marginale (au sens du groupe de renormalisation) de la théorie de Dirac libre et sans masse. Que
la perturbation &) soit pertinente ou non dépend de la fonction A3 (gam), ou encore du produit
A courte distance de ®() avec lui-méme.

7.4 Perturbations marginales

Le produit & courte distance de ®) avec lui-méme engendre trois nouveaux opérateurs :

3@ = @c d_Jl d’j b 5
3B = QEZ by, 51%51 )
o = gigidhey,

pour N > 1. 1l est aisé de vérifier que chacun de ces opérateurs est marginal et invariant
sous OSp(2|2), et que I'ensemble o) . ® épuise Pensemble des perturbations marginales
permises par la symétrie. Lorsque N = 1 la situation se simplifie puisqu’alors ®) = $®) = ¢®)
et ®®) =0 grace a (7.7).

Etant donné que les opérateurs ®® (o = 2,3,4) sont engendrés par le flot, il est naturel
de les inclure dans la théorie de départ. L’analyse du groupe de renormalisation doit donc étre
effectuée sur la densité lagrangienne étendue

4
Ly = $j0¢; + ¢j0¢, + N~ Z 9a®®) . (7.11)

a=1

Le développement de produits d’opérateurs est completement déterminé par les propagateurs
des champs holomorphes (fonctions de z = z; + iz2) et antiholomorphes (fonctions de z* =
x1 — iz2) (au sens de l'inclusion dans les fonctions de corrélation). Ils sont

1 Oy 7ob
2m z¥ — w*

1 0 rab

()] (w) ~ o

2T 2z —w

PR (W) ~ (7.12)
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01 0 O

. 1 0 0 O

T=01 ® FEpp +1i09 @ Egg = 00 0 1
0 0 -1 0

est caractéristique de la structure orthosymplectique. Lorsque N > 1, le calcul des OPE conduit

\

a

g = gig2— N7 (g192 + 9194 — 9293 + g3g4)
g2 = 3t +93)+N (9195 + 9194 — 95 — 9394)
g = —(91+92)95— N7 (97 — 9102 + 9194 + 9203 + 3 + g304)
g = —N7'(g192+ 9193 + 9293 + 63) , (7.13)
avec la convention
. _ m dg;
9= dme-

Les équations pour les couplages g1, g2, g3 €t g4 manquent singulierement de transparence, et
la forme précise du flot demeure obscure en général. Toutefois lorsque NV = 1 ou bien & ’'opposé
lorsque N > 1, les équations se simplifient avantageusement.

74.1 Lecas N=1

Lorsque N = 1 ces équations sont grandement réduites. Dans ce cas &) = 0, et on aban-
donne le couplage go. Comme &) = &B) = &M le seul parametre qui soit renormalisé est
g = g1+ g3 + g4. En sommant les trois équations restantes, on obtient

dg 2g°

dint ~ 7 (7.14)

qui reproduit le résultat bien connu [40] que 'opérateur représentant le désordre de masse
aléatoire est marginalement non-pertinent (pour N = 1). Etrangement il semble que personne
n’ait trouvé bon d’en déduire (ou d’en publier) 'expression de la densité d’état v(FE,g) au
voisinage de £ = 0 pour un désordre suffisamment faible. Faisons donc le calcul.

La densité d’états locale est donnée par

V(E’gaA) = (a‘ire)_lﬂ_lR‘e <(¢—1Z+ + ¢—¢+)> )
ou A est le cut-off énergétique. Les équations du flot sont données par

dg 1, dinE 1

ou £ est un parametre d’échelle qui se comporte comme une distance. La dimension anormale
de 'opérateur & = ¢_14 + 9_1p; provient du facteur Z(¢), donné par

dlnZ
Tn? =~ nlgl = slg].

II me semble bon de mentionner que la fonction de corrélation & deux points ne subit pas de
correction logarithmique. Cela est da au fait, qu’a I'ordre d’une boucle, 'opérateur de masse
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aléatoire ne modifie pas la dimension anormale du supermultiplet ¢ : v(g) = 7v* + O(g?). Cest
différent de l'insertion £ qui posséde une dimension anormale non-nulle & ’ordre d’une boucle.
A toute échelle, on a
v(E,g,A) = Z(£) v (E(£),9(£),A/2) .

Faisant donc I’hypothése que le membre de droite est indépendant de I’échelle £, on peut écrire
I’équation du groupe de renormalisation pour v (E(£),g(¢),A/£) :

[E% + B[gla—ag + H[Q]Ea% +77[9]] v=0,

dont la solution est

B 9(£) M ,
v(E,g,A) = exp (/g(l) dg ﬂ[g]> (E(£),9(£),A/2)

avec

_ g(1) B 1
() = T LoOmE’ B() = B()y/1+ 5_g(1)In¢.

Une analyse dimensionnelle élémentaire donne
1
V(E/eagaA) = Z v (E,g,EA) .

Par conséquent
_ 1 90 nlg]
V() = v(E/l,g,A) = 5 exp ( L ﬂ[g]) v (B(0), 9(6),A) -

Dans la limite ou £ tend vers 'infini, g(¢) tend vers 0, et v (E(£),g(¢),A) se comporte comme

E(¢)/(2m). Donc
v(l) ~ % <1+%g(1)ln€) .

Dans la limite thermodynamique (systéme de taille infinie), on obtient
v(E) « E In(1/E).

Il en résulte que le désordre, qui est marginalement non-pertinent, induit une correction
logarithmique. Il prédit aussi un comportement quasi-conique pour la densité d’états dans le
voisinage de F = 0. Comme dans le cas pur, la densité d’états est nulle en E = 0.

7.4.2 Lecas N >1

Lorsque N > 1 les équations se réduisent &

] ] 1 ) )
gEtg = i§(91 +92)%, g3=—(91+9)gs, G1=0.

Si les couplages g3 et g4 sont initialement & zéro, ils le restent sous le flot (c’est du moins ce que
suggere le calcul & une boucle). Les couplages pertinents sont g; et go, qui semblent tendre vers
la ligne g = g1 = g2, avec g qui satisfait

2g°

dg _ 2
1 _ gy =+ (719
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Le signe + traduit la pertinence de ’opérateur, au contraire du cas N = 1. Ce qui nous convainc
d’adopter la densité lagrangienne

Ly = §10, + 9104, + (g/N) (21 + @) . (7.16)

Ajouter ®®) au hamiltonien effectif correspond & insérer dans le hamiltonien (7.3) un terme de
désordre additionnel

0 A

ou A est une matrice N X N antisymétrique dont les éléments sont distribuées selon une loi
gaussienne de moyennes nulles et de seconds moments

(Aij(@)Aki(y)) = (29/N)irdji — dudjr) 6(z — y) .
Un tel terme est autorisé par la symétrie particule-trou (7.4) des hamiltoniens de la classe D.
Dans le cas N = 1, A est identiquement nulle parce qu’antisymétrique et de taille 1 x 1.
7.4.3 Lien avec les supraconducteurs désordonnés

A ce stade, on peut comparer le hamiltonien obtenu (7.17) ci-dessus au hamiltonien (4.3) du
chapitre 4 :

My My 101+ O A
g+ = [ Mn Ma A 0+ 02
’ia1 — (92 —A —Mll _M21

A 101 — 02 —Mio — Moo

Nous pensons qu’il décrit un liquide nodal dans la classe de symétrie D. Pour voir cela, on
étudie le cas N = 2 du hamiltonien (7.17). Les indices 1, j, k et [ indexent alors les degrés de
liberté de spin des excitations particule-trou, alors que les fonctions M (z) et A(z) deviennent
des combinaisons linéaires des désordres physiques. Les hamiltoniens sont alors identiques.

7.4.4 Deégénérescences accidentelles

11 nous faut mentionner trois cas correspondant a des choix de couplages particuliers, et dont
on peut comprendre la nature du flot du groupe de renormalisation.

Le premier cas est g1 = g3 = 0, N > 2. En remontant & un hamiltonien aléatoire hermitien,
on observe que les constantes de couplages sont soumises aux contraintes g; + g4 > 0. Donc
choisir g; = 0 impose g4 = 0. Dans cette limite le hamiltonien a une symétrie plus forte :

H = —(0’1®1N)HT(0'1®1N)
= +(02®1N)HT(0'2®1N),

ou la seconde égalité est une sorte d’'invariance par renversement du temps, qui place H dans
la classe DIII (voir appendice C). Il subsiste le couplage g2, qui se comporte sous le flot comme
g2 o< (N — 2)g2 et se révele pertinent pour N > 2.

Le second cas particulier correspond a faire N = 2 dans le cas précédent. Le hamiltonien qui
sous-tend le cas est de la forme

B 0 —2i0 + a0y
i = (—2i5+a02 0 ) '
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Parce qu’il commute avec diag(og,02), espace de Hilbert se décompose en deux secteurs inva-
riants sous l'action de H. (Ce qui n’est pas le cas pour N > 2). La restriction du hamiltonien
a 'un des deux secteurs correspond au hamiltonien d’un fermion de Dirac dans un potentiel
vecteur abélien ta(z), qui reléve de la classe AIII (voir appendice C) et explique [87] pourquoi
le seul couplage g semble étre exactement marginal pour N = 2. La symétrie de renversement
dans le temps se contente de relier les deux restrictions de H par un homomorphisme d’algebre
de Lie. Sa seule conséquence est de donner une double dégénérescence des niveaux, et la classe
de symétrie est AIII au lieu de DIIL.

Il existe un troisiéme cas ou les équations du flot se raménent & un unique couplage. C’est
le cas go = g3 = 0 = g1 + g4 avec g1 > 0, et de nouveau N = 2. Le hamiltonien correspondant

est de la forme
_ VO'2 —2%8
H= (—Qia VO'Q) ’

que I'on peut transformer par une simple conjugaison H' = UHU ™!, en H' = diag(H,,H_) ou

V. -2i0
He = (—2z‘5 +V )
sont deux copies de fermions de Dirac en potentiel scalaire aléatoire V' (z). Dans la nouvelle base,

chaque copie satisfait
H. 4+ =09 H E g9,

qui se trouve étre ’équation définissant ’ensemble de Wigner-Dyson symplectique de la classe
AIL La symétrie particule-trou (classe D) n’est rien de plus qu'un homomorphisme d’algebre de
Lie reliant la premiére copie & la seconde et la classe de symétrie demeure ATII.

Selon [145], les classes de symétrie D, DIII et AII épuisent toutes les représentations de
théorie des champs qui préservent la structure symplectique pour les bosons et la structure or-
thogonale pour les fermions. On peut donc estimer qu’il n’y a pas de dégénérescence accidentelle
supplémentaire.

7.5 Champ composite et points cols diagonaux

On se focalise sur le cas N > 1. Comme on l’a vu le couplage g = g1 = g2 croit sous le
groupe de renormalisation. C’est donc un probleme de couplage fort dans l'infrarouge. L'une
des rares méthodes non-perturbatives qui puisse nous aider est celle qui consiste & passer & une
formulation duale, en terme d’un champ de Hubbard-Stratonovich @ ~ gblq_S; + (;_Slqﬁf

La maniére d’introduire le champ composite () est standard mais un rappel permet de fixer
les notations. On commence par réarranger la densité lagrangienne (7.16) comme suit :

Ly = §{06, + 910% + 1= STr (64} + Bidh) (491 + hidl) -

Le terme quartique d’interaction peut maintenant étre découplé en introduisant le champ auxi-
liaire () qui est une supermatrice 4 x 4 :

L1 = B0F + 486, + STr Q4,8 + digh) - %sm Q
_(z Q 0\ (&) N 2
= (¢ ¢1) (5 Q) ((}—Sl) 3 STQ*
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Dans un deuxiéme temps on effectue l'intégration gaussienne sur les champs de Dirac pour
obtenir I’action

S51Q] = —% / A2z STr Q% + g STrIn (Z%Q ng;,,) : (7.19)

ou STr combine les opérations de supertrace STr et d’intégration sur ’espace des positions. Les
facteurs X3 sous le logarithme sont diis & la transformation ¢; — S3¢; et qu — q_S}Eg, qui corrige
le fait que ¢ n’est pas le complexe conjugué de ¢' (voir les définitions (7.6) et les relations (7.9)).

11 est clair que les calculs ci-dessus ont été effectués dans le cas E = 0. Pour restaurer la
dépendance en énergie, il suffit de décaler @ — @ — (iE/2)X3 dans le logarithme. Nous n’avons
jusqu’a présent concédé aucune approximation.

Un sous-produit du passage du supermultiplet ¢ au champ composite (), est que le parametre
N apparait maintenant comme un facteur dans l’exponentielle, alors que le champ @ ignore le
nombre d’espéces. Pour les grands NV, cela suggere d’appliquer I'approximation du point-col &
Pintégrale sur Q. Evidemment aucun contréle sur la validité de I'approximation n’est assuré
dans le cas N = 1. L’équation du point-col s’écrit

Q)9 = 1 (x](@—0Q"0) | z) + (9 & D).

Nous cherchons une solution constante dans 'espace des positions qui soit de la forme Q(z) =
p23. L’équation du point-col se réduit alors &

1 2k 5 5,
;Z/(2ﬂ)2 (M + k /4) .

Attribuant & 'intégrale indéfinie ci-dessus un cut-off ultraviolet |k| < 1/4p, on obtient :

m/g=1n(1+ (2utp)~?) ,

soit encore,
p=(26)"/Verls —1. (7.20)

Pour un désordre faible (g < 1), on peut approcher u par p &~ (26y)~'e~™/29. Gréce & (7.15), on
remarque que u obéit & 1’équation du groupe de renormalisation

(img +Blo)5; ) nt.0) =0,

et acquiert donc le sens de masse engendrée dynamiquement. Autrement dit, ’échelle de masse
4 demeure invariante

1o, g(bo)) = (£, g(4)) (7.21)

sous une transformation du groupe de renormalisation £y — £ 3. C’est un indice fort de ’échec
de cette approche pour le cas N = 1. En effet le flot du RG pour N = 1 est différent du cas
N > 1 et ne donne donc plus a p le statut de masse engendrée dynamiquement. Il est dans

3Cela_signiﬁe que le champ de Dirac subit le phénomene de transmutation dimensionnelle. Alors que le bi-
linéaire ¢i¢, a pour dimension 1 au point des fermions libres, sa dimension tend vers 0 sur les larges distances.
Corrélativement, Q ~ ¢;¢! + ¢,¢! acquiert une valeur moyenne non-nulle.
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ce cas impossible de donner un sens satisfaisant & I’approximation du point-col, la variété de
point-col se contractant & un point sous ’action du groupe de renormalisation .

En principe, toutes les matrices diagonales constituées des éléments +p sont candidates a
étre solutions de I’équation du point-col. Toutefois, il peut arriver que 'une d’entre elles ne
soit pas a l'intérieur du domaine d’intégration, ou ne puisse étre atteinte par prolongement
analytique du domaine. C’est pourquoi il est nécessaire de préciser rigoureusement quel est le
domaine d’intégration sur les superchamps ¢;, ¢; et Q.

7.6 Description de la variété de point-col

Le probléme qui consiste & choisir correctement le domaine d’intégration pour les super-
champs ¢, ¢ et Q a été étudié en détail par M.R. Zirnbauer dans [145]. Cela dit, ce type de
raisonnement était pour moi une premiere et il est nécessaire de le généraliser a notre cas. C’est
pourquoi j’en donne ici les détails. On suppose que E posséde une petite partie imaginaire posi-
tive (ImFE > 0) (ce n’est pas une supposition formelle, puisque, par exemple, elle est nécessaire
au calcul de la densité d’états). On a déja remarqué que pour que les intégrales fonctionnelles
portant sur les partenaires bosoniques convergent, il est nécessaire d’imposer les contraintes (7.9)
ou de facon équivalente d)LB = J)Z’Bag. On rappelle, mais c’est important pour la suite, qu’il
est bien connu que la convergence sur les champs de Grassmann ne suppose aucune contrainte
particuliére...parce que ces intégrales sont des dérivées!

7.6.1 Conditions générales de convergence sur le champ composite ()

Il est immédiat de vérifier que le bilinéaire A = gblgz_ﬁf + q_Sl(;Sf dans la densité lagrangienne £,
est impair sous l’action de la transposition orthosymplectique : A* = —A; donc A € osp(2|2),
par définition de I’algébre de Lie orthosymplectique. Par le biais de son couplage & A dans Ly,
la supermatrice @ hérite de la méme propriété algébrique :

Q=—-Q" €osp(2]2) .

Si 'on a pu assurer la convergence sur les superchamps ¢, cela ne garantit en rien la convergence
de lintégration sur Q. En fait, assurer la convergence sur le bloc boson-boson (BB) de Q, qui
sera par la suite noté (Jp, est un probleme délicat. La convergence sur le bloc Q)gp peut étre
assurée a la condition que I'on adopte la paramétrisation suivante (sans conséquence sur les
fantomes b, ¢) :

Qe =Y +vye*Sze ¥,

ou X,Y € osp(2|2). X est impair et Y est pair sous la conjugaison par ¥j :
Y3 X¥3=-X, X3Y¥3=Y,
et les conditions de réalité sur les parties paires (i.e. bosoniques dans le langage des superalgebres
de Lle) Xo,YO de X,Y :
X, =X}, Y,=-Y].
La preuve n’est pas tout a fait triviale et je suggere au lecteur intrigué de revenir a la référence
absolue sur le sujet [145]. Cette paramétrisation est valide pour tout v > 0. C’est pourquoi,

anticipant sa valeur sur la variété de point-col, on choisit v = p. Voila pour le secteur boson-
boson. Le probléme dans le secteur fermion-fermion (FF) est beaucoup plus simple et la solution
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immédiate : la convergence sur les intégrales sur Qrr est assurée en demandant que Qrr soit
hermitique : Qrr = QLF

7.6.2 Contraintes de causalité sur la variété de point-col

On compare maintenant la paramétrisation ci-dessus de @ aux solutions diagonales de
I’équation du point-col. La structure de la solution dans le bloc BB est fixée univoquement
par les contraintes de convergence :

QO,BB = §os3 .
Les autres solutions du point-col ne peuvent pas étres atteintes par déformation de la variété
d’intégration, sans qu’on ne soit obligé de croiser une singularité.

A Iinverse, dans le secteur FF, la dépendance analytique dans les champs grassmanniens
garantit 'absence de pdles (d’éventuels zéros sont possibles). Si bien qu’aucune contrainte n’est
imposée et le domaine d’intégration peut englober (par prolongement analytique) 'une quel-
conque des solutions diagonales. Toutefois, dans la limite des grands N, plusieurs point-cols
contribuent de facon non-significative. Les contributions dominantes proviennent des variétés
cols qui minimisent la super-dimension de la variété transverse. Cette condition est remplie
lorsque Qorr possede autant de valeurs propres négatives que de valeurs propres positives. Ce
qui nous laisse in fine deux possibilités :

Qo,rr = E£puos .
En résumé, nous avons obtenu les points-cols diagonaux suivant :
Qo = p (xEpr + Epp) ® 03 . (7.22)

Nous sommes toutefois loin du compte. En effet, le groupe de symétrie du probleme a £ = 0
(& savoir G = OSp(2|2) ) agit sur Q par conjugaison Q(z) — TQ(x)T~! (T € G). Clairement,
une telle transformation laisse 'action S5[Q] (7.19) invariante. Par conséquent les points-cols de
S5[Q] sont contintiment dégénérés : étant donnée une solution @y de I’équation du point-col, on
obtient une orbite de solutions en faisant agir le groupe de symétrie G sur Q.

Toutefois cela n’est pas tout puisque le stabilisateur de Qg (groupe des éléments h tels que
hQoh~! = Qo) est non-trivial et vaut manifestement H = GL(1]1). Il en résulte que l'orbite de
Qo est isomorphe a I'espace quotient G/H = OSp(2|2)/GL(1|1).

Cette orbite est réalisée comme celle du groupe de symétrie complexe, puisqu’a ce stade
nous n’avons spécifié aucune forme réelle pour G. Or, jusqu’a présent, nous n’avons imposé de
contraintes de réalité que sur (), garantissant la convergence des intégrales fonctionnelles. Il nous
faut donc traduire cette contrainte sur la variété du point col G/H, pour la restreindre & une
variété réelle. Discutons maintenant de la maniere de procéder. Pour cela on commence par
mettre & zéro les variables de Grassmann qui n’interviennent pas dans la discussion. La partie
bosonique du supergroupe complexe OSp(2|2) est O(2,C) x Sp(2,C). Dans le secteur BB, le
groupe de symétrie est Sp(2,C), qui est le groupe des transformations T,

()7 @)

qui préservent la forme symplectique
= = _ (0 1\ [0b
bc — ¢b = (b, c) (_1 0) (c) .
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Ces transformations symplectiques de (b, c) et (b,¢) qui préservent les conditions de réalité (7.9),
forment un sous-groupe réel Sp(2,R). Divisant par le stabilisateur, isomorphe & U(1) C H, on
obtient la variété du secteur BB : Mg = Sp(2,R)/U(1) ~ H2. C’est un hyperboloide & deux
nappes. Pour n > 1, on obtient le quotient Sp(2n,R)/U(n), qui est un espace symétrique non-
compact de type CI.

Dans le secteur FF, le groupe de symétrie agit par O(2,C), qui est le groupe des transfor-
mations qui préservent la structure orthogonale

B bt =) (3 o) (5)

Le groupe réel est déterminé par la contrainte d’hermiticité Qrpr = Q;F, qui sélectionne la
forme réelle O(2) de O(2,C), le groupe orthogonal en dimension 2. Divisant par le stabilisateur,
U(1), on obtient Mp = O(2)/U(1) ~ Zs. (Pour n > 1, on obtient O(2n)/U(n), un espace
symétrique compact de type DIIL.)

On en conclut que la partie paire de la variété-col (sur laquelle s’appuie toute intégration
numérique) est Mg x Mp = H? x Zo. Rétablissant les variables de Grassman dans leur intégrité,
on parvient a la variété-col Xy, qui est un espace symétrique riemannien de type CI|DIII (voir
appendice C).

Une propriété remarquable de X est qu’elle se compose de deuz parties non-connexes, ce que
l’on impute & la topologie de O(2) (selon que le déterminant de la transformation de O(2) vaut 1
ou —1). Cependant, bien que l'orbite de la partie paire de O(2) xSp(2,R) C OSp(2|2), définissant
la variété de point-col de S5[@], ne soit pas connexe, elle est unique. C’est une propriété que ’on
retrouve aussi dans la classe DIII (voir [145]).

Casn>1

Bien qu’on se soit focalisé sur le traitement d’une unique fonction de Green, tout ce qui
précede s’applique avec tres peu de modifications au cas n > 1. Le groupe de symétrie est
promu & G = OSp(2n|2n), alors que la matrice X3 prend un facteur tensoriel supplémentaire
3 = lousy ® 03 ® 1, et le stabilisateur devient H = GL(n|n). L’espace du parametre d’ordre
est noté X,,, et possede pour sous-variété paire

Mg x Mg = (Sp(2n,R)/U(n)) x (O(2n)/U(n)) .

De nouveau, elle se décompose en deux parties disjointes, correspondant aux deux composantes
de O(2n) (Det = £1).
Dans la suite, on travaille avec un n quelconque.

7.7 Développement en gradients

Nous sommes arrivés & la situation suivante. Notre probleme posséde une symétrie glo-
bale G = OSp(2n|2n) qui est brisée en GL(n|n) lorsque 'on utilise ’approximation du point
col. Que la symétrie soit véritablement brisée est une question qui ne pourra étre tranchée
qu’ultérieurement. A priori, si I'on se réfere au théoréme de Mermin-Wagner, la symétrie doit
étre rétablie dans I'infrarouge (voir la section 1.4.3 du chapitre 1). On verra plus tard que c’est
faux. Grace a notre analyse du point-col, nous avons pu identifier le parametre d’ordre Q) = ugq,
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ol ¢ = TX3T~! prend ses valeurs dans le superespace symétrique X,,. Les configurations de
basse énergie de I’action S5[Q] dans (7.19) sont données par les champs variant lentement

g(z) = T(2)2T(2)"" (T(x) € G).

Ce sont les modes de Goldstone de la symétrie brisée G. Remarquons que ¢, qui est un élément
d’une orbite adjointe de G, appartient & osp(2n|2n), et vérifie la contrainte ¢? = 1.

Nous souhaitons maintenant obtenir 'action effective de basse énergie des modes de Gold-
stone g(x). A cette fin, toutes les fluctuations massives transverses A la variété de point-col seront
négligées. En principe 'action effective doit étre de la forme

Sett[q] = d*z STr 0, 0,q + 9 /d2w € STrq0,q0.q . (7.23)

167 f 327

Ces deux termes sont les seuls qui ne contiennent pas plus de deux dérivées, qui respectent
Pinvariance par rotation dans l’espace des positions et qui sont compatibles avec la symétrie
globale G. A ces deux termes, nous ajouterons ensuite un terme correspondant au cas E # 0 et
qui brise la symétrie. On reconnait dans le second terme un terme topologique. Il correspond &
Iintégration de la 2-forme fermée STrqgdg A dg de X,,, ramenée a une intégration sur I’espace
des positions. Sa valeur peut étre non-triviale puisque

T5(X,) = My (Mg x My) = IT, (0(2n)/U(n)) = TI; (U(n)) = Z

pour n > 1. En revanche, pour n = 1, elle est triviale puisqu’on a II3(0(2)/U(1)) = 0. Pour
toute surface sans bord ¥, on a

d’ze,, STrqd,q0,q € 7 .
327ri/2 T €ur ST 4 Ouq Ovg €

Pour n = 2, on peut se convaincre que le facteur de normalisation adéquat est bien (327i)~! par
un calcul direct utilisant I'isomorphisme O(4) /U(2) ~ S?xZs. La généralisation & n > 2 est dictée
par le lien avec I’action multivaluée I'[M] dans I’équation (7.30) ci-dessous. Le terme topologique
est impair sous l'opération de renversement de la parité z1 <> xo. Cependant, sa présence n’a
rien de surprenant puisque le choix du hamiltonien de Dirac pur Hy = o1p1 + o9ops implique le
choix d’une orientation dans ’espace des positions (& comparer avec Hy = g9p1 + 01p2).

Toute la difficulté réside dans 'obtention des valeurs des constantes de couplage f et 8. Cela
est (relativement) simple pour f, par un développement en gradients de

_N pXsq 0
Ss[q] = 5 In SDet ( 5 ung) . (7.24)

En revanche, déterminer la valeur de 'angle topologique 8 est une question subtile. Elle ne
peut étre obtenue de facon simple par un développement en gradients. La raison heuristique de
cela est que les excitations topologiques, comme les instantons, dont les charges topologiques
sont précisément les quantités mesurées par le terme topologique, impliquent nécessairement des
variations de grande échelle du champ ¢, et de 14 échappent a un calcul perturbatif & partir de
I’action fonctionnelle, tout du moins tant que 1’on souhaite ne pas faire appel & des techniques
de re-sommation. Une solution serait d’évaluer Seg[g] et Ss[g] sur une configuration g(z) bien
choisie, comme un instanton (il en existe pour n > 1), de comparer leur valeur et d’en déduire

M. BOCQUET



tel-00001560, version 1 - 14 Aug 2002

Fermions de Dirac aléatoires en dimension 2 :
146 Supraconducteur désordonné dans la classe D

6. Malheureusement, 1’évaluation de S5[g| sur un instanton n’est pas facile, et guére instructive.
Une deuxiéme approche pour calculer les déterminants d’opérateurs de Dirac est d’en prendre la
dérivée logarithmique par rapport & un parameétre s, puis d’intégrer ensuite sur s. Mais comme
la dérivée d’un terme topologique est nulle, on n’est guere plus avancé car il a disparu dans
Iopération.

La maniére la plus élégante et la plus douce d’extraire la théorie de basse énergie de Ss[q] est
d’utiliser la bosonisation non-abélienne. S’inspirant d’un célébre papier de Witten [140], cette
technique est devenue un outil standard pour traiter des théories perturbées des théories de
fermions libres. Malheureusement, dans le contexte des théories supersymétriques, la méthode
est moins établie.

7.7.1 Modeéle de Wess-Zumino-Witten de type C|D

Dans cette sous-section, nous allons construire I’espace de plongement du modele de WZW,
en se fondant sur la notion de superespace symétrique riemannien. Notre principal souci sera
de construire une action bornée inférieurement, de sorte que la théorie soit stable. En effet la
convergence des intégrales fonctionnelles sur les supergroupes n’est pas toujours assurée. Sur des
espaces comme GLg(n|n) ou OSpg(2n|2n), la restriction de tenseurs de rang 2 supersymétriques
sur la partie paire de I’espace a nécessairement une signature indéfinie. La métrique est donc non-
riemannienne et les convergences d’intégrales fonctionnelles non-garanties. En effet tout tenseur
invariant de rang 2 sur un supergroupe de Lie s’écrit comme une forme quadratique invariante
sur la superalgebre de Lie associée, qui par supersymétrie est nécessairement une supertrace,
et donc une différence de deux traces. Donc les supergroupes ne peuvent en général étre des
espaces de plongement pour une extension supersymétrique d’un modele de WZW.

La difficulté peut étre contournée en utilisant la notion de variété CS (la terminologie est due
a J.Bernstein, la lettre C veut dire complexe et la lettre S super.) La notion de variété analytique
réelle ou complexe est en la circonstance insuffisante. Une variété CS peut étre (grossiérement)
vue comme un fibré de base une variété analytique réelle et de fibre une algebre de Grassmann
sur C. Aucune opération de conjugaison ni d’adjonction n’est requise.

Notre objectif est de pouvoir définir une métrique riemannienne sur la base. Les variables
grassmanniennes seront intégrées selon la définition de Berezin, c’est-a-dire comme une dérivation,
ce qui n’implique aucune contrainte de réalité sur les variables de Grassmann. Ces deux notions
sont claires et permettent de controler de facon satisfaisante l'intégration. C’est pourquoi la
définition de Bernstein est séduisante. Dans cette optique une notation du type U(n|n) est in-
correcte dans la mesure ou elle suggére le choix d’une forme réelle sur les variables fermioniques,
ce que l'on proscrit. Le lecteur attentif aura remarqué que la démarche est a I'opposé de celle
du chapitre 6, ou, au contraire, nous avions mis a profit la liberté du choix de I'adjonction sur
les opérateurs fermioniques.

Pour construire la variété CS que nous cherchons pour définir le modele de WZW, nous par-
tons du supergroupe complexe G = OSp¢(2n|2n). Comme on 1'a déja vu, ses éléments satisfont
M~! = M?". En tant que variété différentielle, le groupe est muni naturellement du 2-tenseur
supersymétrique k = —STrdM 'dM = STr (M 'dM)?, qui est invariant sous les translations
a droite et & gauche M +» gLMg}_zl. On note Gy = O(2n,C) x Sp(2n,C) le sous-groupe pair
(bosonique) de G. Comme Gy est un groupe de matrice dont les éléments sont complexes, la
géométrie induite sur G par restriction de x n’est pas riemannienne.

Nous avons besoin de spécifier une sous-variété de Gy pour laquelle la géométrie induite par
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K est riemannienne. Voild comment on procede.

De O(2n,C) (le secteur FF de Gy) on tire une sous-variété My isomorphe au groupe ortho-
gonal (compact) O(2n). Prés de Punité, My est paramétrée par e¥ o Y = —YT = —5,YTo.
Le groupe O(2n) agit sur My indépendamment & droite et & gauche e¥ O eYO;ll, et cette
action est transitive, ce qui signifie que tous les éléments de My se déduisent de 'unité par
translation. Dans les secteur BB, on procede différemment en choisissant I'intersection Mg, de
Sp(2n, C) avec 'ensemble des matrices hermitiennes positives. Les éléments de Mp peuvent étre
écrits comme gg' avec g € Sp(2n, C). De fait former le produit gg', c’est diviser le sous-groupe
maximal compact Sp(2n) de Sp(2n,C) sur la droite, de sorte que I’ensemble Mp est isomorphe
4 Sp(2n,C)/Sp(2n). Utilisant I’application exponentielle, My peut étre paramétré par eX ol
X = +Xt = —09XToy. Comme le produit de deux matrices hermitiennes positives n’est pas
en général une matrice hermitienne positive, My n’est pas un groupe. Il est en revanche un
espace symétrique non-compact, et le groupe complexe Sp(2n,C) agit transitivement sur Mgy
par eX — geXgt.

Considérons maintenant le produit Mp x Mp. C’est une variété hybride puisque Mr est un
groupe, 4 la différence de Mp. Tous deux (Mr et Mp) sont cependant des espaces symétriques
riemanniens. Le premier est compact, le second non-compact et le produit Mg X Mg posséde
la propriété souhaitée d’étre une sous-variété riemannienne de Gy.

Pour établir cette derniére propriété, on commence par travailler sur I'espace tangent a

I'unité, 71 (Mp X Mp). Ses éléments sont les paires A @ B = %es(“‘@B) K et I’évaluation de
s=
k= STr (M~'dM)? sur elles (en M = 1) donne

STr(A®B)Y? =TrA>—Tr B> =Tr AT A+ B B>0.

On en déduit que x est défini positif sur 7; (Mp x Mp). Cette propriété se transporte a tout
Mp X Mp, par Pinvariance de « sous I'action transitive du groupe Sp(2n, C)x (O(2n)r x O(2n)g).
Par conséquent, s a pour restriction & Mg X Mg une structure riemannienne.

Comme conséquence immédiate, on a que la partie numérique de la fonction STrM =
STr M~ sur Mg x Mg est localement exprimée par

STrMy, = Tre® —Tref =Tre * —Tre ?
= Tr coshVA'A —Trcos VBB (7.25)

Cette fonction présente un minimum absolu en M = 1. Nous nous servirons de ce résultat.

En résumé, 1'objet mis en exergue est donc trés structuré. Il est constitué du supergroupe
complexe G = OSpg(2n|2n) avec la métrique x = STr (M ~1dM)?, et d’une sous-variété rieman-
nienne Mp x Mp. Le triplet (G, k, Mp x Mgr) est ce que 'on appelle [145], un superespace
symétrique riemannien de type C|D. La dénomination implique que le secteur non-compact BB
est symplectique (C), tandis que le secteur compact FF est orthogonal en dimension paire (D).

L’avantage des superespaces symétriques riemanniens est qu’ils constituent des espaces de
plongement valides pour les modeles sigma non-linéaires, comme on va le voir. On dénote par S
Paction construite de la maniere habituelle. C’est-a-dire, si mj(<p)dg0idcpj est ’expression de la
métrique en terme de coordonnées @' sur 'espace de plongement, dont celles désignées par i =
1,...,p sont bosoniques et celles désignées par ¢ = p+1, ..., p + ¢ sont fermioniques, alors ’action
s'écrit S = [ d?x k()0 0u¢p? . Puis, on suit Berezin [12] qui postule que la superintégration
est une opération s’effectuant en deux temps. On effectue d’abord les intégrations sur les variables
de Grassmann, c’est-a-dire que ’on différencie e~ par rapport aux variables fermioniques. Ces
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intégrations sont toujours permises. Le résultat s’exprime en terme de champs bosoniques, sous
la forme arbitraire e=50Dy. Dans un deuxiéme temps, on procéde & I'intégration sur les champs
bosoniques, qui prennent leurs valeurs sur la variété de plongement réelle Mg x M. Si ’'on met
de coté les difficultés propres a la théorie des champs (régularisation ultraviolette, régularisation
des modes zéro), cette intégrale fonctionnelle est correctement posée car nous avons construit
son espace de plongement comme une variété riemannienne, avec une action bosonique Sy bornée
inférieurement.

Le modele de WZW que nous recherchons est donc l'intégrale fonctionnelle des applications
a valeurs dans le superespace symétrique riemannien de type C|D,

(OSpe(2ni2n), STe(M~'dM)2, Mp X M) |

avec laction qui sera donnée un peu plus bas dans (7.29). (Afin de rendre le modele parfaite-
ment bien défini, on doit ajouter un terme de masse infinitésimal € [ d?z STr(M + M ') pour
régulariser les modes zéro). On I'appelera le modéle WZW de type C|D de niveau k = 1.

La stabilité du modele sigma non-linéaire avec pour espace de plongement le superespace
C|D est maintenant claire. Afin d’étendre le résultat au modele de WZW, il est nécessaire de
contrdler le terme multivalué I'[M] en plus du terme principal construit sur le tenseur métrique
k. Alors que iI'[M]/247 est imaginaire pur (et ambigu d’un multiple entier de 277) dans le
secteur FF (situation reposante & laquelle nous sommes habitués dans le monde des chaines de
spins compactes), elle est réelle (et mono-valuée) dans le secteur BB. Ce qui peut mettre en
danger la convergence de l'intégrale. Toutefois M.R. Zirnbauer a donné [150] une borne sur la
partie réelle du terme topologique. L’inégalité a été établie dans le cas particulier de My = H?
(3-hyperboloide), qui est isomorphe & Mp = Sp(2n,C)/Sp(2n) pour n = 1.

De plus, I'inégalité est optimale. Si 'on multiplie le terme cinétique de I'action de WZW
W [M] par un facteur plus petit et arbitrairement proche de 'unité, il existe des configurations de
champ violant ’inégalité et 'intégrale fonctionnelle devient instable. C’est-a-dire que le modéle
de WZW C|D se situe ezactement sur la frontiére de la zone de stabilité. 11 résulte de cela que
W [M] ne tolére 'addition d’une perturbation courant-courant JrJr qu’avec un signe fixé de la
constante de couplage.

7.7.2 Fondement de la bosonisation non-abélienne

Maintenant que notre intégrale fonctionnelle est solidement établie, nous pouvons développer
une extension supersymétrique de la bosonisation non-abélienne. Nous devons montrer que la
théorie des fermions libres de Dirac avec leurs partenaires bosoniques b-c est équivalente au
modele de WZW C|D au niveau k = 1. Pour cela, on considére la fonction de partition :

ZwawlA,A) = [DM exp-WM: A, 4),
ot W[M; A, A] est une action de WZW avec des champs de jauge couplés minimalement :
_ 1 _ - , -
WIM; A, A] = W[M] - /d% STr(M_lé)MA + AMOM ™' + AMAM™" — AA) ,
T

et A et A sont des sources extérieures prenant leurs valeurs dans osp(2n|2n). Un outil de choix
pour explorer le modéle de WZW est la relation de Polyakov-Wiegmann [107]

Wigh™'] = W[g]+ W[h™'] - % / d?zSTrg~'dgh™'0h . (7.26)
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N

A T’aide de cette relation, on obtient facilement
WlgMgg'l = WIM; g 091,95 0gr] + Wlgraz']
et en paramétrant les sources extérieures par
A=g,'0g,, A=gp'dgs, (7.27)

on peut calculer la fonction de partition Zwzw|[A, A] exactement :
Zwzwl[A, A] = /DM o Wlou Mo T Wlop ') €xp W[ng;Zl] .

Pour arriver & cette derniére expression, nous avons changé de variable de M & M' = g, M g}_z1
dans l'intégrale fonctionnelle.

On peut également faire usage de la relation de Polyakov-Wiegmann pour vérifier 'invariance
de W[M] sous les transformations locales de OSp¢(2n|2n)r, x OSpc(2n|2n)g,

M(z,2) = g;,(2) M (2, 2)gr(2) ",

Cette invariance est caractéristique de tout modele de WZW et, au niveau quantique, prend la
forme d’une symétrie de Lie affine qui est non-unitaire. Par le théoreme de Noether, I'invariance
implique P’existence de deux familles de courants conservés :

J=MoM™1t, J=M"1toM,

qui satisfont les équations du mouvement 0J = 9J = 0.
Considérons maintenant la théorie de Dirac libre supersymétrique de fonction de partition

Zoinel A, Al = [D4DFexp — [#5(30+ 415+ 6T+ A)9)

. -1/2 _0_ 0+ A
= SDet (6+A 0 .

Le super-déterminant fonctionnel est mal défini et doit étre régularisé dans l'infrarouge, en
ajoutant par exemple un petit terme de type énergie au lagrangien de Dirac,

€ (¢'S3 + ¢'S30) = 2¢(|b* + [c]> + ...) -

En utilisant des techniques standards de noyau de la chaleur [108], on peut montrer que le
super-déterminant s’identifie & I’exponentielle d’une autre action de WZW :

- _ by o+ A _
ZDirac[AaA] = SDet 1/2 (564-31‘1 Y3 > = €Xp W[ngggRlzg] )

ott les sources A et A sont une nouvelle fois supposées de la forme (7.27). En comparant les
réponses, on observe que les fonctions de partition du modeéle de WZWy_; C|D (obtenu du
supergroupe complexe OSp(2n|2n)) et le systeme de Dirac + ses superpartenaires (avec n especes
de particules) coincident :

Zpirac[4, A] = Z2wzw[¥3A%3, 4],
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sur des sources de jauge de la forme (7.27). Cette équivalence est le fer de lance de la bosonisation
non-abélienne de notre modéle.
On obtient comme conséquences immédiates les régles de bosonisation pour les courants :

1 - 1 _
09" ~ S OMM™' | T@¢'Ty ~ — M'OM (7.28)

en comparant les perturbations J - A dans les deux théories. En utilisant ces régles de bosoni-
sation, on peut réécrire une seule espéce de fermions en masse aléatoire comme un modele de
WZW avec des interactions courant-courant marginalement non-pertinentes. Toutefois, on ne
gagne rien de plus & représenter ainsi la théorie des champs du fermion.

7.7.3 Bosonisation de ’action libre

C’est un début et nous sommes & ce stade en mesure de bosoniser ’action libre des fermions
et des fantdmes bosoniques. On commence par défaire 'intégration sur les champs ¢, ¢ :

e~ Ssldl/N — /’Dd) Dq_S exp — /d2:L‘ (q_SthE + ¢t5¢ + uq])tqd) + Hd’tqq;) .

Les notations sont les mémes que précédemment & ceci prés que nous avons abandonné la
sommation sur les indices d’espeéces de fermions (I = 1,...,N) et divisé en conséquence S5 par
N. L’étape suivante est la bosonisation proprement dite. Je rappelle qu’en dimension 2, la
version de la bosonisation non-abélienne de Witten établit que la théorie libre de 2n fermions de
Majorana, ou n fermions de Dirac est équivalente & un modeéle de Wess-Zumino-Witten avec pour
espace de plongement O(2n), respectivement U(n), au niveau k = 1. Comme il sera montré dans
la sous-section 7.7.4 ci-dessous, cette équivalence peut étre étendue aux fantémes bosoniques
b-c du c6té des fermions libres. La théorie bosonisée équivalente se révele étre ce qu’on pourrait
appeler et seulement pourrait comme on I’a vu, un modeéle de WZW sur le groupe OSp(2n|2n).
En effet nous savons maintenant que nous devons demander que le champ du modele de WZW
que ’on notera M prenne ses valeurs dans ’espace symétrique riemannien de type C|D.
L’action du modele possede la forme usuelle

iT[M]

2
24w (7.29)

1
W[M] = oo /Ed% STr (M~'9,M)? +

La fonctionnelle multivaluée I'[M] s’obtient en supposant un prolongement M de M A une
3-boule B qui posséde pour bord 1’espace des positions ¥ (0B = X) :

T[M] = /S’I‘r(]\ZfldM)’\?’
B
::/@“WﬁﬁMl@memmwlmM. (7.30)
B

L’espace des positions ¥ est supposé étre une surface sans bord comme une sphére ou un tore.
A ce stade, il faut établir les régles de bosonisation qui permettront d’écrire le couplage du
champ ¢ aux bilinéaires en ¢.
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7.7.4 Fondement de la bosonisation non-abélienne, suite

Le modele C|D WZW_1, comme tout autre modele de WZW, posséde un certain nombre de
propriétés permettant, par exemple, d’obtenir les dimensions conformes des opérateurs et plus
généralement de calculer les fonctions de corrélation. Il s’agit d’étendre les résultats rappelés
dans la section 1.3.2 du chapitre 1. Nous avons insisté sur le fait qu’a un groupe de Lie, on
substituait une variété CS. Les opérateurs de trace se généralisent en opérateurs de supertrace.
Les opérateurs de courant projetés le long d’un élément A spatialement constant A € osp(2|2)
seront notés J4 = —2STr AMOM ' et JA = —1STr AM 'OM.

L’algebre de courant est fondée sur

 3STrAB | JAB(w)

TH(@) TP (w) = (z —w)? zZ—w

+ ..., (7.31)

avec le méme développement pour la partie antiholomorphe (modulo z — Z, etc).

La construction du tenseur énergie-impulsion de Sugawara est similaire. Pour I'obtenir, il
nous suffit donc de calculer la métrique sur 1’algébre osp(2|2) et le nombre de Coxeter dual C,4
comme on l’a fait dans le cas de SU(2) appliqué & la théorie conforme de la chaine de spins
s=1/2.

On obtient pour osp(2|2) le nombre de Coxeter dual :

Cad: _27

dont le calcul peut étre généralisé & osp(2n,2n) pour donner la méme valeur. Le nombre de
Coxeter dual ne dépend pas de n. Remarquons qu’il est négatif! On verra que cela est nécessaire
pour que les dimensions conformes du champ fondamental du modéle de WZW soient positives.

Ayant obtenu ce nombre, on peut calculer le tenseur énergie-impulsion de Sugawara et
construire la théorie conforme associée. La charge centrale de la théorie est nulle par super-
symétrie (voire chapitre 5). La formule de la charge centrale (1.11) du chapitre 1 se généralise
donc aussi, la dimension de 1’algébre devenant sa superdimension, or dans notre cas sdim(g) =
sdim(osp(2(2)) = 0.

La théorie est donc invariante conforme et 1’on peut chercher & calculer les dimensions
conformes des opérateurs primaires, en particulier celles de M (w,w), le champ de WZW dans
la représentation fondamentale. Les formules (1.12) se généralisent donc.

Notons maintenant Cjs = r;je'e’ le Casimir quadratique invariant de osp(2n|2n), et (Apr, Apr)
les dimensions conformes du champ M. On obtient que Cjr = —1/2, ce qui donne une dimension
d’échelle totale de 1 pour le champ M :

Cu -1 / 2 _q

im(M) = A Ay =2 =2 =
dlm( ) M+ Anpm Xl—l—Cad X1_2

Cela signifie que la fonction de corrélation & deux points (M M) se comporte comme le carré
inverse de la distance. L’invariance globale G, X Gg contraint 'OPE de M avec lui-méme & la
forme

€2

SFPI'AM(Z,Z) X SF_PI'BMil(’LU,U_J) = —W
Tz —Ww

STrAB + ...,

ou £ est une unité de longueur qui dépend du schéma de régularisation. Les supermatrices A et
B sont des éléments arbitraires de osp(2n|2n).
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On revient maintenant au systéme des fermions de Dirac avec son cortége de fantomes. Le
résultat de ’OPE qui a été donné dans (7.12) peut étre mis sous forme invariante

STr AB

STr Ad(2)' (2)Z3 x STr BE3¢(w)d' (w) = “ @l —wl)?

La présence des facteurs X3 est & ’origine du signe moins global dans le membre de droite. Les
OPE sont en accord si on identifie M/£ avec ¢p¢'Y3, et M~1/¢ avec ¢¢*S3. De plus les OPE de
ces champs avec les courants des théories respectives sont identiques également & ’ordre d’une
boucle. En calculant les fonctions de corrélation & trois et quatre points, on trouve [74] que la
correspondance persiste & des ordres plus élevés. Cela nous conduit aux régles de bosonisation

pd'T3 ~ (2ml) M, et Nzpdt ~ (2n8) ML (7.32)

Leur statut est le méme que dans le cas standard [39].

7.7.5 Bosonisation du couplage au champ ¢

Les reégles de bosonisation nous enjoignent donc de remplacer la théorie de Dirac libre,
augmentée des superpartenaires, par le modele de WZW d’action W[M], et les bilinéaires ¢p¢*33
et L3pp" par £ M respectivement £~ M ~!. Le facteur £~ dépend du schéma de régularisation
et permet simultanément une dimensionnalisation correcte de ’expression. C’est bien ce que I'on
fait et, posant T = eX avec X = —33X%3, de sorte que ¢X3 = TE3T 183 = X = T2 on
obtient

e—S5/N — /DM exp (_W[M] _ %/deSFI\r(MT_Q _|_T2M_1)) .

Puis, on 6te le facteur 72 = eX du second terme dans le poids de I’exponentielle, en changeant
les variables d’intégration de M & M' = MT? :

e~ Ss/N :/DM’ exp (—W[M’TQ] - %/d%ST&:(M'JrM'—l)) :

Maintenant 72 apparait dans argument de la fonctionnelle de WZW W [«], alors que le second
terme est devenu un pur terme de masse.

La derniére étape du raisonnement consiste a utiliser le fait que 'opérateur de masse a pour
dimension 1, ce qui en fait un terme pertinent dans l'infrarouge. Le terme de masse peut alors
étre vu comme un potentiel semi-classique dont il nous faut trouver le minimum, de fagon a
déterminer la polarisation de M. Comme on I’a démontré, le potentiel STr(M + M 1) posséde
un minimum absolu en M = 1, ce qui découle de la définition de I’espace de plongement comme
un superespace symétrique riemannien (confére équation (7.25) ci-dessus). L’approximation la
plus simple consiste donc & supposer que le champ M’ est polarisé en I'unité, ce qui fournit

2
Ss[dl ‘q:Tst_l — NW[T?].
Développant le potentiel semi-classique au voisinage de M’ = 1, il est patent que la masse
associée vaut \/,u—/ﬁ L’approximation est donc justifiée pour la physique se jouant a des échelles
de longueur supérieures a \/E/—u Remarquons que si I’'on applique ’approximation du point-col
apreés avoir suivi le flot amenant une valeur faible de g & I'unité (typiquement), les deux échelles
de longueur Z et u ! =~ 2¢,/g/7 sont identifiables. C’est donc cette échelle de longueur p~! ~ £
qui fixe le cut-off & courte distance du modéle sigma non-linéaire.
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7.7.6 Détermination des constantes de couplages [ et 6

En insérant M = T? = ** avec X = —¥3XY3 dans le premier terme de W[M] et en
comparant avec Seg[g] pour ¢ = TE3T ™! = X %3, on en déduit immédiatement f = 1/N. On
peut vérifier ce résultat pour f par un développement en gradients de S5, sans passer par le
modele de WZW. Un calcul plus précis, qui prend en compte la valeur finie de p/¢, donne

1
f= N1 —e/9)"

Nous abordons maintenant la question du calcul de ’angle topologique 8. On attend du
terme topologique de I'[M] du modele de WZW qu’il fournisse le terme topologique du modéle
sigma, non-linéaire. C’est pourquoi on commence par effectuer la substitution M = T? dans
['[M]. Ce faisant, le terme topologique est réduit a zéro. La raison en est que X,, ne peut servir
de support & la substitution. Ecrire I[M] de la forme (7.30) requiert une extension réguliére de
M A la boule B. Si nous persistons & vouloir plonger M3 = T?%3 = ¢q dans X,,, nous sommes
certains d’échouer puisqu’a cause de I'obstruction topologique II3(X,,) # 0 (pour n > 1), un tel
prolongement ne peut exister.

La seule fagon de contourner (au sens propre comme au figuré) l'obstruction est de per-
mettre & g de prendre ses valeurs dans un espace plus grand, typiquement le groupe complexe
OSp(2n|2n). Alors, si 0 < s < 1 est une coordonnée radiale de la boule B, nous pouvons opter
pour le prolongement

(7.33)

M(z,s) = T(z)exp (xisnS3/2) T(x) " (Fil3) .

Pour s = 1 on a M(z,1) = T(z)23T(z) 83 = q(z)3, tandis que pour s = 0 on a M(z,0) =
FiX3, indépendant de z. En insérant ce prolongement dans l'expression (7.30) pour I'[M], et
en changeant le domaine d’intégration de B 4 ¥ = 9B (invoquant le théoréeme de Stokes), on
obtient ] )
if[q&;] = :i:3—2 /Z d*z € STrq0,q 0,9 .

Compte tenu de la relation Ss[g] = NW[gXs] et de la formule pour W[M], la comparaison
de ce résultat avec 'action du modele sigma non-linéaire (7.23) nous livre la valeur de I'angle
topologique

0=+Nm. (7.34)
L’ambiguité de signe provient du caractére multivalué de I'[M]. Naturellement, cela ne préte
a aucune conséquence puisque la physique du modeéle sigma non-linéaire est périodique dans
I’angle topologique @, tant que I’espace des positions est une surface sans bord .

Pour étre complet, il reste & calculer 'incidence d’une énergie finie E' # 0 sur le modele sigma,
non-linéaire. En décalant ¢ — ¢ —i(E/2u)X3 dans (7.24), et en développant & 1’ordre linéaire en
E, on obtient ’action totale effective
Sela] = Sestlq] — Wé\;E
Finalement, un calcul standard partant du lagrangien (7.8) donne lexpression suivante de la
densité d’états locale :

/ d?zSTrq%3 . (7.35)

N
v(E;z) = ngRe/’DqTquF(a:)ag e Smld (7.36)

ou on garde en mémoire que ’action fonctionnelle doit étre calculée avec une partie imaginaire
positive ImFE > 0, dans la limite ImFE — 0.
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7.8 Modéle sur réseau

Nous cherchons 4 donner de la symétrie D un exemple de réalisation sur réseau. Nous allons
pour cela nous servir des enseignements du chapitre 4. Nous y avions rappelé que le modeéle
de Chalker-Coddington donne une bonne image de la transition dans l'effet Hall quantique
entier. Puis, suivant Read, nous en avions donné une version de seconde quantification qui
autorisait des opérations de moyenne. Le hamiltonien effectif qui en avait émergé, correspondant
a la limite fortement anisotrope du modele, est celui d’une chaine de superspins C = 0 de
symétrie psu(1, 1/2) . Nous avions donné une construction générale (dépassant le cadre du groupe
PSU(1,1]2)), d’'un modele sigma non-linéaire censé décrire la physique de basse énergie du
modele. En particulier cela suffisait & obtenir la valeur de 1'angle topologique du modéle sigma
non-linéaire.

Nous nous proposons de faire de méme ici en implémentant sur réseau la symétrie D. L’intérét
de ce calcul est double. Il permettra de confirmer la valeur de ’angle topologique, d’une part, et
de proposer un modéle numérique de réalisation de la classe D et, peut-étre, de I'une des phases
qui seront proposées dans la section 7.11.

7.8.1 Construction du modéle

Le modele sur réseau que 1’on souhaite construire doit satisfaire, pour étre représentatif de la
symétrie D, au moins deux contraintes. Nous demandons qu’il brise I’invariance par renversement
du temps et 'invariance SU(2) de spin. Ces conditions sont vérifiées par le modele de Chalker et
Coddington qui constitue donc un bon point de départ. On demande aussi que la charge ne soit
pas conservée (la charge des quasiparticules dans un supraconducteur ne 1’est pas). En cela notre
modele doit différer de celui du réseau de 1’effet Hall. C’est pourquoi, on peut choisir un modeéle
sur réseau réel (aucune référence a la charge). Il ne sera donc pas nécessaire d’introduire des
particules avancées dans la description de seconde quantification. Le désordre ne pouvant étre
mis sur les liens, puisque I’on renonce aux phases, il est inclus dans les vertex. Les opérateurs de
vertex sont donc des matrices de diffusion appartenant & SO(2), et plus généralement SO(2N)
pour N fermions. Ca n’est bien siir pas un hasard si I’algebre de Lie de ces matrice est Dy. Le
réseau est représenté schématiquement sur la figure 7.1.

On considére maintenant le cas N = 1, que I'on généralisera ensuite. On introduit donc sur
chaque site ¢ un boson b; et un fermion f;. Une des directions du réseau est identifiée a un
temps. Je rappelle qu'un site est un chemin suivant ou rebroussant la fleche du temps. Une fois
la direction du temps fixée, on peut calculer la matrice de transfert effective pour le réseau,
ou un hamiltonien effectif dans sa version anisotrope. Suivant la démarche introduite dans le
chapitre 4, on effectue une transformation particule-trou sur les sites descendants (rebroussant
le temps) :

Bl—b bbbl flofi fio £

transformations qu’on inversera a la fin des calculs. Cela permet de nous ramener & un modeéle
sur réseau dirigé, qui a le mérite de ne pas étre bipartite.

Les opérateurs de vertex V;;.; sont les matrices de transfert locales dans la direction du
temps qui mélangent les particules des sites ¢ et 1 + 1. L’opérateur de vertex liant les sites 1 et
2 s’écrit par exemple :

Vio = exp (m(b{bg + f{rf2) - €m(b£b1 + f;rfl)) .
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F1G. 7.1 — Réseau alterné SO(2N) .

Lorsque ¢ = 1, l'opérateur de vertex est orthogonal et correspond au cas du réseau dirigé
(Péquivalent du métal chiral rencontré dans le chapitre 4). Lorsque ¢ = —1 , l'opérateur de
vertex est symplectique et on retrouve le modele de départ. Pour ce qui nous concerne, il nous
suffira donc de faire ¢ = —1 & la fin des calculs.

Moyennant sur les angles de SO(2), & savoir m, suivant une distribution gaussienne, on

obtient un opérateur de vertex effectif : Vi9 = exp (g(b{bg + f{'fg — sbgbl — sf;rfl)Q) ou g est
Iintensité du désordre. Plus g est faible, plus ’anisotropie est forte.
On introduit maintenant les générateurs :

K® =3y +3) B=jny—3) K*=300° K~ =30,
1 prt

— 1 - _ — 1 - _ 1
V= bt Vo= Wt = Zblf W= bf,

vl

qui forment une algebre osp(2]2) . On remarquera que ces générateurs spécifient implicitement
une forme réelle de 1’algebre complexe, si I’on suit le produit scalaire naturel des opérateurs de
création/annihilation. En particulier la sous-algeébre bosonique est ici Sp(2, R)x0O(2). On peut
alors réarranger les opérateurs de création/annihilation du vertex effectif en :

Vio =exp (8¢ Hi2) avec Hip= —eK{KJ+eB1By+ sK; K + 1K Ky
WiV + SViITWy + eWT Vb + eV Wi
Hi est 'opérateur de Laplace-Casimir sur osp(2|2) .
La version de premiere quantification de ce modéle sur réseau est une généralisation continue
d’un modele proposé par S. Cho et M.P.A. Fisher pour rendre compte du modele d’Ising en liens

aléatoires mais avec une distribution du désordre binaire [34]. Des techniques de transformation
couleur-saveur ont été appliquées & ce dernier modéle dans [16].

Opérateur d’énergie

Comme on I’a vu, et contrairement au modéle de Chalker et Coddington, une particule qui
se meut sur le réseau ne prend pas de phases aléatoires sur les liens entre diffusions sur les

M. BOCQUET



tel-00001560, version 1 - 14 Aug 2002

Fermions de Dirac aléatoires en dimension 2 :
156 Supraconducteur désordonné dans la classe D

vertex. Cependant, si on suppose que cette particule est d’énergie F, son transport sur un lien
lui confere une phase additionnelle de F a, ou a est le pas du réseau, c’est-a-dire la distance
parcourue (ou le temps passé) sur le lien.

Dans le cadre du formalisme de seconde quantification, le décalage dans la phase se traduit
par un facteur supplémentaire dans la matrice de transfert totale :

E =exp (iEaZej (K]O + Bj)) ,
J

avec € prenant la valeur +1 ou —1 selon que le site j correspondait originellement & un chemin
montant ou descendant.

7.8.2 Représentation et états cohérents

On note |ny,ny) les états nombre de particules. Tous ces états appartiennent a l'une des
deux représentations atypiques de plus bas poids de osp(2|2)*. On les distingue par le nombre
quantique ny. Leur état de plus bas poids est pour 'une |2) = |0,0) et pour 'autre |Q') = |0, 1).
L’espace de Fock est alors scindé en deux parties bien distinctes. La fonction de partition qui y
est construite se décompose par conséquent en deux contributions.

Il est aisé de constater que les deux représentations sont toutes deux atypiques, parce qu’un
des trois opérateurs d’échelle (montant) de la superalgebre osp(2|2) annihile 1’état de plus bas
poids.

Etats cohérents

I1 est alors naturel de construire les états cohérents suivants :

|Q) = exp (ZKJr +E&VT —zK™ —EW‘) |2) ,
Q') =exp (KT +EWT —zK~ —€EV7) |€Y).

Chacun des deux ensembles engendre les états d’une des deux représentations.

Les états cohérents duaux des précédents sont définis par conjugaison hermitique en utilisant
la conjugaison canonique dans l’espace de Fock et la convention supplémentaire (qui n’est pas
strictement nécessaire) sur les variables de Grassmann : ¢&f = € et ET = £. Ces états cohérents
ont été construits de maniére  étre de norme unité : (Q|Q) = (Q'|Q") = 1.

IlIs forment une ”base” d’états surcompléte. Leur propriété essentielle est qu’il existe une

résolution de I'unité
1

1—2z— &€

qui permet la construction des intégrales fonctionnelles. La mesure de la variété formée par ces
états peut étre lue sur la formule précédente.

/ dEdedzdz > 1o)Q =1,
|z|<1 T

“On trouvera dans [8] une construction des états cohérents de osp(2|2) élaborée sur toutes les représentations
de la superalgebre, pas seulement les représentations atypiques. Toutefois ces états cohérents different de ceux
que j’ai introduits parce qu’ils ne sont pas naturellement normalisés.

Chaines de Spins, Fermions de Dirac, et Systemes Désordonnés



tel-00001560, version 1 - 14 Aug 2002

7.8 Modele sur réseau 157

7.8.3 Représentation fonctionnelle de ’opérateur de Laplace-Casimir

Nous allons maintenant mettre en ceuvre les enseignements de la section 4.4 du chapitre 4.

On désigne par {T°}, une base arbitraire de l'algebre de Lie osp(2|2)et soit K sa forme
de Killing. Elle est non-dégénérée et nous pouvons par conséquent appliquer sans détour les
résultats de la section 4.4. Nous pouvons nous contenter d’écrire la représentation fondamentale
sur laquelle est construite le modéle sigma non-linéaire, puis calculer les paramétres 7 et k. Ces
derniers pourraient sans nul doute étre obtenus en fonction de caractéristiques de I’algébre et de
la représentation (index de la représentation, nombre de Coxeter dual de I’algébre) mais I’intérét
de le faire est inexistant. Je rappelle qu’on note kg le tenseur métrique sur I'algébre défini par
Kab = K:(Ta,Tb).

On introduit donc la représentation matricielle 4 x 4 de ’algebre. D’autres choix sont pos-
sibles (comme une représentation 3 x 3), mais la représentation choisie nous permet de faire le
lien avec la dérivation du modéle sigma non-linéaire de la section 7.7. On définit 1’algebre des
supermatrices de gl(2/2) :

[Eab, Eed] = S4cEaq — Saa(—1)(la 0D

On prendra garde au fait que le commutateur doit étre compris comme un supercommutateur.
La représentation matricielle des générateurs de osp(2|2) est avec ces notations

K® = }(Ey; — Ess) B = }(Es — Bu)
Kt =F;3 K™ =-E3 7 37
Vvt = %@(Ez?, — E4) Vo= %(Em + E34) (7.37)
Wt = %(Eu —Ey;3) W™= —%(E& + E4)

II est alors facile de vérifier que k = 2. Pour calculer 7, on effectue

A = S(QUT)(T) = (T |)ao(T?)
= QUKD (—e)p(K") + 1 (QBI9) (+e)(B)
= —%P(KO) - %p(B) = —%(En + E99 — E33 — Ey4)
= —%23 ,

N = (@ITIRT) = (T (T
= RN (—)plK) + (| BI2) (+e)p(B)
= —%p( 0+ ip(B) = —%(En — Eyy — E33+ Eu4)
= —%azg

Demandant A2 = A% = 1, on obtient n = 1/8. La construction du modele sigma non-linéaire a
énergie nulle en découle :

1 1
S:3—2/ dz dy " STy (QBNQ&,Q)—?)—2/ dx dy STr (BNQG"Q).
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7.8.4 Représentation de 'opérateur d’énergie
On calcule maintenant les éléments de matrice sur les états cohérents de la partie du ha-
miltonien qui correspond & l'opérateur d’énergie Hg = iE ) j el (KJO + Bj). On obtient sur les

sites impairs :

(QHe|Q) =iB Y& (QK) + B;|Q) =iB Y& n (QF +QF)

J J

- Z'Enz ¢l %nSTr ((o(K7) + p(By))) Qj)

=iEn Y ¢ STr (S5Q;) .
J

Puis, compte tenu de ce que eJ = (—1)/ mais aussi de ce que la matrice Q conjuguée vaut
@ = —Q sur les sites pairs, I’élément de matrice vaut

(Q|He|Q) = iEnZ STr (23 Q;) ,

J

sur tous les sites. Finalement le modele sigma non-linéaire s’écrit
1 1
S = 3—2/ dz dy "’ STr (©20,Q0,Q) — 3—2/ dz dy STr (0,20"Q)
 E
+1 S—G//da:dySTr (QX3).

7.8.5 Généralisation a N especes de fermions

Le modéle sur réseau est généralisé de la fagon suivante. On introduit N espéces de fermions
sur chaque site que I'on indexe par les variables k et [. Les opérateurs de création/annihilation
qui leur sont associés sont notés f,;r , fk- On leur attribue également des partenaires (fantomes)
bosoniques b}; et bg. On effectue les transformations particules-trous de la méme maniére que
dans le cas N = 1. Les particules sont diffusées sur les vertex par des matrices othogonales de
SO(2N). Un opérateur de vertex représentatif (matrice de transfert locale) est de la forme :

b1, it
Vig = exp <(bi,kabg,k)Mk’l ( ba, ) * (fir’k’f;’k)Mkl ( fou )>

A eC
ou Mkl = ( T ) .
-t B/,

A et B sont des matrices antisymétriques, tandis que C' est une matrice réelle. Selon que ¢ vaut 1
ou —1, la matrice de transfert locale appartient au groupe SO(2N) (réseau dirigé) ou au groupe
SO(N, N) (réseau alterné). Comme précédemment, nous ne sommes ici intéressés que par le cas
e=-—1.

Les angles aléatoires de diffusion sont distribués selon la loi gaussienne

P(M) = exp (—%’I‘r(MQ)) :
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On proceéde ensuite comme pour N = 1. On moyenne sur les matrices SO(2N) et on obtient un
hamiltonien effectif. Le résultat, par exemple pour le hamiltonien local décrivant I'interaction
des sites 1 et 2, se décompose comme une somme d’opérateurs plus deux opérateurs de Casimir
qui vivent sur les sites 1 et 2 respectivement. On peut montrer que ceux-ci sont nuls sur les deux
représentations avec lesquelles on travaille. L’opérateur de Laplace-Casimir est alors le méme
que dans le cas N =1 & ceci pres que les générateurs sont les sommes des générateurs construits
sur chacune des especes :

8
V12 = exp (Wg H12> avec H12 = —EK?KS + €BlB2 + %KI_K; + %KTKQ_
s WiVy + VT Wy + 5eWT Vo™ + 5eVi Wy

Par exemple, les générateurs de Cartan sur le site 1 sont :

N 1[N & S 1(_N 5

0 0

K=Y k=5 (34X m,) = Ym= (-5 X))
Pt pa k=1 k=1

Pour ce qui est des représentations, nous cherchons les états de plus bas poids singulets sous
Paction de SO(N). C’est pourquoi, on introduit sur chaque site les états de plus bas poids

N
) =10y, 1)=]]r0),
k=1

ou |0) est le vide de ’espace de Fock. Cela définit deux représentations atypiques disjointes de
o0sp(2|2) similaires aux précédentes mais avec des poids qui different. Les états cohérents sont
donc définis pareillement mais avec de nouveaux états de plus bas poids et des générateurs
d’échelle sommes. Les variables continues qui indexent ces états cohérents sont notées de la
méme fagon. La nouvelle résolution de I’identité est alors

2 1

N
/|z|<1d§d§d2dz [E m] |Q)(Q =T.

L’application de ’espace de Fock sur la représentation en terme de matrice ) est inchangée si

I'on excepte les adaptations A = —% Yyet AN = —% o ¥3. On obtient alors n = N/8 et g est

remplacé par g/N. Ces changements conduisent & un modéle sigma non-linéaire de parametres

2
0=+Nmn et =N
La valeur de ’angle topologique est en parfait accord avec (7.34). Le fait que la constante de
couplage soit distincte de la valeur que nous avions obtenue par le développement en gradients
(ce & quoi on doit s’attendre en prenant la limite anisotrope) n’a rien de restrictif puisque,
contrairement & l’angle topologique, elle n’a aucun caractére universel et, comme on le verra
plus loin, tend vers 0 dans 'infrarouge.

Pour finir je mentionne qu’il est utile, tout particuliérement pour le calcul numérique, d’ob-
tenir la version de premiére quantification du réseau. Pour cela, on procéde a la facon de Chalker
et Ho (voir section 4.2 du chapitre 4) et on montre que I'on obtient bien N fermions de Dirac
en masse aléatoire avec une matrice de masse correspondant A 'opérateur (1) + &(2).
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7.9 Densité d’états

Dans la section 7.5 nous avons signalé que tant que les fluctuations sont négligées, le champ
composite ) prend une valeur moyenne non-nulle g sur la variété de point col. Comme @) a
été introduit par le biais de son couplage au terme bilinéaire gblﬂ + élcﬁf, ce dernier acquiert
également une valeur moyenne non-nulle, interprétée comme une densité d’états non-nulle en
E=0.

Cela se produit alors que la théorie de Dirac ne posseéde aucune échelle de masse (en dehors
d’un cut-off qui dépend de la réalisation physique de la théorie) et donne un exemple (le second
dans cette these, confére section 1.2 du chapitre 1) de masse engendrée dynamiquement. Une
valeur fixée du parametre d’ordre @) brise la symétrie OSp(2n|2n) et conduit a l’existence de
modes de Goldstone qui donnent la théorie de basse énergie que représente le modeéle sigma
non-linéaire (7.23).

Quel est Veffet des fluctuations du parametre d’ordre? Le théoreme de Mermin-Wagner-
Coleman (extension & tout type de théorie des champs du théoréeme de Mermin-Wagner rappelé
dans le chapitre 1) affirme qu’aucune symétrie continue ne peut étre brisée en dimension 2. Ce-
pendant le théoréme ne s’applique qu’aux symétries continues compactes, ou aux modeéles sigma
non-linéaires d’espaces de plongement compacts. Dans ce dernier cas, le groupe de renormali-
sation part vers le couplage fort, les fluctuations s’amplifient et, dans I'infrarouge, rétablissent
la symétrie potentiellement brisée. C’est précisément & ce type de physique qu’est consacré le
chapitre 2 de la thése. Or les modeles sigma non-linéaires supersymétriques (ou dans la limite
d’un nombre de répliques nul), et/ou non-compacts peuvent étre asymptotiquement libres dans
Iinfrarouge : le flot conduit & un point fixe gaussien qui correspond & un métal parfait. C’est ce
qui se produit dans le cas d’un systéme d’électrons avec couplage spin-orbite et qui est invariant
par renversement du temps (classe AII, ou encore ensemble de Wigner-Dyson S = 4).

Comme cela a été mentionné dans [22], c’est également ce qu’il advient de notre modele
sigma non-linéaire. Voyons comment...

7.9.1 Groupe de renormalisation

Friedan [47] a prouvé trés généralement qu’a I'ordre d’une boucle la fonction f d'un modele
sigma non-linéaire ayant un espace de plongement de métrique k, est déterminée par le tenseur
de courbure de Ricci R :

ds _5 4
dln¢  2x 7
La métrique de notre espace de plongement est k = —(87f) 1STr (dg)2. Le calcul du tenseur de

Ricci réclame quelques connaissances en géométrie différentielle et sur les propriété des espaces
symétriques. En particulier, il est possible de le calculer & partir des propriétés algébriques du
groupe de Lie sur lequel est construit ’espace symétrique. C’est-a-dire que le tenseur de Ricci est
relié aux constantes de structure de ’algebre. Concrétement, on paramétre ¢ par g = eX Xze™X
avec la contrainte Y3 X¥3 = —X qui est une maniére de fixer la liberté de jauge dans X. Alors
le tenseur de Ricci est le tenseur invariant de rang 2 défini par la forme quadratique [60]

Ry(X,X') = —STrad(X)ad(X")

sur I’espace tangent & X =0, ou ¢ = X3.
Pour un espace symétrique irréductible, ce tenseur est un multiple (constant) de la métrique.
De plus la constante de proportionnalité est indépendante de n par supersymétrie, et on peut

Chaines de Spins, Fermions de Dirac, et Systémes Désordonnés



tel-00001560, version 1 - 14 Aug 2002

7.9 Densité d’états 161

se contenter de la calculer dans le cas n = 1. A cette fin, on évalue les deux tenseurs sur un
élément de I’espace tangent, par exemple H = h Epp ® 0.

Les valeurs propres de I'action adjointe sont par définition les racines de I'algebre. Dans la
troisiéme partie de cette section, je détaille la structure de ’algébre dans le cas n = 1. On utilise
ici le fait qu’il existe deux racines (positives) non-nulles, une racine bosonique 2h de multiplicité
1, et une racine fermionique & de multiplicité 2. C’est pourquoi

—Ro(H,H) = (2h)? — 2h%* = 2h? = STrH? .

Ce qui donne R = STr (dq)2 /4. Exprimée avec le couplage f, I’équation du groupe de renorma-
lisation & une boucle s’écrit y
[ (7.38)

dlnf
On intégre ensuite cette équation de 1’échelle du cut-off ¢y a ¢, avec la condition initiale

fo=flo) =N 1 —e/9)71,
pour trouver que la constante de couplage f tend vers 0 comme l'inverse d’un logarithme :

fo

1O = T e

(7.39)
Cela s’interprete par le fait que le systéme devient un métal parfait, de résistivité (~ f) tendant
vers 0 dans la limite thermodynamique (c’est-a-dire & grande distance). Il en résulte que la
symétrie brisée OSp(2n|2n) n’est pas restaurée, reste vraiment brisée, et la densité d’états sera
assurément non-nulle en £ = 0, comme on le prouvera sous peu.

7.9.2 Renormalisation de la densité d’états

Nous allons maintenant calculer la densité d’états locale en s’appuyant sur la formule (7.36).
Nous allons suivre le flot du groupe de renormalisation du cut-off £y (physiquement le libre par-
cours moyen effectif du systéme) jusqu’a la taille du systéme L, puis nous évaluerons I’intégrale
fonctionnelle (7.36) dans I’approximation zéro-dimensionnelle. Le cut-off initial est pris pour la
longueur associée 3 la masse engendrée dynamiquement £y ~ p~!, qui établit I’échelle & partir
de laquelle le régime "balistique” des fermions libres atteint celui du modéle sigma non-linéaire,
c’est-a-dire la diffusion. (On comprend que la réduction au modele sigma non-linéaire est va-
lide sur les échelles de longueur supérieures & 1/4 en revenant sur ’argument de bosonisation
non-abélienne donné en début de section 7.7 .)

On commence par ajouter un terme de source \ [ deT‘quFag a laction fonctionnelle que
Pon différencie par rapport & A au point A = 0 (’astuce déja utilisée dans le chapitre 6). On tire
de [47] que le parameétre A obéit & I’équation du groupe de renormalisation

dX

dme ~ 1CH

ot C, est le Casimir quadratique de osp(2n|2n), normalisé selon la métrique —STr (dg)?/8 et
évalué dans la représentation sous laquelle se transforme le champ ¢. Ce nombre se révele négatif :

Cyo=-1.
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Comme on va le constater, cela conduit & une divergence logarithmique dans la densité d’états
a la limite thermodynamique.

On suppose que le systeme est de taille L. Dans notre cas précis, A est proportionnel & y
(voir équation 7.35). Or u, bien que de dimension canonique la dimension d’une énergie, ne se
renormalise pas. C’est pourquoi si I'on introduit la constante de couplage €(£), de valeur initiale
€0 = uNE/2g (Panalogue de A\ pour notre systéme), son équation de flot prend un facteur
linéaire supplémentaire :

dlne
dIn?

En intégrant le flot de €(£) du cut-off microscopique £y jusqu’a la taille du systéme L,

=1+qfl=1+7.

4
€(0) = e(1) exp / F(¢)dint
1
et en insérant la dépendance de la constante de couplage f (7.39) dans I’échelle, on obtient

e()/e(1) = £ (1 + foln(f)) -

Comme précédemment, on note la densité d’états locale par v(E, f,A,L), ou A est un cut-
off pour le modele sigma non-linéaire qu’il ne sera pas nécessaire de préciser. La dimension
canonique de v provient de la masse engendrée dynamiquement p d’aprés (7.36). Comme elle
ne se renormalise pas, il est préférable de conduire I’étude du groupe de renormalisation sur la
quantité sans dimension p = v/u. L’analyse conduit & la dépendance dans 1’échelle £ suivante :

f(o)
p(EafaAaL) = €xp (/f(l) q %) p(EE(g)/EO,f(f),A/E,L) :

Une analyse dimensionnnelle élémentaire donne & toute échelle £ :
p(E, f, A, L) = p(EL, f,AL,L[?) .

Si bien que ’on obtient

[0
p(l) = p(E, f,A) = exp (/f(l) q %) p(ELe(l)/eo, f(£), A, L/E) .

Le facteur d’échelle £ peut croitre jusqu’a la taille du systéme £ = L/£,, de sorte que

p(€) = (1 + fo In(L/o)) p (E L/l €(L/o) /€0, f(L/bo), A, o) -

Pour une taille du systéme L suffisante, f(L/£y) est proche de zéro. De plus la taille du systéme
pour laquelle le p du membre de droite est évalué est £y, le cut-off physique. De sorte que,
pour une énergie initiale F/ suffisamment faible, on approche du régime des matrices aléatoires.
Dans cette limite E e(L/£y)/€eo devient grand et la densité d’états locale dans approximation
des matrices aléatoires est constante (’énergie devient beaucoup plus grande que 1’écart moyen
entre niveaux). On obtient donc & énergie nulle E =0 :

v(fo, L) o< pfoln(L/4) ,
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qui est un résultat donné précédemment par Senthil et Fisher [121].

En fait, nous pouvons préciser notre résultat. Nous pouvons en effet évaluer I’expression
p(E L/ e(L/ly)/eo, f(L/by),A,£y) dans Vapproximation des matrices aléatoires. L’intégrale
fonctionnelle peut alors étre calculée en ne retenant que les modes spatialement homogeénes
q(z) = qo (approximation des modes zéro) :

N iuNE2
V(E,by) = ’2‘79 Re / Dgo Tr(qgpos) exp (“2—90 STr qozg) : (7.40)

Cette expression ne dépend plus du couplage f. Le calcul de cette intégrale est le sujet de la
prochaine partie de cette section. En utilisant le résultat donné plus bas (7.45), on a

sin(27;, EL?)

V(EaanL):DL‘I_ InEL2 )

(7.41)

o, = % (1+ foln(L/by)) -

L’approximation des matrices aléatoires n’a de sens que si ’énergie E est suffisamment faible
pour permettre au systeme d’explorer la totalité de son espace des phases, et en particulier de
I’espace des positions de taille L. On traduit cela en supposant que la validité des résultats
est limitée aux énergies basses £ < FE,.. La borne énergétique F. est I’énergie de Thouless
E. = D/L? ot D = g/(2ruN fy) s’apparente 4 une constante de diffusion. Dans le régime
opposé E > FE., on peut utiliser la théorie des perturbations & une boucle qui fournit

_ 1 d’k 1
vE) = P+ %Re/ (27)2 Dk? — 2iE

_ 1 D \?
Vg0+87r—2Dln <1+(2E€%) ) , (7.42)

ou l'intégrale sur les moments a été coupée par le cut-off |k| < 1/¢y. La partie de la densité
d’états qui dépend de Iénergie se comporte comme In(1/F) sur les échelles intermédiaires, et
comme E 2 dans le régime asymptotique des grandes énergies E.

7.9.3 Limite des matrices aléatoires

Dans le cas n = 1, nous allons calculer la superintégrale
1 L
I(e) = 2 Dq Tr(gppo3) exp zie STrq¥s

out Dq est la mesure invariante de Berezin sur le superespace symétrique X; (Section 7.5). La
mesure est supposée normalisée [Dg exp %ie STrg¥3 = 1. Cette intégrale est apparue dans
(7.40), et s’identifie & la densité d’états dans la limite des systémes de petite taille (régime
ergodique ou limite universelle des matrices aléatoires). Il est possible de montrer que I(e)
est semi-classiquement exacte, c’est-a-dire égale & sa valeur dans I’approximation du point-col
(généralisation supersymétrique du théoréme de Duistermaat-Heckman [41, 42]). Comme ce type
d’analyse sort du cadre de ce travail, nous préférons emprunter ici une voie plus pédestre.
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La premiere étape du calcul consiste a se doter d’une paramétrisation pour la supermatrice
g. Je choisis ici de ne pas reproduire la paramétrisation de la publication, mais d’en donner une
autre. Elle est une preuve, s’il en fallait une, que le calcul sur les supervariétés que 1’on rencontre
en physique des systemes désordonnés, peut ne pas étre bénin et qu’il n’est pas toujours possible
de faire I’économie de la rigueur.

Paramétrisation de la variété de point-col

Dans cette sous-section, on réorganise par commodité I’espace boson-fermion et particule-
trou, de telle sorte que les supermultiplets s’écrivent maintenant

c
_ | ¥
¢= b
(2
La transposition orthosymplectique s’écrit donc maintenant :
¢t = (ba ¢+1 —C, Il/)—) (743)
On a ¢ = —¢!'7, ol on se souvient que 7 = Epp ® ios + Err ® 01. 1 dénote ici la super-
transposition standard. Il en résulte que la condition X = —X* d’appartenance de X 3 l’algébre
complexe osp(2|2) s’écrit explicitement X! = 7XT77! = - X.

J’utilise cette relation, ainsi que les contraintes de réalité sur ’espace symétrique X, pour
obtenir les éléments de la forme réelle associée. Elle peut étre paramétrée par quatre nombres
réels z = 0 —ip, a et [ ainsi que quatre variables de Grassmann indépendantes 7,7, £ et & (il n’y
aucune conjugaison complexe sur les variables de Grassmann). Un élément générique s’écrit :

wa n 0 0 0 0 = ¢
7B o o 00¢ 0
X=10 0 —ie 7 |72 &0 0
0 0 -n —ifB £ 00 0

z* désigne le conjugué complexe de z. Cette représentation matricielle est en fait la méme que
celle donnée par les générateurs (7.37). J’ai écrit la matrice comme une somme de fagon & mettre
en évidence la décomposition de cette forme réelle de la superalgebre de Lie osp(2|2) : G = K@M.
L’algébre K est I'algebre de Lie du sous-groupe maximal compact de OSp(2|2), alors que M est
un espace vectoriel isomorphe & 'espace 77 tangent & X; en l'identité. On peut aussi dire que
le complexifié de cet espace est tangent & I’espace symétrique complexe OSp(2|2)/G1(1]1). Les
éléments de cet espace symétrique complexe peuvent étre décomposés selon

T = kak™!

ou k € K. a est un élément de 1’algebre abélienne maximale A incluse dans M (parfois appelée
algébre de Cartan de 'espace symétrique). Les coordonnées polaires sont les variables qui pa-
rametrent aussi bien k£ que a. Spécifiquement, les coordonnées radiales sur 1’espace symétrique
sont les coordonnées de a, alors que celles de k sont les coordonnées angulaires. Plusieurs des
variables angulaires sont inutiles. En effet celles qui sont associées aux générateurs de A et qui
commutent avec K ne contribuent pas dans kak ™. Ici A est engendrée par un unique générateur.
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On suppose (c’est un choix) qu’il est associé & la coordonnée radiale 0. «, n et 7 sont les va-
riables angulaires restantes. Les éléments de 1’espace symétrique peuvent étre paramétrés selon
T = kak™! avec

E o
a =exp(0Epp ® 01) et k= ( 0 (i)l ) ,

ou k est décomposé comine

o ia 0 0 n
k—exp(o O)exp(77 O>'

Mesure globale sur le superespace symétrique non-compact

X possede une supermesure invariante globale qui s’écrit

w= %dﬁ A da ® 0,05 % + %da ® 0,05 o N Op.

Le poids qui multiplie le premier terme de la mesure (qui est un terme usuel) est donné
par le produit des sinh des racines de A. J’explique maintenant son origine : nous cherchons a
calculer le Jacobien de 'application dadk — [T~'dT, ¥3]. Pour cela, on utilise la décomposition
suivante :

kT 1T, Sk = 20~ 'da + 2 @) sinh(a(Ina)).[(k~ dk)a, T3] (7.44)
a>0

ou l'indice « signifie que I'on a projeté sur ’espace propre de la racine «. Trouver les valeurs
spécifiques des racines revient & diagonaliser Ad(Egp ® 1), I'action adjointe du générateur
associé a 6. Pour OSp(2|2)/GI(1|1), on trouve une racine (positive) bosonique de longueur 2 et
deux racines (positives) fermioniques de longueur 1. Le bérézinien peut alors étre lu simplement
sur la décomposition (7.44).

Le second terme de la mesure ne provient pas de la généralisation d’une mesure sur une
variété usuelle &4 X;. Il apparait parce que le superespace symétrique Riemannien est non-
compact. C’est une manifestation subtile du fait qu’une supervariété CS n’est pas véritablement
une variété mais une cohomologie de faisceauz [78, 148]. Cette anomalie peut étre également vue
comme un terme induit par P'action adjointe de k sur [T~1dT, %3], qui translate la coordonnée
non-compacte € avec un produit pair de variables fermioniques. Ce changement de variables se
manifeste sur le bord de la “variété” non-compacte en engendrant ’anomalie. La forme générale
d’une telle anomalie a été donnée par Rothstein [113].

Calcul de 'intégrale I(¢)

On indexe par 1 et 2 les deux parties connexes de la variété de point-col X;. L’intégrale
s’écrit en pratique

Listra
_ 1 Zizl,g fin STT((qi)FFE?’)eMGSTWzZs
N 1. .
? Yi1o JDgiet™ T

50n se souvient qu'il s’agit du générateur qui nous avait servi au calcul du tenseur de Ricci.

1(e)
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Le numérateur, comme le dénominateur, est donné par une somme sur les deux parties connexes.
La premiere de celles-ci est décrite par ’orbite de gy = X3 et la seconde par 'orbite de gy = o X3,
ou o = Egp — Epp est opérateur de superparité.

Nous devons calculer les quantités STr(gX3) et STr(Erppq¥s) en terme des coordonnées
polaires pour les deux parties connexes. Pour la partie 1, on obtient facilement

STr(g133) = STr(a?) = 2(cosh(26) — 1)
STT(EFFqlzg) = ST‘I‘(EFFk(GZ)k_l) = -2 2(COSh(29) — 1)7’}’)’_] .

Pour ce qui est de la partie 2, on préfére changer de base & l'intérieur de la supertrace, de fagcon
a changer X3 en X3, ce qui peut étre réalisé en permutant les vecteurs de base dans I’espace
FF. Ceci nous permet d’utiliser les résultats obtenus pour la partie 1. On en déduit

STr(go¥3) = STr(Errka’®k™') = 2(cosh(20) + 1) + 4(cosh(26) — 1)nq
STr(ErrgY3) = —STr(Erpka®k~') = 2 + 2(cosh(26) — 1)n7 ,

ou les coordonnées (variables d’intégration muettes) ne sont pas celles utilisées pour paramétrer
les mémes éléments que dans le calcul mené pour la partie 1, car on a changé de variables en
changeant de base.

Une fois ces résultats connus, une intégration sur les variables de Grassmann 7 et 7, puis une
intégration sur 8 peuvent étre effectuées. La convergence des intégrales est assurée par la présence
d’une petite partie imaginaire dans 1’énergie €. Les deux parties contribuant au numérateur sont

Ni=2-2 o Np=Zee.
i€ i€
Les deux parties du dénominateur qui ne sont autres que les fonctions de partition valent Z; = 1
et Zo = 0, de telle sorte que la fonction de partition totale vaut 1 comme on s’y attendrait pour
un systeme désordonné. Finalement, I'intégrale est égale &

1 ef€
Ie)=1— —+ —. 7.45
(e) T (7.45)
En prenant la partie réelle, on obtient
Rel(e) =1+ o€

€

en accord avec le résultat connu [5] pour la densité d’états de I’ensemble gaussien de matrices
aléatoires dans la classe D.

Pour clore ce calcul, on peut noter que la partie connexe 1 fournit la partie uniforme de la
densité d’états alors que la partie connexe 2 donne la partie oscillante. Cela est cohérent avec
lanalyse de M.R. Zirnbauer dans [149].

7.10 Supraconducteur d’onde d désordonné

On peut maintenant revenir sur le chapitre 4. Nous avions montré quelle forme devait avoir
le hamiltonien d’un liquide nodal désordonné de symétrie D. Notamment le hamiltonien de
premiére quantification associé était donné par I'expression (4.3). Dans la sous-section 7.4.3 de
ce présent chapitre nous avions remarqué son adéquation avec le probléeme du hamiltonien (7.17).
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11 ne nous reste donc plus qu’a écrire la théorie des champs de basse énergie de ce probleme.
Pour commencer, on rétablit les unités de longueur appropriées sur chaque direction, de sorte que
I’on obtient pour le point nodal (++), le modéle sigma non-linéaire anisotropique (g = ¢{*1))

S+ — / 2z STr( 8pq Opq + ¥
v

Oyq (9yq) + % /d2.’1} € STrq0,q0,q .
T

Le terme topologique ne dépendant d’aucune métrique, il ne peut étre fonction du rapport v, /v,.
La méme action effective gouverne le point nodal (——), définie sur le champ ¢(~7). Les actions
des deux autres noeuds sont obtenues en intervertissant 9, <> Jy, ce qui a pour conséquence
d’inverser le signe du terme topologique.

On établit maintenant un désordre couplant tous les nceuds. Que va-t-il se passer pour les
quatre théories des champs ? Les champs ¢(*?) des quatre nceuds (st) sont les modes de Goldstone
issus de la brisure de la symétrie orthosymplectique. En I’absence de couplage inter-nceuds, les
quatre secteurs décrits par les champs ¢(*9 sont découplés, et le groupe de symétrie consiste
en quatre copies indépendantes de OSp(2n|2n). La diffusion entre les nceuds projette cette
symétrie sur le sous-groupe diagonal du produit, qui agit identiquement sur les quatre copies.
On s’attend donc & ce que le couplage inter-nceuds verrouille les champs les uns sur les autres
¢t = ¢ = ¢+ = ¢-1) = ¢, aux grandes échelles. Le champ effectif ¢, résultat de
la projection, est le mode de Goldstone subsistant dii & la symétrie diagonale : OSp(2n|2n).
L’action effective est alors la somme des quatre contributions :

Set =81 4 8(=7) 4 gG+) 4 g(=H)

__ vty / d*z STr8,q0,q .

47‘("1)1’02

Dans I'expression finale, ’anisotropie apparue sur chacun des noeuds a disparu. Les quatre termes
topologiques se sont annulés, comme on s’y attendait, puisque la symétrie de parité doit étre
globalement rétablie.

Nous sommes donc parvenus au modele sigma non-linéaire pour la classe de symétrie D. Le
modele est dans un régime de couplage faible tant que ’anisotropie v /vy est trés petite ou tres
grande. Or c’est expérimentalement le cas (v, < vg).

Le couplage f~! = 4(v? + v3) /v1vs s’interpréte comme la conductivité associée au transport
de particules. Quelles sont ces particules?. Pour répondre a cette question, il faut remonter &
la construction du hamiltonien de Majorana partant du hamiltonien de Bogoliubov-De Gennes
(fin du chapitre 4). On comprend que les seules particules conservées sont celles associées au
spineur de Nambu-Gorkov @, qui ne sont pas trivialement reliées au électrons physiques dans
le systéme. Suivant [121], nous pouvons alors utiliser une loi de Weiedemann-Franz qui relie le
transport thermique au transport de particules. C’est-a-dire que la conductivité thermique du
supraconducteur désordonné s’écrit k oc T x 0 o< T x f~! o1 T est la température. (Une valeur
non-nulle de ’angle topologique # aurait correspondu a une conductivité thermique transverse
de type Hall.)

Le groupe de renormalisation pour la théorie faiblement couplée a été étudié dans la section
7.9. La théorie se renormalise vers le point fixe gaussien décrivant un métal (thermique) parfait.
La densité d’états diverge de facon logarithmique en £ = 0 dans la limite thermodynamique.
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7.11 Diagramme de phase et point fixe des fermions libres

Nous avons montré qu’en dimension 2, un modeéle comptant IV espéces de fermions, perturbés
par du désordre de symétrie (générique) de classe D comporte une phase métallique. Nous avons
donné des arguments forts en faveur de 'existence de cette phase pour N > 1, ou N = 2 avec
une forte anisotropie dans les célérités. Dans cette section on cherche & savoir [143, 121] ou se
trouve le point fixe des fermions libres par rapport & la phase métallique. Ce que ’on va montrer,
c’est que le point fixe des fermions libres se situe sur la frontiere séparant la phase métallique
de la phase localisée. Pour cela nous allons encore utiliser I’extension supersymétrique de la
bosonisation non-abélienne développée dans la section 7.7.

Notre point de départ est la densité lagrangienne Lo dans (7.11), qui décrit N espéces de
fermions de Dirac sans masse avec des fantomes bosoniques b-c, faiblement perturbés par les
opérateurs ®(@) avec les couplages gq (e =1,...,4). Comme on I’a vu, le cas N = 1 correspondant
a une seule espéce de fermion est équivalent au modele de WZW C|D au niveau k = 1, avec
pour champ M et une action W[M]. On bosonise maintenant L, en exploitant cette équivalence
pour chacune des especes séparément :

Cette procédure peut étre justifiée en introduisant des champs auxiliaires Q comme dans (7.18)
pour transformer L9 en une densité lagrangienne de N especes bosonisées. Les perturbations
®(@) sont ensuite bosonisées en utilisant les régles établies dans la sous-section 7.7.4. On obtient
alors

N

+g3 + .
Sy = Z(W[Mﬂ‘w an:STrlengzg)
=1

1 2. (91 g2 -1
+ Z/d z <1z_2 ST M S5 MiZs + 55 STe My ' M,
k#l
g3 g4 7
+ B (ST MS3) (ST MS5) — 24 STy szngzg,) .

2 (2m)?
La partie de la perturbation qui agit & ’'intérieur d’une méme espece [ a été isolée, puis bosonisée
en utilisant les regles de bosonisation des courants :

($id1)* = —STr(¢¢}) (¢ b)) — —(2m) *STr J;83J;5s .

On observe que puisque les champs J; = MlaMl_l, J, = Ml_léMl et M; ont pour dimensions
conformes respectives (1,0), (0,1), et (1/2,1/2), la bosonisation a préservé la marginalité de la
perturbation. Bien siir les couplages ne seront pas marginaux a tous les ordres mais évolueront
sous le flot du groupe de renormalisation d’une maniére qui sera déterminée par les OPE des
différentes perturbations. Si la bosonisation donne une image fidele de la théorie originelle alors
il n’est pas nécessaire de recalculer le flot. Ce dernier est identique & celui calculé plus t6t et
donné par (7.13).

Pour aller plus loin, nous devons distinguer les cas. Supposons d’abord que N > 2 et prenons
pour constante de couplage nue g1(4y) = g2(4y), et g3s(£y) = ga(¢y) = 0. L’intégration numérique
du flot (7.13) indique que les couplages g1, g, croissent (g; plus fortement que go), g3 devient
non-nulle et positive, et g4 prend des valeurs négatives mais respecte I'inégalité g; + g4 > 0 qui
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est dictée par le caractére hermitique du hamiltonien désordonné. C’est ce qui semble se passer
qualitativement pour tout N > 1, le cas N = 2 inclus. Donc il existe une perturbation pertinente
qui éloigne le systeme du point fixe des fermions libres. On fait '’hypothése que le flot calculé a
I’ordre d’une boucle demeure pertinent a tous les ordres du développement en perturbations.

On peut comprendre comment le systéme s’éloigne du point des fermions libres en in-
terprétant la représentation bosonisée de l'action. D’abord, l'effet du terme STr M, lMl avec
un couplage fort gs est de verrouiller les champs, car la fonction STr M, ‘M , Possede un mi-
nimum absolu en M, 'M, = 1 (voir expression (7.25)). Puis, dans I'espace des configura-
tions ”verrouillées” My = M; = M les termes en facteur de g; et g3 deviennent £~2(N —
1) (1STr(Mx3)? + ggS’I‘I‘2(ME3)). Effectuant la décomposition M = Te¥Y T, avec Y = +53Y %3
et X373 =T~ on peut les écrire comme

g1STH(MS3)2 + gsSTr?(MS3) = g1STre?” + g3 (STre” 5)” .

C’est un potentiel pour la variable Y qui, d’apres (7.25), présente un minimum absolu en Y = 0.
Dans le régime de couplage fort, on peut poser Y = 0. Ce faisant, et insérant M; = T2 dans
l’expression de I’action bosonisée S5, on obtient

g1 +93+ Ngy

(2m)?

On pose ¢ = TE3T~! pour finalement identifier ¢ avec le champ du modéle sigma non-linéaire.
Ensuite, modifiant & peine les calculs de la section 7.7, on trouve que SY se réduit & laction
effective Seg[g] donnée dans (7.23), avec les constantes de couplage

S = NW[T?] + / d?z STr 0T?S30T% s .

f=(N—(g1+g3+Ngs)/m) ", 0=+Nnr. (7.46)

Qu’advient-il de ce modele sigma non-linéaire sous ’analyse du groupe de renormalisation 7
Rappelons que pour le choix effectué, les couplages nus g1, go et gs partent vers les valeurs
positives alors que g4 devient négatif. En combinant linéairement les équations du flot (7.13) on
trouve que

.. i +g4)? +g4)?
g1+ 93 +Ngs = o Ng4) _ o Ng4) —(1-2/N)gi — 2(g1 + g2)g3 -

Le membre de droite de ’équation est négatif, de sorte que la combinaison ¢; + g3 + Ngs a
une dérivée négative, pour tout N > 2 (et ce méme si, prises individuellement, les constantes
de couplages sont croissantes.) C’est pourquoi, la constante de couplage du modele sigma non-
linéaire de (7.46) est d’ordre 1/N et décroit sous le groupe de renormalisation. Il est donc
raisonnable de penser que le modele se trouve dans la phase métallique, ou le flot se dirige
vers le point fixe gaussien f = 0. Notre argument consiste & dire que le flot amene la densité
lagrangienne Lo (partant des couplages nus g1 = g2 et g3 = g4 = 0) dans la phase métallique.
Cela reste vrai pour tous les couplages g1 = go arbitrairement petits. Donc, aussi proche soit-
on initialement du point fixe des fermions libres, le flot nous rameéne vers la phase métallique.
C’est-a-dire que pour N > 2, il existe une phase métallique et le point fixe des fermions libres
se situe juste a sa frontiere. C’est précisément ce que 1’on avait soutenu dans I'introduction de
cette section.

Pour N =1 la situation est qualitativement différente. La seule possibilité de désordre local
dans la classe D est le désordre de masse. Si on suppose mg = (m(z)) = 0, il ne reste que le
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couplage gps, défini par (7.5). L’action bosonisée s’écrit simplement

S, = W[M] — (;’7’;4)2 /d% STr JE3J%; .
C’est un modele de WZW perturbé par une interaction courant-courant. En calculant directe-
ment ’OPE des courants du modéle J et J, on trouve que la perturbation est marginalement
non-pertinente dans le domaine (physique) gy > 0, en accord avec I'équation de flot (7.14).
C’est donc que le flot du groupe de renormalisation est attiré par le point fixe du modele de
WZW (les fermions libres) et le systéme, en ce sens, est critique.

Jusqu’a présent, on a supposé mg = 0. Lorsque le désordre de masse prend une valeur
moyenne non-nulle, action bosonisée S} acquiert un terme supplémentaire

(imo /£) / d?zSTr M .

Ce terme est pertinent au point fixe du modele de WZW, et sort le systéme du domaine critique.
Une masse de Dirac finie my ouvre un gap prés de £ = 0 dans le spectre énergétique du
systéme pur, qui provoque par I'intermédiaire du désordre la localisation de tous les états. Un
tel raisonnement ne s’applique que pour un gy, suffisamment petit (c’est manifeste en dimension
1, confere chapitre 6). Par conséquent le segment de ligne critique mo = 0, gar > 0 sépare deux
phases isolantes. Comme cela est bien connu depuis [87], la distinction entre les deux phases
est de nature topologique. Si I'une des deux phases est pleinement isolante, disons my < 0
pour fixer les idées, 'autre (mo > 0) peut étre considérée comme la phase isolante d’un effet
Hall quantique (en ce sens que la présence d’un bord ouvre la possibilité d’excitations de bord
chirales qui induisent une réponse quantifiée de type effet Hall). Dans le langage du modéle
d’Ising & deux dimensions avec des liens faiblement désordonnés, les deux phases correspondent
aux phases paramagnétique et ferromagnétique. On obtient donc deux phases isolantes, et il
n’apparait aucune phase métallique, tout du moins pas dans le voisinage du point fixe des
fermions libres, pour N = 1.

En rassemblant ces résultats, on parvient au schéma représenté sur la figure 7.2, donnant
une image du diagramme de phase au voisinage du point fixe des fermions libres. Trois phases
se rencontrent en ce point : isolante, isolante Hall et métallique. Les deux phases isolantes sont
séparées par une ligne critique, décrite par le modele de théorie des champs des fermions de Dirac
en masse aléatoire, ou aprés bosonisation non-abélienne par le modele C|D WZW_; avec une
perturbation courant-courant. La ligne se termine au point fixe des fermions libres et controle le
comportement critique de la transition de phase de I'isolant & I’isolant Hall. La phase métallique
existe pour N > 1 espeéces de fermions mais est absente dans le cas N = 1. Le modele de théorie
des champs dans le cas N > 1 est le modele sigma non-linéaire CI|DIII avec les constantes de
couplage f et 6. Il est raisonnable de penser [121] que dans cette phase la réponse Hall n’est pas
quantifiée mais varie contintiment avec I’angle 6.

Un diagramme de phase similaire a été proposé par Senthil et Fisher [121]. Pour conclure, il
est donc intéressant de mentionner les différences qui opposent notre analyse de la leur.

En fait, ces auteurs n’ont pas identifié le point tricritique de la classe D comme celui des
fermions libres et par conséquent certaines de leurs lignes de flot sont inversées. Ensuite, contrai-
rement & ce que ’on lit dans [121], nous ne pensons pas que le modele sigma non-linéaire CI|DIII
soit une description valable de la ligne critique séparant les deux phases isolantes (évidemment
la différence de point de vue est assez considérable). Comme indiqué au début de la section 7.7,
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m,

ISOLANT HALL

METAL Modele WZW k=1 C|D

Sans masse
1/ g o
Modele sigma non-lineaire \ g
cl | Dl \
av

Modele WZW k=1 C|D
€c une perturbation courant-courant

ISOLA\% \

F1G. 7.2 — Structure schématique du diagramme de phase, pres du point fixe des fermions libres
pour la classe de symétrie D en dimension 2. La phase métallique n’existe que pour plus d’une
seule espece de fermions (N > 1). Quelques unes des réalisations de théorie des champs sont
indiquées.

|

le terme topologique du modele est trivial dans le cas d’une seule réplique (n = 1), qui contient
toute I'information donnée par une seule fonction de Green & I'énergie E ou deux fonctions de
Green & énergie £ = 0. Il est alors difficile de croire qu’un terme topologique trivial puisse
induire une transition de phase. Tout ce que I'on peut en dire est qu’il peut engendrer, pour un
systéme avec bord, un courant de bord qui varie contintiment dans la phase métallique.
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Annexe A

Fonctions de corrélation de la chaine
de spins s=1/2 ouverte

Dans cet appendice, nous exposons les résultats du calcul des fonctions de corrélation de
spin pour la chaine de spins s=1/2 avec bord. Nous n’avons pas tenu compte des corrections
logarithmiques induites par les termes marginaux au point isotrope. Chaque corrélation contient
une partie uniforme et une partie alternée. Nous avons, en deux points z1 et z9 arbitraires :

A.1 Fonctions de corrélation en champ magnétique nul

tel-00001560, version 1 - 14 Aug 2002

- K (xT)’ (r1)?
(5%(21,0)5% (@2, B))u ~ = 42 sh?(nT(—zg — 1 + 1)) sh?(xT(zg + 21 + 1))
(nT)? " (T)? ]
sh?(nT(zg — 1 + 1))  sh?>(xT(—zo+ 21 +1))]

(5%(21,0)8% (22, t))a ~ (=1)"7% [Sh@ﬂg)z})l(%m)] g

sh(nT(—z3 — 1 + t))sh(xT(z2 + 71 + 1)) 15
sh(nT(zo — z1 + t))sh(nT(—z2 + 21 + 1))

B [sh( 7T (zy — z1 + t))sh(nT(—z2 + 1 + t))]
sh(nT(—xzo — z1 + t))sh(nT(z2 + 21 + t))
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(S* (1,008 (32, £))u ~ (D)
[sh(27Tw1)sh(2nT'z,)] 3K
{ Bh(rT (@ + 21 + §)sh(xT(=a> — a1 + )]

[Sh(WT(CC? — T+ t))Sh(ﬂ'T(_x2 + 1+ t))]K'i'&_l

1 1
[ShQ(WT(_;Q + 21+ 1)) * sh?(7T(z2 — z1 + t))]
+ [sh(nT(x2 — z1 + t))sh(aT(—z2 + z1 + t))]K—&
[sh(nT(zg + z1 + t))sh(aT(—z2 — z1 + t))]K—k&_l

1 1
[Sh2(7rT(—:E2 —z1+1)) * sh?(nT(z2 + =1 + t))] } '

(ST (21,0)8™ (w2, t))a ~ (1) 7" x

(nT)?sh(nT 2z )sh(nT2x2) ] K
sh(nT(—xz2 — z1 + t))sh(nT(z2 + 21 + t))sh(nT(xe — 21 + t))sh(nT(—xz2 + 21 + 1))

Ces fonctions de corrélation sont valables tant que 1/2 < K(A) < 1. Pour obtenir les
expressions au bord, il “suffit” de prendre z1 = 22 = a.

A.2 Fonctions de corrélation en champ magnétique non-nul

Lorsque le champ magnétique est non-nul, les moments de Fermi sont fonction du champ
appliqué. Les fonctions de corrélation de spin dépendent alors de I'aimantation des spins m =
(S*(z,t)) qui résulte de lapplication du champ. On notera que lorsqu’une incommensurabilité
apparait au point isotrope, les terms Umklapp ne contribuent plus, les corrections logarithmiques
n’ont plus lieu d’étre et les fonctions de corrélation ci-dessous sont asymptotiquement exactes,
du moins tant que de nouveaux opérateurs marginaux ne sont pas mis en évidence. Nous avons,
en deux points z1 et zy arbitraires :

z z 2 K (”TT)2 (WT)Q
<S (551,0)8 (CUQ,t))u ~m- — m |:Sh2(7TT(—ZE2 — +t)) Sh2(7TT(.'L'2 + xq +t))
.y o )
sh?(nT(zy — 71 +t))  sh?*(@T(—z2+ 71 +1)]

(nT)? “
sh(27rT:z;1)sh(27rT:1:2)] %
sh(nT(—z9 — z1 + t))sh(nT(z2 + 21 + t)
sh(nT(xo — z1 + t))sh(nT(—z2 + 21 + t)

(S(21,0)5% (29, ))a ~ (—1)71722 |:

{cos(27rm(:1:2 —21)) [

]K
'}

)

)
sh(nT(zg — z1 + t))sh(nT(—z2 + 21 + 1))

)

—cos(2mm(z2 + 1)) |:sh(7rT(—$2 —x1 +t))sh(nT (ze + z1 + 1))
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(nT) 2K+ 2k
[sh(27rTz1)sh(27rTx2)]K_ﬁ
{ [sh(nT (22 + z1 + t))sh(xT(—zo — z1 +1))]* "%
[sh(7T (22 — 21 + 1))sh(xT(—zy + 21 + £))]K Tax !
[ e;(p(2m'm($2 —z1)) exp(—2mim(zy — xl))]
sh*(nT(—x2 + 1 + 1)) sh2(7rT(a:2 — 11+ 1))
[sh(nT(z2 — z1 + t))sh(aT(—z2 + z1 + t))]K_ﬁ
[sh(7T(z2 + z1 + t))sh(nT(—z2 — z1 + t))]KﬂL&—l
[ e;(p(27rz'm($2 + z1)) exp(—2mim(zy + xl))] } .
sh?(nT(—zo — 1 + 1)) sh?(xT(xo + z1 + 1))

(ST (21,0)S™ (m2,1))y ~

(ST (21,008 (w2, 1))a ~ (-1)" " "*x

(nT)%sh(2nTx1)sh(2nTzs) ] e
sh(nT(—xzo — z1 + t))sh(nT(z2 + 21 + t))sh(nT(zo — 21 + t))sh(nT(—z2 + 21 + 1)) '

On prendra garde au fait que le rayon de compactification K(A,h) posséde une dépendance
dans la valeur du champ magnétique h.
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Annexe B

Calcul a Pordre 2 de I’énergie du
fondamental A(¢)

J’expose dans cet appendice un prolongement technique de la section 6.8 du chapitre 6. 11
s’inspire d'une idée de C. Itzykson qu’il a employée sur le modele de Halperin. Cette idée consiste
a exploiter plus systématiquement le germe de I’énergie du fondamental du hamiltonien répliqué
en n = 0. Elle permet de calculer le A; de A(n) = n)g + n2A1 + O(n?). A Pinstar de Ao, A; est
une quantité pertinente pour la description du point désordonné n = 0. Toutefois, je n’ai pas
été en mesure d’aller plus loin que 1’ordre 2 dans I'indice des répliques n.

B.1 Interprétation
A Tordre 2, I’énergie du fondamental répliqué est
A(n,€) = nXg(e) +n®Xi(e) + O(n?).

Les efforts déployés dans le chapitre 6 étaient destinés au calcul exact de Ag(€). On va maintenant
donner une expression pour A1 (¢). On établira la preuve dans le cas du potentiel scalaire aléatoire,
et on donnera également le résultat en masse aléatoire en omettant les détails.

Auparavant, je rappelle 'interprétation physique donnée par C. Itzykson dans [67] pour A (€).
Si L est la taille du systéme, alors vr,(€) est le nombre de niveaux d’énergie du hamiltonien entre
FE et E + dE. La densité d’états est donc naturellement

ple) = lim (v (e)) .

L—oo

On peut aussi former la corrélation densité d’états-densité d’états, ou en plus court DOS-DOS,
a l'aide de vy, (€)
a(er,e2) = lim ((vp(e)vr(er)) — (vilea))ve(e))) -

De ces définitions, on peut tirer sans difficultés majeures les expressions intégrales

.1
Ao(e) = %1_1}(1) A

/ de p(e') In(€ — ¢ + in),

Ai(e) = liglo d€1/d62 o(€e1,€2)In(er — e+ im1) In(ea — € + in2) .
i
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La premiére des deux formules n’est autre que la version intégrée de 'expression (6.9) du chapitre
6. Avec la seconde, on comprend que Aj(e) est une sorte de valeur moyenne de la corrélation
DOS-DOS, sans toutefois pouvoir aller beaucoup plus loin dans l'interprétation.

B.2 Calcul de \(¢) pour le modéle en potentiel scalaire aléatoire

I’équation aux valeurs propres que 1’on peut écrire pour le fondamental du probléme est
pour k > 1

ek +3) + gk +5)7] G = 5 K1 = (k + m)Gesa] = Am)Ge -

N

A T'ordre 2, on pose

Ck(n) = ¥ + nxi + 1% + O(n?).

Injectant ces expressions dans ’équation aux valeurs propres, on en tire le systeme d’équations
hiérarchiques

{ A(n) =nXg + n?X\ + O(n?)

(e gk + o (Yr1 — Y1) = 0,

m € m
k [(6 + gk)xx + 5(Xk+1 - ch—l)] + (5 + gk)r + 5¢k+1 = Aok

B [(e+ gb), + 5 (€1 — &) + (5 + gR)xe +

5 Xk+1 + %% = doXk + MYk,

qui sont dans l'ordre les équations d’ordre 0, 1 et 2. La premieére de ces équations n’est valable
que pour k > 1. Les deux autres peuvent étre prolongées en k = 0. Le systeme qu’elles forment
permet d’obtenir

m _

=94 m X1%o 21/)1X0'
472 2

Silon note Ag = Y Xk+1 — Xk¥k+1, 1l nous faut calculer Ay. Pour cela, on multiplie maintenant
I’équation d’ordre 0 par kxg, I’équation d’ordre 1 par 1 et on soustrait les deux produits. On
obtient pour différence, la relation de récurrence :

m 2 (€ _ m Y1) _
kZ(Ak+Ak—1)+¢k((2+gk /\())-l-2 ™ )—0.

Or on se souvient que

ce qui meéne 3

E(Agp 4+ A1) + % (Yr+1%0 — Yrb1) + ghyp = 0,

valable pour £ > 1. On somme alors cette identité de k = 1 a D’infini en ayant multiplié chaque
terme par un facteur (—1)¥. On obtient

(=F , <¢k+1 P )
—Ag + E - =4+ =0.
0 2 A Vi Ve ™ gk 0
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D’ou I’expression finale

@oo Y1 1
+22 k <¢k ¢0+k)

k=1

mn

A1 ne dépend bien que de données déja connues (les 7). Les parties réelle et imaginaire de \;
ont été tracées sur la figure B.1.

0.04 T T T 0.10

0.08 -
0.06 -
0.02 -
0.04 -

0.02 -

Im

0.00 - 0.00

Re

-0.02

-0.04
-0.02
-0.06 -

-0.08

-0.04 I I I -0.10 . . .
-4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 -4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0

Fi1G. B.1 — Partie réelle et partie imaginaire de A1 pour le modele en potentiel électrique aléatoire
avec g, = 1. et m = 1.

B.2.1 Calcul de )\ (¢) pour le modeéle en masse aléatoire

Ce calcul peut également étre mené dans le cas désordonné en masse. Le principe de la preuve
demeure. Seuls les calculs sont un peu plus long et conduisent a :

g (DR (g, my g mi g Prt2
Sl TS k(_ 290 4% 2 g g(2h+ 1) )

o P g% T
k3 P,

Les parties réelle et imaginaire de Ay ont été tracées sur la figure B.2.

M. BOCQUET



et m=0.

180 Calcul & 'ordre 2 de 1’énergie du fondamental A(e)
3.0 1.0
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Annexe C

Classification de Cartan et classes de
symétries

Ces tables sont directement inspirées (ou copiées) des articles de M.R. Zirnbauer et A. Altland
[145, 5]. Ces auteurs ont étendu (et mis en forme) la classification des symétries que peuvent
posséder les systémes désordonnés. Cela est particuliérement utile pour des systémes pouvant
étre décrits par la théorie des matrices aléatoires. Les propriétés spectrales de ces systémes se
déduisent alors formellement du calcul d’intégrales sur les superespaces symétriques donnés ci-
dessous. La premiere des tables ci-dessous est la classification de Cartan des espaces symétriques.
La deuxiéme table associe & une ”symétrie” donnée du hamiltonien le superespace symétrique
qui s’impose comme la symétrie effective du hamiltonien, une fois introduits les superpartenaires.
La troisieme table est un tableau synthétique. Il associe & une classe de symétrie (formelle) du
hamiltonien, des propriétés de symétries physiques.

C.1 Classification de Cartan des espaces symétriques

‘ Classe ‘ Forme réelle non-compacte ‘ Forme réelle compacte ‘

A Gl(n,C)/U(n) U(n)

Al Gl(n,R)/O(n) U(n)/O(n)

ATT U*(2n)/Sp(n) U(2n)/Sp(n)
ATII U(p,q)/U(p) x U(p) U(p+4)/U(p) x U(p)

BDI | S0(p,q)/SO(p) x SO(p) | SO(p + q)/SO(p) x SO(p)
CII Sp(p, q)/Sp(p) x Sp(p) Sp(p + q)/Sp(p) x Sp(p)

BD SO(n,C)/SO(n) SO(n)

C Sp(n,C)/Sp(n) Sp(n)

a1 Sp(n, R)/U (n) Sp(n)/U(n)
DIII SO*(2n)/U(n) SO(2n) /U (n)

C.2 Systemes désordonnés et superespaces symétriques
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Systéme désordonné | Symétrie du Superespace Base Mp x Mg
hamiltonien symétrique
Wigner-Dyson GUE A Gl(m + p|n + ¢q)/Gl(m|n) x G1(p|q) ATIT x AIII
Wigner-Dyson GOE Al OSp(m + p|2n + 2q) /OSp(m|2n) x OSp(p|2q) BDI x CII
Wigner-Dyson GSE ATI OSp(m + p|2n + 2q) /OSp(m|2n) x OSp(p|2q) CIIx BDI
GUE Chiral AIII Gl(m|n) Ax A
GOE Chiral BDI Gl(m|2n)/OSp(m|2n) Alx All
GSE Chiral CII Gl(m|2n)/OSp(m|2n) ATl x Al
Hybride Normal-Supra C OSp(2m|2n)/Gl(m|n) DIII x CI
Hybride Normal-Supra D OSp(2m|2n)/Gl(m|n) CI x DIII
Hybride Normal-Supra CI OSp(m|2n) BD x C
Hybride Normal-Supra DIII OSp(m|2n) C x BD
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Landoog "IN

Systéme désordonné

Symétrie du

Symeétrie

Réalisation, exemples.

hamiltonien | T ‘ SU(2) - spin ‘ Charge ‘ Particule-trou
Wigner-Dyson GUE A Non Oui Non Métal désordonné
en champ magnétique
Wigner-Dyson GOE AT Oui Oui Oui Non
Wigner-Dyson GSE All Oui Non Oui Non Métal désordonné
avec des couplages spin-orbite
GUE Chiral AIII Non Oui Oui QCD
GOE Chiral BDI Oui Oui Oui Oui QCD
GSE Chiral CII Oui Non Oui Oui QCD
Hybride Normal-Supra C Non Oui Non Oui Quasi-paticules (onde s)
dans un supraconducteur
Liquide nodal de spins
Hybride Normal-Supra D Non Non Non Oui Fermions de Dirac 2d en masse aléatoire
Liquide nodal thermique
Hybride Normal-Supra CI Oui Oui Non Oui
Hybride Normal-Supra DIII Oui Non Non Oui

sonbr1jowAs sooedsosodns 19 SPUUOPIOSIP SOWRISAS T°D
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Annexe D

Algébre psu(l,1]2) et superspin

D.1 Algebre des générateurs constitutifs d’un superspin

Dans ce qui suit on parlera abusivement d’algebre psu(l,1]|2)au lieu de ce qui sera la
représentation fondamentale de cette méme algébre. Par représentation fondamentale, on entend
celle qui agit dans I’espace de Fock qui est usuellement rencontrée dans les applications. Puisque
les valeurs prises par les opérateurs nombre-de-particules sont entiéres, les représentations as-
sociées seront de nature discretes (i.e. elles seront indexées par des parametres discrets). On
donnera donc directement une représentation en terme d’oscillateurs de lalgebre u(1,1[2) et
su(1,1]2) . L’opérateur de superspin présent dans le hamiltonien effectif des modeles sur réseau
de l'effet Hall quantique entier et du métal chiral est

ata atf atbt atgf
fla  fif fiot figh
—ba —bf —bbf —bgt
ga gf gb' gg'

k7i:

Ses coefficients sont les générateurs de la superalgébre de Lie u(1,1|2), dont on va tirer ceux de
psu(l,1]2). Les conventions adoptées pour les différents oscillateurs sont

[a’at] =1 [0, bT] =1 {f, fT} =1 {g,gT} =1

Il est aisé de vérifier qu’on peut associer a l'algébre gl(2|2) une représentation matricielle sous
forme des générateurs Fg qui correspondent aux vecteurs de la base canonique de ’algébre des
matrices et qui satisfont les relations de commutation :

[Eaba Ecd] = OpeEigg — (5ad(—1)(‘a|+|b|)(‘c|+|d\)Ecb_

Privée de 3_,(—1)! E;;, les générateurs forment la représentation matricielle de 1’algebre s1(2[2),
et lorsque la forme réelle appropriée sera spécifiée de su(1,1/2).

La droite engendrée par le générateur C = Tr (J) = (nq +ny) — (ns + nyg), de représentation
matricielle ), F;;, forme le centre de l'algebre des éléments du superspin J. Pour le calcul de
la conductivité dans le réseau, il est nécessaire d’introduire autant de particules avancée que de
particules retardées, et ce pour chaque site du réseau, donc chaque superspin. Le cas physique
qui nous intéresse correspondra donc & C = 0.
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Comme on le verra par la suite, les seuls générateurs de Cartan qui apparaissent dans 1’algebre
[su(1,1]2),su(1,1]2)] sont K% = 2(14+n,+np) et K% = 1(—14ny+ny) et C. Le générateur de
Cartan

I=STrJ =nqg—np—n5+ng—2,

qui posséde une supertrace non-nulle (et qui s’écrit matriciellement Zi(—l)“'Eii) n’y apparait
pas. L’algebre restreinte, c’est-a-dire u(1,1|2) privée du générateur Z est notée logiquement
su(1,1/2). Une représentation matricielle en a été donnée plus haut.

On pose alors psu(1, 1|12) =su(1,1|2) /C, qui est une algebre simple, contrairement a su(1, 1|2) .
C’est une forme réelle de la superalgebre que Kac [70] (voir aussi [46]) note A(1,1), et qui se
nomme également psl(2|2) . su(1,1|2) apparait donc comme une extension centrale de psu(1,1|2).
Le coefficient accompagnant ’élément central (la charge centrale) est C. Dans le cas physique qui
nous intéresse, la charge centrale est nulle. En conséquence, dans tout ce qui suit, on supposera
que ng + ny = ny + ng. Cela a pour conséquence, dans ce cas et seulement dans ce cas, que la
projection de su(1,1]2) sur psu(l,1]|2)est factorisable et que la représentation psu(1,1|2) peut
hériter de la représentation matricielle de su(1,1|2), elle méme issue de la représentation matri-
cielle (et intuitive) de u(1,1]2). On notera p cette représentation matricielle.

D.2 Description de 1’algébre psu(1,1|2)

Cette algebre comporte un certain nombre de dégénérescences que 1’on mentionnera par la
suite. On pose les notations suivantes pour les générateurs de psu(l,1|2). Pour commencer les
générateurs bosoniques :

KY= 40 +natm) Kp=3(-14ns+n,) Kf=bla! Kz=ab
Kf = figl Ky =gf JY =it =g,

puis les générateurs fermioniques
Jih = atf Ji = atgf J?jz = bg'
12 = fta Jgp=ga Jgy = gbl.
D.2.1 Générateurs associées aux racines simples
On a les relations de commutation :
(KG, T = =0 KT ==J5 (K] =T [Kp, Jh) = —J4,

_|_

donc les générateurs K, K}' et JT engendrent les autres opérateurs d’échelle.

D.2.2 Générateurs de Cartan de psu(l,1[2)
On a les relations de commutation :
(K, Kpl=—2Kp  [Kj, Kp]=2Kp  {J%,J}=Kp— Kp,
mais aussi
{7 T} = Kp+ Kp {Jfh, Ju} = Kp —Kp  {Jy, Ju} = K + Kp

ce qui suggere que K% et K% sont les seuls générateurs de Cartan de l'algebre A(1,1). Le rang
de I'algebre est donc 2.
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D.2.3 Calcul des racines simples

KG, 5] = K [Kh Kil=0  [K§, 77 = b
[KF’KB] =0 [KF’KF] =Kp [KFaJ+] = §J+-

A K est donc associée la racine simple ap = (1,0). A K} est associée la racine simple ap =
(0,1). Et enfin & J* est associée la racine simple & = (—3, —3). De sorte que les racines simples
sont liées par ap + 2a+ ap = 0. Les racines impaires (associées & des générateurs fermioniques)
sont attachées & un espace de générateurs de dimension 2 et sont simultanément positives et
négatives !

D.2.4 Forme de Killing et produit scalaire invariant

A T’aide des relations de commutation qui précedent, il est aisé de calculer la forme de Killing
de psu(l,1|2) définie par K = STr (ad o ad). Et de s’apercevoir qu’elle est nulle. Toutefois,
(X,Y) — STr (p(X)p(Y)) peut avantageusement remplacer la forme de Killing et servir de
produit scalaire invariant.

On pourra consulter [15], ou revenir a [46] pour obtenir davantage de précisions.
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Listes des publications

Ci-dessous sont succinctement décrits, par ordre chronologique, les quatre articles qui forment
le support de cette these.

— Some spectral properties of the one-dimensional disordered Dirac equation

Nous étudions les propriétés spectrales d’un hamiltonien de Dirac unidimensionnel dans
divers types de désordre. Nous utilisons la technique des répliques pour calculer la densité
d’états ainsi que la longueur de localisation typique d’une particule de Dirac. On montre
que ces quantités peuvent étre obtenues de fagon exacte en tout type de désordre, pourvu
que la distribution du désordre suive une loi de bruit blanc gaussien. En plus des cas
n’impliquant qu’un seul type de désordre, nous étudions un cas mixte ou la singularité de
Dyson est détruite. Nous clarifions également ’approche supersymétrique du probléme,
méme si elle se révéle moins efficace que les répliques pour les quantités que nous calcu-
lons. Nous montrons que la plus petite algebre dynamique du formalisme hamiltonien est
u(1,1), plutét que u(n,n) pour les répliques ou su(1,1|2) pour la version supersymétrique.
Finalement, nous discutons des symétries entre les désordres, et mettons en évidence une
relation non-triviale entre le désordre scalaire et le désordre en masse aléatoire.
Référence : M. Bocquet, Nuclear Physics B 546 [FS] (1999) 621-646

— (Generalized nonlinear sigma model approach to alternating spin chains and ladders
Nous généralisons I’approche des chaines de spins quantiques antiferromagnétiques, par un
modeéle sigma, non-linéaire aux cas qui incluent des liens ferromagnétiques. Lorsque ceux-ci
sont assez fort, le fondamental classique n’est plus I'ordre de Néel et nous présentons une
extension du formalisme connu adaptée a cette situation. Nous étudions la chaine alternant
les liens ferro et antiferro introduite par Hida. L’interpolation réguliére entre les dimeres
découplés et la phase de Haldane est reproduite semi-quantitativement. Nous étudions
également une échelle de spins avec des couplages diagonaux qui interpole entre la phase
gappée de 1’échelle de spins & deux montants et la phase de Haldane de la chaine de spins
s=1. A nouveau, nous montrons qu’il y a un bon accord entre les données DMRG et nos
résultats analytiques.

Référence : M. Bocquet, T. Jolicoeur, The European Journal of Physics B 14
(2000) 47-52

M. BOCQUET



tel-00001560, version 1 - 14 Aug 2002

190

Listes des publications

— Edge Logarithm Corrections Probed by Impurity NMR

Les chaines de spins quantiques semi-infinies posseédent des corrélations de spins prés du
bord en loi de puissance qui sont données par les théories conformes avec bord. Nous
montrons que les mesures de RMN sur des impuretés sans spin, qui ont pour effet de casser
une chaine de spins, ménent & la donnée du taux de relaxation spin-réseau 1/77°"¢ dont la
dépendance en température est un test direct des exposants anormaux aux bords. Nous
montrons que 1/77°¢ T1n?T, dans le cas d'une chaine de spins antiferromagnétique
avec bord, au lieu de In'/2T dans le volume. Nous montrons enfin que dans le cas d’un
conducteur décrit par un liquide de Luttinger, une mesure similaire meéne & un taux de
relaxation 1/T7°"¢ o< T, indépendant de ’exposant anormal K.

Référence : V. Brunel, M. Bocquet, T. Jolicceur, Physical Review Letters 83
(1999) 2821-2824

Disordered 2d quasiparticles in class D : Dirac Fermions with random mass, and
dirty superconductors

Les hamiltoniens décrivant la physique de quasi-particules sans interaction dans un milieu
désordonné, dont les exemples les plus marquants sont les supraconducteurs désordonnés
avec brisure de la symétrie de renversement du temps et de la symétrie de rotation du
spin, ou encore le modele d’Ising en liens aléatoires, appartiennent & la classe de symétrie
D. En dimension 2, les systémes désordonnés de ce type pourraient posséder une phase
métallique, au dela des phases isolantes attendues en fort désordre. Nous montrons que la
phase métallique provient de la perturbation pertinente d’un modele de WZW décrivant le
point fixe des fermions de Majorana libres. Le diagramme de phase qui en résulte contient
la phase métallique qui est située en dehors de ’espace des parametres du diagramme de
phase du modele d’Ising, corrigeant en cela les travaux de Ziegler, puis Senthil et Fisher.
Dans la phase métallique, la densité d’états est non-nulle & I’énergie nulle. Cette propriété
est étudiée dans le cadre d’un systéeme de N especes de Fermions de Dirac, au moyen d’un
modele sigma non-linéaire. Nous calculons la densité d’états d’un systeme de taille finie,
dans la limite ergodique, et obtenons la prédiction du modele de matrices aléatoires en
classe D. Nous montrons que du désordre sous forme de vortex, qui est une perturbation
pertinente au point des fermions libres, méne & une nouvelle classe de symétrie appelée
BD. Sa signature est 'apparition d’une singularité dans la densité d’états a ’énergie nulle,
qui reflete la présence de modes zéro fermioniques.

Référence : M. Bocquet, D. Serban, M.R. Zirnbauer, Nuclear Physics B 578 [FS]
(2000) 628-680
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Chaines de Spins, Fermions de Dirac, et Systémes Désordonnés

La premiere partie de cette theése traite des chaines de spins quantiques. On étudie tout d’abord
des systéemes de spins quantiques qui sont reliés de fagon continue & la chaine de Heisenberg s=1. La
construction d’un modele sigma non-linéaire permet d’estimer le gap de ces systemes. On étudie ensuite
une chaine de spins s=1/2 dopée par des impuretés non-magnétiques possédant un spin nucléaire. A laide
de techniques de bosonisation, on calcule analytiquement le temps de relaxation longitudinal d’une impu-
reté en fonction de la température, corrections logarithmiques incluses. Ce type d’analyse est également
mené sur un liquide de Luttinger chiral, modélisant par exemple un demi-fil quantique.

La deuxiéme partie est consacrée aux systemes désordonnés en basse dimension. Des liens formels
sont éclaircis entre modele désordonné sur réseau, fermions de Dirac en milieu aléatoire, chaines de
spins supersymétriques non-compactes et modele sigma non-linéaire. Le détail des calculs est donné sur
I’exemple de la transition entre plateaux de I’effet Hall quantique entier. On calcule ensuite exactement
les densités d’états et les longueurs de localisation typiques d’un fermion de Dirac en dimension 1 dans
des potentiels aléatoires de différentes natures. De nombreux modeles de théorie de la matiere condensée,
comme par exemple la chaine XX désordonnée, se raménent & ce systeme. Puis nous étudions les fermions
de Dirac en dimension 2 en milieu aléatoire. Plus particulierement, nous analysons le cas de fermions en
masse aléatoire. Ce modele décrit les excitations de basse énergie d’un supraconducteur d’onde d dont les
impuretés sont magnétiques. Un diagramme de phase est proposé. Il s’articule autour du point tricritique
des fermions de Dirac libres et fait apparaitre une phase métallique thermique inattendue.

Mots-clés : Chaines de spins quantiques. Chaines de spins inhomogenes. Modeéle sigma non-linéaire.
Bosonisation. Temps de relaxation. Milieux désordonnés. Effet Hall quantique entier. Fermions de Dirac.
Supraconducteur haute-température.

Spin Chains, Dirac Fermions, and Disordered Systems

The first part is dedicated to quantum spin chains. We first study quantum spin systems that are
continuously connected to the Heisenberg spin chain s=1. We build a non-linear sigma model to estimate
the spin gap of those systems. Next we study a s=1/2 spin chain doped by non-magnetic impurities
but which nevertheless possess a nuclear spin. We use abelian bosonization to calculate the longitudinal
relaxation rate of an impurity and its dependence in the temperature. Logarithmic corrections to its
behavior are also given. We perform the same analysis on a chiral Luttinger liquid, such as a quantum
lead cut in half.

The second part deals with disordered systems in low dimension. We shed light upon formal links
between disordered systems on a network, random Dirac fermions, non-compact superspin chain and non-
linear sigma model. Details are given on the example of the plateau transition in the integer quantum Hall
effect. Then we perform exact calculations of the densities of states and typical localization lengths of a
Dirac fermion in 1 dimension in various types of disorder. Many condensed matter systems are equivalent
to this model, such as the random XX quantum spin chain. Next we study random Dirac fermions in
2 dimensions. Specifically, we are concerned with the problem of Dirac fermions with random mass.
This model describes low energy excitations of a disordered d-wave superconductor, which impurities are
magnetic. A phase diagram is proposed. It is built around the tricritical point of free Dirac fermions and
shows an unexpected metallic phase for thermal conduction.

Key Words : Quantum spin chains. Inhomogeneous spin chains. Non-linear sigma model. Bosoni-
zation. Relaxation rate. Disordered systems. Quantum Hall effect. Dirac fermions. High T, superconduc-
tivity.



