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Chapitre 1

Introduction

1.1 Les systemes désordonnés : éléments communs et
exemples

Au cours de cette these je me suis intéressé a différents aspects de la physique des
systemes désordonnés. Il me semble donc approprié de rappeler leurs éléments caractéri-
stiques avant de décrire les travaux effectués.

Les systemes désordonnés sont en général caractérisés par une séparation d’échelles de
temps entre degrés de liberté rapides et lents. Lorsque les échelles de temps de ces derniers
sont beaucoup plus grandes que celles expérimentales les degrés de liberté lents peuvent
étre considérés comme gelés dans une configuration particuliere, dépendante de ’échantillon
considéré. La thermodynamique de ces systéemes peut étre étudiée en utilisant la distribu-
tion de Boltzmann seulement pour les degrés de liberté rapides et en considérant les autres
comme des parametres dépendants de 1’échantillon. En général les observables thermody-
namique, comme par exemple 1’énergie, ont une limite thermodynamique indépendante de
I’échantillon. Cette propriété, appelée d’auto-moyennage, est utilisée pour analyser la ther-
modynamique de ces systemes. En effet, puisque il est en général impossible de calculer une
observable macroscopique pour un échantillon donné, en s’appuyant sur la propriété d’auto-
moyennage on calcule la moyenne de I'observable sur tous les échantillons. D’un point de
vue de mécanique statistique on se ramene donc a I’étude d’un systeme caractérisé par un
nombre extensif de parametres, qui correspondent aux degrés de liberté lents et qui peuvent
étre considérés comme des variables aléatoires, dont la distribution est déterminée par la
probabilité qu’une certaine configuration des parametres se réalise pour un échantillon
donné. Pour cette raison ces systemes sont appelés désordonnés avec du désordre gelé.
Un exemple tres étudié, que nous considérerons dans cette these, est celui des verres de
spins [1, 2, 3, 4]. Ces systemes sont formés par des ions magnétiques couplés par des inter-
actions aléatoires. Un exemple physique est celui des métaux nobles dilués avec des ions
magnétiques. Dans ce cas les ions magnétiques sont figés aléatoirement dans la matrice
métallique. Par conséquent leur interaction mutuelle, dont 'intensité et le signe dépendent
de leur distance, devient une variable aléatoire.
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Un autre exemple, qui nous intéressera dans la suite, est celui de la propagation d’'une
onde classique ou d’une particule quantique dans un milieu désordonné. Dans ce cas on
s’intéresse aux propriétés de transmission de I'onde ou aux propriétés des états propres de
la particule quantique.

Il y aussi des systemes, comme les verres, pour lesquels on dit que le désordre est auto-
induit ! par la dynamique : en refroidissant suffissamment un liquide le temps de relaxation
structurelle devient tellement grand, a une certaine température, que le liquide n’arrive plus
a équilibrer dans les échelles de temps de I'expérience et le systeme devient un matériau
rigide amorphe (appelé verre). La différence entre les systémes caractérisés par un désordre
gelé et les systemes désordonnés, tels que les verres, est que pour ces derniers on ne peut
pas séparer a priori les degrés de liberté lents, qui se gelent a basse température, de ceux
rapides.

Dans la sous-section suivante je présenterai les éléments, qui a mon avis caractérisent
plus les systemes désordonnés. Ensuite, je développerai les deux aspects des systemes
désordonnés sur lesquels cette these est axés. Enfin, dans la section (1.3) je résumerai
le travail de these.

1.1.1 Frustration et événements rares diis aux fluctuations spa-
tiales du désordre

En général I’énergie d’un systeme est constituée d’'une somme de contributions locales
et souvent pour les systemes ordonnés les minima de 1’énergie peuvent étre obtenus en mi-
nimisant simultanément chaque contribution locale a 1’énergie. Par exemple pour trouver
les états fondamentaux du modele d’Ising, on peut d’abord demander que chaque inter-
action soit satisfaite, ce qui implique que des spins voisins doivent étre orientés dans la
méme direction. Ensuite en imposant que tous les contributions locales a I’énergie soient
satisfaites simultanément on obtient les deux états fondamentaux avec tous les spins égaux
a +1ou —1.
Dans le cas des systeémes désordonnés le paysage d’énergie est en général tres irrégulier.
Souvent les minima absolus ne peuvent pas étre obtenus avec la procédure précédente
puisque il n’y a aucune configuration qui satisfait toutes les interactions simultanément.
Ce phénomene, appelé frustration, peut étre décrit en considérant un systeme de quatre
spins d’Ising sur un carré ayant trois interactions égales a +1 et une égale a —1, voir
fig. 1.1. Dans ce cas il est clair qu’il n’y aucune facon de satisfaire simultanément toutes
les interactions. De facon générale les états fondamentaux d’un systeme désordonné sont
des configurations pour lesquelles le nombre d’interactions non satisfaites est le plus petit
possible (si les interactions peuvent avoir beaucoup de valeurs possibles, ce qui est le cas
général, il faut alors minimiser le nombre d’interactions non satisfaites en tenant compte

'La distinction entre désordre auto-induit et désordre gelé fait référence aux modeles théoriques, qui
sont 3 priori désordonnés pour les verres de spins et non désordonnés pour les verres, plutoét qu’a une réelle
différence physique. En effet, dans les deux cas le désordre est toujours induit par un refroidissement du
systeme.
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Fi1c. 1.1 — Quatre spins d’Ising sur un carré avec trois interactions égale a +1 et une égale
a —1. Il y a huit états fondamentaux, chacun caractérisé par une interaction non satisfaite,
i.e. frustrée.

de leurs valeurs) : trouver les états fondamentaux d’un systéme désordonnés peut étre par
conséquent un probleme d’optimisation trés compliqué. En outre, la frustration implique
que I’état fondamental d’un systeéme peut étre tres dégénéré ou quasi-dégénéré. Par exemple
pour le systeme a quatre spins en fig. 1.1 on obtient 8 états fondamentaux avec énergie
égale a —2.

Le deuxieéme élément, qui a notre avis est caractéristique des systemes désordonnés, est la
présence des événements rares dis aux fluctuations spatiales du désordre. Ces événements
rares peuvent avoir des conséquences tres importantes sur la physique des systémes désor-
donnés. Deux exemples sont les queues de Lifshitz [5] et les singularités de Griffiths [6].
Le premier phénomene intervient dans I’étude d’une particule quantique dans un milieu
désordonné. Ce milieu induit sur la particule un potentiel aléatoire qui, avec une probabi-
lité faible, peut devenir tres attractif et donner lieu a des états liés, localisés dans certaines
régions de 'espace. Lifshitz a montré que les états quantiques avec les énergies les plus
basses sont de ce type : localisés dans une région de l'espace a la place d’étre étendus
sur tout le systéme comme cela arrive pour les systemes invariants par translation. Un
exemple similaire, qui est lié aux singularités de Griffiths, concerne la dynamique d’un
modele d’Ising ferromagnétique aléatoire (les couplages sont aléatoires, mais tous positifs).
Dans ce cas, si la distribution des couplages a un support sur ’axe réel positif alors la
dynamique a grands temps, méme a des températures plus grandes que la température de
transition, est caractérisée par une relaxation anormalement lente [7, 8]. Ceci est di a la
présence de régions rares induisant des temps de relaxation anormalement longs. En effet,
a n’importe quelle température il existe avec probabilité finie (mais faible) une portion finie
de I’espace ayant des valeurs des couplages tres positives. Dans ces régions le systeme est
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localement ordonné et donc le temps de relaxation le plus long est de I’ordre de? eCLCH, ou

L est la taille de la région considérée et d est la dimension de ’espace. La probabilité (par
site) qu’une région de ce type existe est de ’ordre e=9L*. Par conséquent avec une proba-
bilité tres faible il peut y avoir des régions extrémement grandes (L >> 1) caractérisées
par des temps de relaxation extrémement longs ; ceci donne lieu a une ralentissement de la
dynamique.

La frustration et les événements rares dis aux fluctuations spatiales du désordre jouent
un role tres important dans I'analyse théorique des systemes désordonnés. A ce propos, le
cas des verres de spins est emblématique. La modélisation de ces systemes fut introduite
par Edwards et Anderson [9]. Le modeéle qui porte leurs noms est un systéme de spins sur
réseau cubique interagissant a travers des couplages aléatoires, qui sont des variables gelées
gaussiennes indépendantes. Souvent une simplification ultérieure consiste a considérer des
spins d’Ising S; (pouvant prendre seulement les valeurs +1 ou —1). Le hamiltonien du
modele résultant est égal a :

H=-) 17,55 (1.1)

<ij>

ou la notation <ij> dénote une somme sur les plus proches voisins et les couplages J;;
sont des variables aléatoires gelées de distribution gaussienne.

[’analyse de ce modele n’est pas encore achevée; en particulier son comportement phy-
sique reste sujet a controverse. Les deux approches analytiques qui ont été développées pour
I’étudier sont la théorie de champ moyen et les théories d’échelle. Ces deux approches sont
chacune axées principalement sur un seul de deux éléments caractéristiques des systemes
désordonnés que nous avons présentés auparavant : la théorie de champ moyen sur la frus-
tration et les théories d’échelles sur les événements rares diis aux fluctuations du désordre.
En particulier, 'approche de champ moyen consiste a étudier une généralisation du modele
d’Edwards et Anderson, qui a été introduite par Sherrington et Kirkpatrick (SK) [10]. Le
hamiltonien du modele SK est le suivant :

H=-Y J;SS, (1.2)

1<j

ou les couplages J;; sont des variables aléatoires gaussiennes indépendantes de moyenne
nulle et variance J?/N, ot N est le nombre de spins. Il est important de remarquer que dans
le hamiltonien (1.2) chaque spin interagit avec tous les autres; les systémes caractérisés
par cette propriété sont appelés completement connectés et sont en général suffisamment
simples pour étre étudiés analytiquement [2, 3, 4, 11]. Leur analyse a montré que la quasi-
dégénérescence des états fondamentaux, induite par la frustration, peut donner lieu a
lexistence d’un grand nombre de phases (états purs). La thermodynamique et la dyna-
mique de (1.2) peuvent étre alors comprises et expliquées en termes de recouvrements entre
états, du nombre d’états avec une certaine énergie libre,. ..[2, 3, 4, 11]. Malheureusement, la

d—1 Z . Ve .
2eeL™™" est le temps caractéristique pour retourner un amas ordonné de taille L.
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procédure qui consiste a prendre en compte les corrections au champ moyen se révele étre
d’une complexité énorme [12]. Pour cette raison extension de ces résultats & la dimension
trois n’a pas été possible jusqu’a maintenant.

Parallélement différents auteurs [13, 14, 15, 16, 17] ont développé des théories d’échelle
pour décrire le comportement physique du modele d’Edwards et Anderson a trois dimen-
sions. Ces théories, qui au moins dans leur version plus simple sont basées sur I'existence
de deux états fondamentaux et sur les lois d’échelle, fournissent une image physique dans
laquelle la thermodynamique est décrite en terme d’excitations locales, appelées goutte-
lettes (“droplets”), ou les spins sont dans 1’état retourné par rapport a I’état fondamental,
et la dynamique est présentée comme une croissance de domaines. Par exemple, Fisher
et Huse [15] proposerent une description de la dynamique d’équilibre similaire a celle que
nous avons rappelée pour le modele d’Ising ferromagnétique aléatoire, la différence entre
ces deux cas étant que pour les systemes ferromagnétiques la probabilité de trouver des
régions avec une relaxation anormalement lente est exponentiellement faible en In ¢, tandis
que pour les verres de spins cette probabilité décroit comme une lois de puissance en Int.
Ces deux approches semblent donner une description assez différente de la physique des
verres de spins. Cependant, il est intéressant de remarquer que des résultats numériques
récents [18], concernant les propriétés des excitations en fonction de leur taille, semblent
suggérer qu’'une réconciliation des deux méthodes est peut étre possible.

1.2 Aspects des systemes désordonnés analysés dans
cette these

1.2.1 Les systéemes a connectivité finie

Les modeles de verre de spins completement connectés sont d'un point de vue théorique
tres intéressants parce qu’ils peuvent étre étudiés analytiquement. Cependant, ils four-
nissent une image physique dans laquelle les effets diis aux événements rares associés aux
fluctuations spatiales du désordre, qui sont siirement trés importantes pour les systemes
en dimension finie, sont complétement absents. La cause principale est que la connectivité
infinie ne permet pas d’avoir un comportement tres différent de spin a spin.

Dans cette these, afin d’étendre et mieux comprendre les résultats obtenus pour les systémes
completement connectés, et aussi pour introduire dans ’approche de champ moyen les
événements rares dis aux fluctuations spatiales du désordre, j’ai analysé certain aspects de
la physique des systémes a connectivité finie, dits dilués. Ces modeles sont intermédiaires
entre ceux complétement connectés et ceux en dimension finie, voir fig. 1.2 (un exemple
de ces systeémes est un verre de spins, avec hamiltonien du type (1.1), défini sur un graphe
aléatoire a connectivité fixe ¢, ¢’est-a-dire sur un ensemble de points connexe par arétes, et
tel que chaque point ait une connectivité® c). D’une part, comme les modeles complétement,
connectés les systémes a connectivité finie se ramenent a travers la méthode des répliques a

3Localement un graphe aléatoire & connectivité fixe est équivalent & un arbre de Cayley.
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|>>1 " c>>1

FiG. 1.2 — Pour montrer la différence entre systemes en dimension finie, & connectivité finie
et completement connectés, on a dessiné une portion de réseau hexagonal a deux dimension,
de graphe aléatoire & connectivité fixe (égale & trois) et de réseau complétement connecté.
On peut remarquer que le réseau hexagonal et le graphe aléatoire se ressemblent localement,
la différence entre les deux systéemes est que le premier est caractérisé par des boucles de
longueur (I,) finie, tandis que le deuxiéme non. Le réseau complétement connecté peut étre
obtenu a partir des deux réseaux précédents comme une déformation de dimension (d)
infinie ou de connectivité (c) infinie.

un probleme a un spin auto-cohérent et pour cette raison sont a priori exactement solubles.
D’autre part, puisque chaque spin a une connectivité finie et les couplages sont d’ordre
un, ces systemes montrent des effets diis aux événements rares associés aux fluctuations
spatiales du désordre, comme par exemple la localisation [19, 20] (et chapitre 4), et la
phase de Griffiths [21] (et chapitre suivant), qui sont absents dans leur correspondants
completement connectés.

De plus, le comportement de basse température de ces modeles s’est révélé étre tres im-
portant pour la théorie de ’optimisation. En effet comme nous avons remarqué dans la
sous-section précédente trouver I’état fondamental d’un verre de spins peut étre vu comme
un probléeme d’optimisation. Cette remarque naive cache un lien profond, découvert il y a
quinze ans [22, 23|, entre la théorie des verres de spins et les problemes d’optimisation. En
fait, beaucoup de problemes tres étudiés en théorie de 'optimisation et en informatique
théorique peuvent étre réécrits et étudiés en terme de ’analyse de basse température de
modeles a connectivité finie. Ceci est donc un motif en plus pour analyser et comprendre
la physique de ces systemes.
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1.2.2 La dynamique

Les systemes désordonnés sont en général caractérisés par une dynamique hors-équilibre
a basse température. Par conséquent d’un point de vue tant théorique qu’expérimental, la
dynamique est un des aspects plus importants et intéressants de ces systemes.
Dans cette these je me suis intéressé a 1’étude de la dynamique des modeéles en champ
moyen, qui, méme s’ils sont une version tres simplifiée des systémes en dimension finie,
montrent des effets trés intéressants [11]. En particulier il a été découvert que ces modeéles,
a basse température, restent toujours hors équilibre, et la dynamique aux grands temps est
caractérisée par une séparation d’échelle de temps et par le vieillissement (c’est-a-dire que
plus le temps passe plus les degrés de libertés lents évoluent lentement) *, comme pour les
systemes vitreux réels. De plus, la dynamique hors équilibre de ces systemes est caractérisée
par une généralisation du théoreme de fluctuation et dissipation [25]. Différentes simula-
tions numériques ont montré que cette généralisation semble étre réalisée dans beaucoup
systémes désordonnés en dimension finie [11]!
Pendant ma these j’ai étudié la dynamique de certains systémes désordonnés en champ
moyen d’une part dans le but de mieux comprendre le comportement de ces modeles et
d’autre part pour analyser leurs limitations et chercher a aller au-dela de ’approche de
champ moyen.

1.3 Résumé du travail de thése

De nombreuses études ont porté sur la thermodynamique [1, 3, 2, 4] et la dynamique
[11] des systemes désordonnés complétement connectés, et tout particulierement de cer-
tain modeles spécifiques, qui ont suscité beaucoup d’intérét comme le modele a p-spins
sphériques [26, 27]. Ceci n’est pas le cas des systémes & connectivité finie. Par conséquent
dans le chapitre 2, je présente une introduction a ce type de systémes, en particulier aux
systemes de spins a connectivité finie. Cette introduction ne se veut pas exhaustive, mais
vise plutot a présenter les techniques développées pour étudier ces modeles, et a montrer
des applications simples, qui permettent de dévoiler leur richesse physique et les différences
par rapport a leurs correspondants completement connectés. Dans ce chapitre je présente
des dérivations originales de résultats déja connus, mais aussi (s'il n’y a aucune référence)
des résultats non publiés que j’ai obtenu pendant ma these.

Le chapitre 3 contient d’abord une introduction au lien entre les problemes d’optimisa-
tion et la physique statistique. En particulier je présente une introduction a la recherche
effectuée en optimisation, avec un prédilection particuliere pour son coté plus théorique.
Ensuite je rappelle les résultats mathématiques, numériques et “physiques” obtenus jus-
qu’a maintenant pour la K-SAT, qui est un des problemes clef en optimisation. Enfin,
je présente le travail “A variational description of the ground state structure in random

4Plus précisément, le vieillissement est relié 3 I’existence d’une fonction de corrélation C'(t,#') qui ne
devient pas une fonction seulement de ¢t —t méme quand t' >> 1. Par exemple, dans le cas de la croissance
de domaines [24], la fonction d’auto-corrélation s’écrit comme C(t,t') ~ Ceq(t — t') + Ch_eq(t/t') quand
t,t' >> 1.
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satisfiability problems”, qui a donné lieu a la publication I : en utilisant la méthode des
répliques et une approche variationnelle, nous avons pu étudier le régime ou la symétrie
des répliques est brisée, en dévoilant une structure riche de I’espace des solutions et en
améliorant les résultats quantitatifs obtenus jusqu’a maintenant.

Le chapitre 4 présente une étude des effets de localisations induits par un désordre géomé-
trique. Plus, précisément nous avons étudié les propriétés spectrales de 1'opérateur de la
diffusion sur un graphe aléatoire grace a une approximation, que nous avons appelée “a un
défaut”. Nous avons trouvé un lien entre les défauts géométriques et la localisation et en
plus nous avons développé un cadre mathématique qui pourrait permettre d’étendre notre
analyse a 1’étude des modes instantanées de vibration des liquides. Ceci a donné lieu a la
publication II : “A single defect approximation for localized states on random lattices”.
Nous remarquons que les systemes a connectivité finie, qui en principe sont exactement
solubles, donnent lieu en pratique a des équations auto-cohérentes trop compliquées pour
pouvoir étre résolues analytiquement. Par conséquent les techniques développées et utilisées
dans les publications I et IT sont d’intérét général pour I’analyse des systemes désordonnés
a connectivité finie, comme nous montrons, sur des exemples simples, dans le chapitre 2.
Le chapitre 5 présente, d’abord,une bréve introduction aux caractéristiques des verres struc-
turaux, et a I’analogie entre ces systemes physiques et les modeles des verres de spins
généralisés. Nous montrons en particulier que cette analogie est basée sur la correspon-
dance entre le concept d’état pur ou état TAP et celui de structure inhérente. Ensuite,
nous étudions dans les détails la relation qui existe entre ces deux notions. Ceci d’une
part permet de comprendre comment certains concepts, comme celui d’état TAP, qui in-
terviennent pour les modeéles compléetement connectés s’étendent en dimension finie ou
a des systémes a connectivité finie; d’autre part ceci nous permet aussi de dévoiler les
points faibles de I’analogie précédente, et de montrer que pour obtenir une théorie de la
phase vitreuse (en dimension finie) basée sur ’analogie avec les verres de spins généralisés
il est nécessaire d’introduire une définition “temporelle” d’état. Ce travail a donne lieu a
la publication III : “From inherent structures to pure states : some simple remarks and
examples”.

Le chapitre 6 présente deux travaux différents concernant le lien entre la dynamique et le
paysage d’énergie libre. D’abord nous exposons le contenu de la publication IV : “Rela-
tionship between long time scales and the static free-energy in the Hopfield model”, dans
laquelle nous avons calculé les valeurs propres les plus petites, associées aux temps de re-
laxation les plus longs, de la matrice de Glauber du modele de Hopfield (avec un nombre de
patterns fini), qui est un modele désordonné intermédiaire entre le simple modele de Mattis
et le modele de Sherrington et Kirkpatrick plus riche. Nous avons trouvé que les inverses
des temps de relaxations les plus longs coincident avec les modules des valeurs propres
de I’énergie libre autour de ses points de stationnarité. Le calcul peut étre généralisé aux
modeles en dimension finie dans le cadre de I’approximation large S, comme nous montrons
dans ce chapitre. Ensuite nous présentons le travail qui a donné lieu a la publication V
(et au compte-rendu I) : “Dynamical TAP approach to mean field glassy systems” ; afin
de comprendre la relation entre paysage d’énergie libre et évolution dynamique nous avons
généralisé I’approche de Thouless, Anderson et Palmer (TAP) a la dynamique du modeéle &
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Fi1Gc. 1.3 — Dans cette figure je montre les interconnexions physiques et techniques entre
les travaux effectués pendant cette these.

p-spins sphériques (notre démarche est généralisable a d’autres modeles de champ moyen).
Ceci nous a permis de montrer explicitement que les états TAP sont reliés aux lois de pro-
babilité dynamiquement stables et que le vieillissement peut étre vu comme une évolution
dans les directions plates de ’énergie libre.

Enfin, dans le chapitre 7 a travers des exemples simples et des résultats mathématiques
récents nous proposons une définition “temporelle” d’état (plus précisément d’état métasta-
ble) et nous développons un formalisme dynamique afin de généraliser la description de la
phase vitreuse, obtenue par ’analyse des verres de spins généralisés, en dimension finie. De
plus, 'application de ce formalisme au modeéle a p-spins sphériques nous permet de dévoiler
les caractéristiques de la solution dynamique intervenant dans le calcul des propriétés des
états métastables, qui est d'un type nouveau par rapport aux solutions trouvées jusqu’a
maintenant. Enfin, nous établissons un lien entre ce calcul dynamique et la brisure de la
symétrie des répliques a la Bray et Moore, qui permet de comprendre la signification et
les limites de I’Ansatz a deux groupes. Ce travail a donné lieu au preprint I : “Metastable
states in glassy systems”.

Dans la fig. 1.3 je résume les points physiques et techniques en commun entre ces six
travaux.

MINIMA DE L’ENERGIE



14

Introduction



Chapitre 2

Introduction aux systemes a
connectivité finie

Dans les chapitres suivants nous analyserons différents aspects de la physique des

systemes désordonnés a connectivité finie ou dilués. Ces modeles ont I'avantage d’avoir
beaucoup de propriétés en commun avec les systemes en dimension finie en restant en-
core des modeles de champ moyen, donc a priori exactement solubles. Le but des sections
suivantes est de montrer comment ce type de modeles interviennent naturellement dans
I’étude des systemes désordonnés en dimension finie et quels sont les nouveaux ingrédients
physiques et techniques qui apparaissent par rapport a leur correspondants completement
connectés.
Chronologiquement Viana et Bray [28] sont les premiers & avoir étudié par la méthode
des répliques les systemes désordonnés a connectivité finie et donc a s’étre apergus que
pour ces modeles le parametre d’ordre correspond & une généralisation de la matrice Q*°
de Parisi. Cette généralisation complique beaucoup ’analyse thermodynamique. Mézard
et Parisi [29] et Orland [30] ont montré que méme en faisant I’hypothése que la symétrie
des répliques n’est pas brisée le parametre d’ordre, qui dans le modele SK est un simple
parametre, devient une fonction. Les techniques que nous développerons dans la suite et
qui se révelent étre le formalisme plus adapté pour analyser les systemes désordonnés a
connectivité finie ont été introduites par De Dominicis et Mottishaw [31] et par Monasson
(32, 33].

2.1 La méthode des répliques pour les systemes a
connectivité finie

2.1.1 Le parameétre d’ordre c(&)

Dans cette section nous nous concentrerons sur les verres de spins, mais les raisonne-
ments qui suivent peuvent étre généralisés a beaucoup d’autres systemes désordonnés.
Comme nous avons expliqué dans 'introduction, les verres de spins sont constitués d’ions

15
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distribués aléatoirement dans ’espace; les interactions entre ces ions dépendent de leur
distance et par conséquent elles sont aussi des variables aléatoires. Les ions magnétiques
sont modélisés par des spins classiques; souvent une simplification ultérieure consiste a
considérer des spins d’Ising o; (pouvant prendre seulement les valeurs +1 ou —1). L’énergie
potentielle du modele résultant est alors :

H=-— Z J(I‘Z - I'j)O'iO'j (21)

1<J

ou r; est la position de 'ions ¢ dans I’échantillon considéré et J(r; — r;) représente le
couplage entre les ions 7 et j. Les quantités thermodynamiques peuvent étre calculées a
partir de 1’énergie libre :

1
F= —Elog Z, Z=) ePHlod (2.2)
{oi}

oi1 nous utilisons les notations (O) et O pour indiquer respectivement la moyenne thermique
et la moyenne par rapport aux différents échantillons de 1’observable O'.

La moyenne par rapport aux différents échantillons peut étre effectuée en utilisant I’astuce
des répliques, qui consister & prolonger analytiquement Zm par rapport & n et & calculer
I’énergie libre grace a la relation :

— zZm —1
log Z = lim
n—0 n

(2.3)

Avec cette procédure on remplace le probleme original avec celui des n systéemes couplés
non désordonnés. En fait, aprés avoir moyenné sur les échantillons, on se retrouve avec
un hamiltonien effectif d’'un systéme de N spins d’Ising vectoriels & n composantes : &; =

(Uz'l"" aazn)'

Zn = Z e PN —BNH =In (exp(—ﬂ ZH({U;‘}))) (2.4)

{7:}

Par exemple, pour le modeéle SK, on trouve :

(8J) S 22
—BNH = IV ;(Ui £ 3) (2.5)

La loi de probabilité sur les échantillons est invariante par permutation des ions, c’est a
dire que si 'on considere une configuration aléatoire des positions des ions magnétiques,

!Pour ’énergie libre d’un systéme en dimension finie, par exemple le modele d’Edwards et Anderson,
on peut prouver rigoureusement que la limite thermodynamique est indépendante de I’échantillon. Cette
propriété est appelé auto-moyennage et implique que pour un échantillon fixé la densité d’énergie libre est
égale a sa valeur moyenne.
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toutes les configurations obtenues a partir de la précédente en permutant les indices des
ions ont le méme probabilité. Ceci implique que le hamiltonien effectif H dépend de la
configuration {d;} seulement & travers :

c(F) = N Z 05,5 (2.6)

Au nouveau on peut utiliser I’exemple du modele SK pour vérifier cette propriété ; en effet
(2.5) peut se réécrire en terme de ¢(&) de la fagon suivante (a des termes d’ordre un pres) :

2
—ANH = N(ﬁi) Zc(&')c(?)(&' - 7)? (2.7)
a,T

Notons que l'interprétation de (2.6) est trés simple : pour chaque &, ¢(J) est égale a la
fraction des sites qui ont un spin vectoriel §; = &. La somme en (2.4) contient alors un
terme combinatoire simple, parce que les configurations {5;}, ayant la méme fraction c(&)
de sites pour lesquels &; = &, donnent N!/[[.(N¢(5)!) fois la méme contribution. On peut
donc réécrire la moyenne sur les échantillons du pome
comme :

moment de la fonction de partition

!

7 11 EN: N _pnwe@)
n o — e
1.2 ) vy

g

12

-

1 !
N7 / I] de(@) exp N (— S (@) In () — m{@(&))) (2.8)
0 3 a
ou le prime indique que la mesure d’intégration et la série sont restreintes aux ¢(&) nor-
malisés : Y. c(F) = 1. Pour obtenir la derniére expression nous avons réécrit la somme
comme une intégrale, utilisé la formule de Stirling et négligé des termes qui ne donnent pas
de contributions & la densité d’énergie libre. L’intégrale en (2.8) peut étre effectuée par la
méthode du col dans la limite de N grand. Par conséquent le calcul de la densité d’énergie
libre se traduit dans un probléme variationnel :

—Bf = 7133}) %extr'c((;) (— Z c(&) Ine(d) — ﬁ?—[(c(&'))) (2.9)

=

[

ou la notation extr’ signifie qui il faut chercher ’extremum dans 1’espace des fonctions ¢(&)
positives et normalisées .

Pour obtenir I’énergie libre on est donc confronté a trois problemes principaux : il faut
d’abord calculer le hamiltonien effectif 7 en fonction de ¢(&), ensuite pour chaque valeur
de n résoudre le probléme variationnel (2.9) et enfin prolonger analytiquement le résultat
et prendre la limite n qui tend vers zéro?.

2Cette procédure n’est pas bien définie d’un point de vue mathématique. En effet si, pour N fini, on
était capable de calculer tous les moments de la fonction de partition et Z était bornée, le prolongement
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2.1.2 Interprétation physique de ¢(&)

Pour les verres de spins et plus généralement pour les systemes vitreux le paysage
d’énergie est tres irrégulier, ceci peut donner lieu a I’existence d’un grand nombre de phases,
appelées aussi états purs. Dans chaque état pur les valeurs des aimantations m; = (S;)
peuvent étre tres différentes et dépendre de 1’échantillon. Il n’y pas une fagcon univoque
d’identifier les états purs en étudiant toutes les facons possibles de briser la symétrie
(quelle symétrie d’ailleurs?) ou en fixant un champ magnétique (dans quelle direction ?).
La procédure, qui a été introduite en [2], pour avoir des informations sur les différents états
purs aq, ..., qr, consiste a les comparer en étudiant leurs recouvrements :

1
g = D mi’ e emi (2.10)

ou plus précisément la loi de probabilité Py(q) des recouvrements (moyennée sur les échan-
tillons), qui est égale a la probabilité que k états purs pris au hasard avec des probabilités
We, = e P/ Zj e PFi ajent un recouvrement g = ¢, ou F, est 'énergie libre de I'état

a. Py(q) peut étre reconstruite & partir de ses moments, qui sont reliés aux fonctions de
corrélation :

! k 1 : @ @
i 2 (s = g 30 37 Tl iy omi?))

W1 yey QL yoenyQfy 1 yornyiy =1
= /Pk(Q)qldq : (2.11)

ol I’on a utilisé la propriété que les fonctions des corrélation connexes entre deux sites tres
distants sont nulles dans un état pur (propriété de “clustering”) [2]. Dans le cadre de la
théorie effective des répliques (2.8) les fonctions de corrélation précédentes peuvent étre
récrites comme :

1 % . 1
ﬁ Z <$i1 T Sil>k - TlLl_I)I(l) E Z (Qal’ ’ak)l ? (2'12)
B1yeenyl] N g1<--<ag

oll Q%% sont la généralisation au cas dilué de la célebre matrice Q** de Parisi [2] et
sont égales aux moments du parametre d’ordre ¢(&) :

QU = Z (3™ - - - 0% (2.13)
{7}

Par conséquent le parametre d’ordre ¢(&) peut étre vu comme la fonctionnelle génératrice
de toutes les lois de probabilité des recouvrements Py(q). Pour les modeéles complétement

analytique serait unique (théoréme des moments de Carlson). Méme dans les cas ol on peut démontrer
que Z est bornée, l'utilisation de la méthode du col est justifiée seulement si n << N, donc on n’a pas
acces a tous les moments de la fonction de partition. Par conséquent le prolongement analytique n’est pas
unique et il faut savoir choisir le bon!
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connectés les tenseurs Q*"** avec k > 2 n’interviennent pas parce que H est une fonction
seulement de Q*°: par exemple pour le modele SK :

BJ)?
—BH = % > @y (2.14)
a,b

par conséquent le calcul de la densité d’énergie libre se traduit dans un probleme varia-
tionnel plus simple que (2.9) portant seulement sur Q%®.
En utilisant les identités (2.11,2.12) on peut comprendre facilement la signification de la
brisure de la symétrie des répliques. S’il y a un seul état toutes les fonctions Py(q) de-
viennent des fonctions delta concentrées autour d’une certaine valeur g, ceci implique que
toutes les fonctions des corrélations (2.11) dépendent trivialement de [ et sont égales & g..
Ce comportement, pose des contraintes sur les Q%% 3 travers les équations (2.12). Une
facon simple de satisfaire de satisfaire toutes les contraintes, mais qu’on peut montrer étre
la seule possible, est que les Q* % soient invariantes par permutation des a, - - - , a; ; ceci
implique que ¢(&) est invariant par permutation des indices des répliques. Donc ’existence
d’un seul état pur est directement reliée a l'invariance du parametre d’ordre par rapport
au groupe des permutations des répliques (cas RS). Maintenant, raisonnant & 1’envers, on
s’attend & ce que, si les distributions Px(¢) ne sont pas simplement des fonctions delta, le
parametre d’ordre ne soit plus invariant et que la symétrie des répliques soit spontanément
brisée.

2.1.3 Champs effectifs et Ansatz a un pas de brisure de la symé-
trie des répliques

Comme nous avons souligné dans la section précédente si un systeme est caractérisé
par ’existence de plusieurs états purs alors pour chaque état pur v et chaque échantillon
il y a un ensemble {m]} d’aimantations correspondantes. On définit le champ effectif A
par la relation :

tanh Sh] = m] (2.15)

Physiquement il est intéressant de connaitre la loi de distribution des champs effectifs.
Cette loi de probabilité est contenue de fagon implicite dans le parameétre d’ordre ¢(&).
Dans la suite on montrera le lien entre cette loi de probabilité et le parametre d’ordre ¢(&).
Plutét que démontrer ce lien en utilisant la méthode de cavité [2], nous le présenterons
comme un fait accompli et nous le vérifierons a posteriori.

D’abord nous considérons le cas RS dans lequel ¢(&) est invariant par rapport & la permu-
tation des répliques et il y a un seul état pur. Pour un échantillon donné il existe alors un
seul ensemble d’aimantations et des champs effectifs possibles {tanh $h;}. Dans ce cas on
définit la loi de distribution des champs effectifs comme suit :

P(h) = % i 5Th =) (2.16)
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Grace a cette fonction, qui intervient naturellement dans la formulation avec les répliques,
on se rameéne (pour n — 0) & un probléme variationnel dans le sous-espace des c¢(J)
invariants par rapport a la symétrie des répliques. Un premier pas pour effectuer ce calcul
est de réécrire le parametre d’ordre d’une fagon telle que le prolongement soit facile a faire.
La facon plus naturelle, et qu'on peut montrer étre correcte grace a la méthode de cavité,
est la suivante :

+o0 e/g’h&’-f
5) = P(h)———dh 2.17
<(9) /Oo ( )(2 cosh Sh)™ (2.17)
ott 1= (1,---,1) est un vecteur & n composantes et & - I = > -4 0a- Le parametre d’ordre

(2.17) peut avoir pour chaque valeur de n au plus n valeurs différentes, qui correspondent
aux différentes valeurs possibles de & - 1. Par conséquent on comprend facilement que si
Pexpression (2.17) doit étre vraie pour n’importe quelle valeur de n alors il faut utiliser une
fonction P(h) pour pouvoir contenir toute I'information inclue en ¢(&). On peut vérifier a
partir des résultats de la section précédente que ce lien entre P(h) et ¢(&) est compatible
avec l'interprétation physique de P(h). En effet nous trouvons que :

TONTIEN LI DD BUCLIRE

Ny <-<ag {5}

+00
= / P(h)(tanh Bh)*dh (2.18)
—0oQ

On considere maintenant le cas dans lequel la symétrie des répliques est spontanément
brisée et on veut élucider le lien entre la distribution des champs effectifs et la solution
¢(&) & un pas de brisure de la symétrie des répliques (1RSB)[2, 32, 33]. Dans ce cas il existe
plusieurs états purs. Par conséquent le champ effectif A d’un spin fluctue

— d’un état a 'autre. On tient compte de cette fluctuation en introduisant la distribu-

tion

pi(h) = Z w40 (h — hi)

ou w.,, qu’on a défini précédemment, est le poids de Boltzmann associé a I’état pur
.

— d’un spin a l'autre. On tient compte de ce type de fluctuation en introduisant la
distribution fonctionnelle des p;(h) :

Plp] = %Z(S[p(h) — pi(h)]

ou 4[] indique une delta fonctionnelle.
Comme dans le cas RS, dans le formalisme avec les répliques il faut choisir une bonne
paramétrisation de ¢(&) qui correspond a I'invariance associée a la brisure a un pas de la
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symétrie des répliques. La fagon plus naturelle et qu’on peut montrer étre correcte grace a
la méthode de cavité [2, 32, 33] est la suivante :

n/m +oo bm Bhoq
- (&
b=1 - a=1+(b—1)m

ol m est le parametre de la brisure & un pas, qui est relié au poids des états : 1 —m =
27 w_g L’expression (2.19) est la forme plus générale pour paramétriser, pour n quelconque,
une fonction ¢(&) qui est invariant par permutations a l'intérieur des n/m blocs et par
permutations des blocs entre eux. De plus, on peut vérifier a partir des résultats de la
section précédente que le lien (2.19) entre P[p] et ¢(&) est compatible avec I'interprétation
physique de P[p].

Avant de terminer cette section nous rappelons la forme de P(h) et de P[p] pour les modeles
complétément connectés. Ceci est utile pour montrer un exemple de P(h) et de P|[p] et pour
dévoiler les simplifications techniques qui surviennent pour ces modeles. Pour simplifier la
notation on considérera le cas ou le systéme est invariant par {o;} — {—o0;}. P(h) est
alors une fonction gaussienne de moyenne zéro et de variance ¢, qui pour le modele SK
correspond au recouvrement entre deux configurations prises au hasard avec le poids de
Boltzmann. Tandis que P|p| s’écrit comme :

Ploth) = [ dh Gt [p(in e |

ol on a utilise la notation Ga(z) pour une gaussienne normalisée avec variance égale
a A et moyenne nulle. Pour le modele SK, ¢g correspond au recouvrement entre deux
états différents pris au hasard avec le poids de Boltzmann et ¢; correspond a 1’auto-
récouvrement d’un état pris au hasard avec le poids de Boltzmann. De fagon générale
pour tous les modeles complétement connectés la forme de P(h) et de P[p] est celle donnée
dans les deux expressions précédentes. On comprend bien alors pourquoi les calculs pour
les modeles complétement connectés sont assez simples : dans le cas RS au lieu d’optimiser
sur une fonction il faut seulement optimiser sur un parametre ¢, dans le cas 1RSB au lieu
d’optimiser sur une fonctionnelle il faut seulement optimiser sur deux parametres g , g:.

2.1.4 Hamiltonien effectif

Le but de cette sous-section est de montrer que les systemes a connectivité finie inter-
viennent naturellement dans le cadre d’une analyse approchée des systéemes en dimension
finie. En particulier ces systémes peuvent étre considérés comme une premiere approxima-
tion des systemes réels.

En fait, puisque le calcul de le hamiltonien effectif en fonction de ¢(&) ne peut pas étre
effectué exactement pour un systéme en dimension finie, on peut introduire un schéma d’ap-
proximation qui permet de calculer H perturbativement. L’idée principale est de réécrire
le hamiltonien effectif comme une série dans laquelle les termes, qui font intervenir des
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moyennes sur les lois de distribution d’'un nombre de plus en plus grand de particules,
apparaissent de plus en plus tard : c’est a dire qu’il faut connaitre la distribution a deux
particules des ions pour calculer le premier terme, la distribution a trois et quatre particules
pour calculer le deuxiéme terme, etc.

“+oo !
) 1 ) 1 1
—fH = lim [I0+w] = Jim —In {1+ > 1 Yo Ty Ui,
(Z;J) m=1 <i17j1>7"'5<im7jm>
1 1 d
(4,3) (11,51)5(12,52)
Ui = (eﬂJ(Pi—rj)f?rff'j —-1) (2.21)

ou le prime indique que il faut sommer sur tous les produits des m couples différents,
et nous avons utilisé que la moyenne de wu;; est d’ordre 1/N (ceci est di au fait que la
probabilité que deux particules soient & une distance finie 'une de 1'autre est d’ordre 1/N).
Nous remarquons que ce développement est similaire & celui du viriel (dans I’ensemble
canonique).

Dans la suite nous considérerons 'approximation qui consiste a négliger les corrélations
entre u; ;. Cette approximation devient exacte pour les systemes a connectivité finie (voir
la section suivante).

La moyenne de u; ; peut s’écrire comme :

= 5 [ AR - ) (2.22)

ol « peut s’interpréter comme le nombre moyen de voisins et p(J) comme la probabi-
lité d’avoir une interaction J avec un voisin; p(J) est donc normalisé & un. A cet ordre
d’approximation le hamiltonien effectif en fonction de ¢(&) s’exprime simplement comme :

_BH = %Z / p(N)dJe(@)c(F) (77 — 1) (2.23)

Notons qu’on peut retrouver le hamiltonien du modele SK comme une “déformation” de
connectivité infinie de (2.23). En effet si I’on considére une fonction p(J) paire concentrée
sur des J d’ordre 1/v/N et une connectivité o d’ordre N, on retrouve bien le hamiltonien
effectif (2.14).

Dans notre schéma d’approximation le terme successif a (2.22) fait intervenir la loi de pro-
babilité jointe de deux interactions .J, J'. Ce terme correspond au cas ou les voisins d’un
ions sont voisins entre eux et donc interagissent. La probabilité de cet événement devient
de plus en plus petite quand la dimension augmente et le nombre moyen de voisins reste
d’ordre un.

Il faut souligner que considérer seulement le premier terme dans 1’expansion (2.21) com-
porte déja des grandes difficultés techniques. Par conséquent, jusqu’a maintenant les termes
successifs en (2.21) n’ont été jamais pris en compte.
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2.2 Les verres de spins sur des réseaux aléatoires

Comment on a déja anticipé dans la sous-section précédente I’approximation qui con-
siste & négliger les corrélations entre u,; en (2.21) devient exacte pour certains modeles,
appelés a connectivité finie. L’exemple plus connu porte le nom de Viana et Bray, qui
Pont introduit et étudié pour la premiere fois [28]. Ceci est un modele de spins d’Ising
interagissant a travers des couplages qui sont des variables indépendantes distribuées avec
la loi suivante :

P(Jig) = (1= 5 ) 00Jig) + 20 (i) (2.24)

Deux spins quelconque ont donc une probabilité 1—a/N de ne pas interagir, et /N d’inter-
agir a travers un couplage qui est une variable aléatoire tirée au hasard avec la distribution
p(Ji;) (qui est supposé avoir un poids fini en zéro). La loi de probabilité (2.24) définit de
facon naturelle un graphe aléatoire, qui est le réseau de points construit en joignant tous
les points avec J; ; # 0. Le modele de Viana-Bray est donc un systéme de spins d’Ising
défini sur un graphe aléatoire.

Le graphe aléatoire en tant que structure mathématique a été introduit et largement étudié
par Erdos and Rényi [34] dans les années soixante. Il existe une treés vaste littérature
mathématique sur ce sujet [35]. Nous nous contenterons de rappeler quelques propriétés
simples qui seront utiles dans la suite3.

2.2.1 Quelques propriétés des graphes aléatoires

La propriété plus spectaculaire des graphes aléatoires est sans doute la transition de
percolation : pour des faibles valeurs de « le graphe aléatoire est constitué d’amas disjoints,
mais il existe un «, telle que pour o > o, un amas infini connexe, qui contient une fraction
finie de sites, apparait. La probabilité A que un point appartient a ’amas infini satisfait
I’équation :

l—A=e¢ (2.25)

Cette équation peut étre facilement analysée et sa solution A(«) est tracé en fig.2.1 : les
principaux résultats sont que la courbe A(«) devient différente de zéro pour @ > o, = 1
et tend vers un pour o grand. Pour o > 1 le graphe aléatoire est formé d’un amas infini
connexe et d’'un nombre d’ordre N d’amas finis. Concernant les propriétés géométriques
locales, la probabilité qu’'un site ait une connectivité & est :

medim (§) (-2 wlgm = 229

3Puisque nous sommes intéressés 3 la limite thermodynamique nous considérerons les propriétés d’un
graphe aléatoire dans la limite de N infini. Donc quand on écrira que un graphe aléatoire a une certaine
propriété, ca sera toujours sous-entendu qu’un graphe aléatoire a cette propriété avec une probabilité qui
tend vers un dans la limite N — co.
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F1G. 2.1 — Probabilité A(«) qu’un site appartient & I’amas infini en fonction de la connec-
tivité moyenne «. La transition de percolation est a a. = 1; pour des valeurs plus grands
de « le graphe aléatoire contient un amas infini de sites connectés.

La connectivité d’un site quelconque est donc une variable aléatoire poissonnienne de
moyenne «. On peut montrer aussi que le nombre moyen de voisins d’un site qui a déja
un voisin est a + 1. Ces résultats permettent de justifier a posteriori que o, = 1 : 'amas
infini apparait quand chaque site a plus d’un voisin en moyenne. On peut aussi retrou-
ver avec un argument heuristique I’eq. (2.25). En effet on peut écrire que la probabilité
1 — A que un site n’appartienne pas a ’amas infini est égale & la probabilité e~ * qu’il soit
un site isolé plus la probabilité que ses voisins n’appartiennent pas a ’amas infini. Si on
réécrit cette deuxieme probabilité comme la somme sur la probabilité p, d’avoir k£ voisin,
multipliée par la probabilité (1 — A)* que les k voisins n’appartient pas & ’amas infini on
retrouve ’eq. (2.25). Un autre résultat intéressant concernant les propriétés géométriques
locales est qu’un graphe aléatoire n’a pas de boucles de longueur finie, donc localement
un graphe aléatoire est équivalent a un arbre avec une connectivité aléatoire, voir fig. 2.2.
La probabilité d’avoir une boucle commence a étre différente de zéro seulement pour des
tailles d’ordre In N. On peut comprendre ce résultat avec un argument heuristique simple ;
la stratégie est la suivante : on explore le graphe aléatoire en partant d’un point et on
cherche quelle est la taille de la premiere boucle qu’on rencontre avec probabilité finie.

emes

Puisque le nombre de k voisins d’un site est en moyenne o, la probabilité que un site

ait comme k*™€ voisin un site qui a été déja visité devient non négligeable pour k ~ In N.
Donc la taille de la premiere boucle est au plus d’ordre In V.

Les graphes aléatoires appartiennent a la classe des structures appelées a connectivité finie
ou diluées, qui ont d’une part certaines caractéristiques typiques des modeles en dimension
finie, comme par exemple la connectivité finie, mais aussi des caractéristiques typiques des
modeles en dimension infinie, comme par exemple le fait que la probabilité que deux sites

soient connectés ne dépende pas de la paire de sites choisie.
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Fi1G. 2.2 - Exemple de structure locale d’un graphe aléatoire. Il n’y a pas de boucles de taille
finie, donc localement le graphe aléatoire est équivalent & un arbre avec une connectivité
aléatoire.

2.2.2 Généralisations : systemes a connectivité finie ou dilués

Nous avons introduit les graphes aléatoires comme un type de réseau de spins pour les-
quels I'approximation (2.23) est exacte. Il y d’autres raisons pour lesquelles les graphes
aléatoires et leurs généralisations sont intéressants. On peut commencer par mention-
ner le motif qui a poussé Viana et Bray [28] & introduire et étudier les verres de spins
sur un graphe aléatoire. Il existe des composites comme Eu,Sr;_,S dont les propriétés
magnétiques dépendent beaucoup de la concentration x, parce que I'un des atomes, Sr
dans ce cas, est magnétiquement inerte. Ces matériaux peuvent avoir une transition ferro-
magnétique ou de type verre de spin suivant la valeur de z. Viana et Bray ont proposé que
le modele le plus simple pour modéliser un systeme dans lequel la dilution et le désordre
jouent en méme temps un role essentiel est un verre de spin sur graphe aléatoire. Dans
cette correspondance, la dilution z est reliée a la connectivité moyenne « et le désordre a
la loi de probabilité des couplages p(J; ;) , cf. eq.(2.24). Pour cette raison ce modele, et ses
généralisations, sont souvent appelés dilués ou plus généralement & connectivité finie.

Il y a encore d’autres motifs pour lesquels les graphes aléatoires et leurs généralisations
sont intéressants : d’une part ils peuvent étre étudiés en tant que structures mathématiques
intermédiaires entre les systemes en dimension finie et les modeles completement connectés
et d’autre part depuis les années quatre-vingt on s’est apercu qu’ils interviennent dans la
modélisation de beaucoup de probléemes d’optimisation [22, 23].

On citera en particulier deux autres exemples de systémes a connectivité finie, qui nous
seront utile dans la suite : les graphes aléatoires a connectivité fixe et les hypergraphes
aléatoires. Ce deuxiéme type de systémes est la généralisation naturelle des graphes aléa-
toires : & la place des liens on considere les C%; différents fagons de coupler k sites. L hyper-
graphe aléatoire d’indice k est obtenu en prenant chaque couplage avec probabilité o/ N*¥~!
et on en ne le prenant pas avec probabilité 1 — a/N*~1. Cette structure aléatoire est ca-
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ractérisée par une transition de percolation & o, = (k — 2)! [36]. Par contre les graphes
aléatoires a connectivité fixe sont des graphes tirés au hasard avec une distribution uni-
forme dans l'espace des graphes connexes ayant cette connectivité. Ces structures n’ont
évidement pas une transition de percolation, mais comme les graphes aléatoires, sont ca-
ractérisées par des boucles qui ont au minimum une taille d’ordre In NV ; par conséquent
localement elles sont équivalentes a des arbres a connectivité fixe, des arbres de Cayley.

2.3 Quelques applications simples

2.3.1 Phase de haute température du modele de Viana et Bray

La condition d’extrémisation de la fonctionnelle (2.9) se traduit pour le modele de
Viana et Bray dans I’équation sur le parameétre d’ordre ¢(&) suivante :

c(3) = N exp a/dJZp(J)(e’BJE'f — 1)e(7) (2.27)
{7}

ou N est un paramétre de normalisation. Cette équation est trés compliquée et en général ne
peut pas étre résolue exactement. Dans le régime de haute température le systéme est dans
la phase paramagnétique, par conséquent il y a un seul état pur, ’état paramagnétique,
avec toutes les aimantations nulles. Donc chaque loi de distribution des recouvrements
Py(q) et la distribution des champs effectifs sont des fonctions delta concentrées en zéro.
Par conséquence on s’attend, et on peut aisément vérifier, que la solution de (2.27) soit
particulierement simple : ¢(&) = 27". Ceci traduit simplement le fait que dans la phase
paramagnétique I’entropie I’emporte sur ’énergie et chaque valeur de & est équiprobable.
Cette solution décrit la phase paramagnétique du modele de Viana et Bray. En dessous
d’une certaine température 7, cette solution devient instable et le systeme entre dans la
phase verre de spins ou ferromagnétique [28]. Pour identifier la transition nous calculerons
la stabilité de la solution paramagnétique en généralisant le calcul de Almeida et Thouless
[37] & des systémes & connectivité finie. D’abord nous considérons le hessien :

o 5 (zaee o [rneeran)
Ao A o =—|2"sr— « J)ePIeTd T , 2.28
9c(5)0c(7) - 3 ; p(J) ( )

qui est une matrice invariante par translations discrétes sur I’hypercube a 2" dimensions.
Ceci se voit en réécrivant & - 7 comme 2" + (& — 7)?/2. Par conséquent ses vecteurs propres
sont les ondes planes définies sur I’hypercube :

- _n imzp
Yp(3) =272e27F | (2.29)
ol k est un vecteur a n composantes binaires qui ont comme valeurs possibles 0 ou 1. Les
valeurs propres correspondantes sont égales a :
2n

Az 3 <1 — / p(J)(cosh BJ)"(tanh 5J)Eak“dJ) : (2.30)



Introduction aux systémes a connectivité finie 27

L’existence et la stabilité de la phase paramagnétique sont liées a la positivité de A; pour
n qui tend vers zéro. Cela se comprend facilement en remarquant que dans la phase para-
magnétique toutes ces valeurs propres sont reliées aux susceptibilités :

— . N E—
Sw= gy s =limar > @ (2:31)

Ces quantités doivent étre d’ordre un pour des raisons thermodynamiques?, et en effet pour
I’état paramagnétique on a que (Q*+%*)2 ~ 1/N, ce qui redonne bien des susceptibilités
finies. Les quantités (Q®++%)2 peuvent étre calculées facilement & partir de leur définition
et du fait que le hessien de I’énergie libre se diagonalise dans I’espace de Fourier ; on trouve
que :

N —_— 1
1 - 01,08 )2 — 2.32
N R > (@) ® ) (2.32)
a1 <--<ag n—0
ol ,\fjﬂo est le prolongement analytique a n = 0 de la valeur propre correspondant a un

vecteur k avec k composantes égales & un et celles restantes égales a zéro. Re-injectant (2.32)
en (2.31) nous trouvons finalement I'expression recherchée des susceptibilités généralisées :

Ex =B <1 —a / p(J)(tanh 5J)de) B : (2.33)

Lorsque I'une de ces susceptibilités diverge, ’état paramagnétique devient instable et la
transition de phase survient. Utilisant les propriétés de la tangente hyperbolique on peut se
convaincre que Z(z) > Sy €t Zom) > Eemtr) (M, 1 =1,2,...). Par conséquent la transition
de phase a lieu a une température a la quelle =) ou =(;) deviennent divergentes. Si la loi
de probabilité p(.J) a un support seulement sur ’axe réel positif, le systéme est désordonné
mais ferromagnétique, et dans ce cas Z(;) diverge pour premiére; par contre si p(J) est
paire alors Z(;) = /3 et donc la transition de phase correspond a la divergence de Z(y).
Pour ces raisons Z(1) et Z(2) sont appelées respectivement susceptibilités ferromagnétique
et verre de spins.

Dans la section 2.1.4 nous avons montré que les verres des spins sur un graphe aléatoire
peuvent étre vus comme une approximation des verres des spins en dimension finie. En
particulier on peut interpréter le modele de Viana et Bray comme une approximation de
grande dimension du modeéle de Edwards et Anderson, ou la distribution p(J) et a + 1, cf.
eq. (2.24), correspondent respectivement a la distribution de couplages entre plus proche
voisins et a la connectivité du réseau du modele de Edwards et Anderson. Il est donc
intéressant de calculer la température de transition du modele de Viana et Bray et de la

4En fait ces susceptibilités sont reliés & la dérivé k + geme o I’énergie libre par rapport a un champ
magnétique uniforme[3]. La divergence d’une des susceptibilités se traduit alors dans la divergence d’une
dérivé de I’énergie libre par rapport au champ magnétique. Par conséquent on s’attend que dans une phase
stable toutes ces susceptibilités restent finies.
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Td[KaT?]T | KaT%]J |

9 3.88 3.82¢
7 3.33 3.22¢
) 2.67 2.41¢
3 1.8 0.95 £ 0.04°

TAB. 2.1 — Dans cette table on compare les températures de transition du modele d’Ed-
wards et Anderson en dimension d et du modele de Viana et Bray avec une connectivité
moyenne égale a 2d — 1. La distribution des couplages est gaussienne et les températures
de transition du modele de Edwards et Anderson sont obtenues a partir des meilleurs
développements de haute température (d) [38] et des simulations numériques (s) [39].

comparer aux résultats obtenus par les développement d’haute température [38] et par les
simulations numériques [39] sur le modele de Edwards et Anderson, voir table 2.1. L’accorde
est d’autant meilleur que la dimension de I'espace est grande. En particulier pour d = 3, ce
serait nécessaire de calculer les corrections au hamiltonien effectif de Viana et Bray pour
obtenir un bon résultat.

2.3.2 Phase de Griffiths et hétérogénéités

La phase de Griffiths [6] est une caractéristique importante des systémes désordonnés,
qui est due a ’existence d’une transition de phase combinée a la présence d’hétérogénéités
ou d’événements rares dus aux fluctuations spatiales du désordre. Les singularités de Grif-
fiths ont été découvertes en considérant les propriétés d’analyticité de I’énergie libre comme
fonction du champ magnétique imaginaire pour un systeme ferromagnétique dilué en di-
mension finie. La dilution était prise telle que chaque site est présent avec probabilité p
et absent avec probabilité 1 — p. En dimension plus grande que un, et pour p plus grand
que le seuil de percolation p., le systéme a une transition de phase ferromagnétique a
une température T.(p), qui est zéro pour p = p. et croit avec p, la valeur & p=1 étant
la température de transition du modeéle d’Ising non désordonné T,(p = 1). Griffiths a ob-
servé que pour des température 7' < T,(p = 1) ’énergie libre comme fonction du champ
magnétique imaginaire n’est pas analytique autour de h = 0 : pour T < T,(p) elle n’est pas
deux fois différentiable, mais ceci est simplement di au fait que pour 7' < T,(p) le systeéme
est ordonné ; par contre ce qui n’était pas attendu est que la fonction de partition est infi-
niment dérivable mais quand méme pas analytique autour de h = 0 pour des températures
entre T,(p) et T.(p = 1). Ce comportement peut étre compris en terme de zéros de Lee et
Yang [40, 41]. La non analyticité de 1’énergie libre pour un modele d’Ising non désordonné
est relié au fait que pour des températures plus faibles que la température de transition la
densité de zéros de Lee et Yang est finie a h = 0. Pour le modele ferromagnétique dilué
considéré par Griffiths il y a toujours une probabilité (par site) faible, mais finie, qu’il
existe un amas de L sites ol chaque site est occupé. Ce type d’amas devient “critique” ou
“ordonné” pour T' < T,(p = 1) et donc il donne lieu pour T,(p) < T < T.(p = 1) a des
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zéros de Lee et Yang de plus en plus pres de I’axe réel plus L est grand, par conséquent la
densité de zéros de Lee et Yang est nulle en h = 0 et non nulle dans n’importe quel voisi-
nage de h = 0. Griffihts a montré que la conséquence de ceci est que ’énergie libre a une
singularité essentielle comme fonction du champ magnétique pour T.(p) < T < T.(p = 1).
La phase de Griffiths est donc reliée a la possibilité (tres faible) qu’un systéme, qui n’a pas
encore eu une transition de phase contient des sous-systemes “critiques” ou “ordonnés”
(treés grands). Pour cette raison on s’attend que la phase de Griffiths soit présente pour la
majorité des systemes désordonnés. Cette phase n’est pas seulement un tres joli résultat
mathématique, mais a des conséquences physiques importantes sur la dynamique. En effet,
comme il a été montré initialement par Bray [7] et Randeira et al. [8], un modele d’Ising
désordonné a une relaxation qui n’est pas exponentielle mais anormalement lente dans la
phase de Griffiths. Ceci est dii au fait que la fonction de auto-corrélation C(t) entre la
configuration du systeme au temps 0 et au temps ¢ recoit une contribution de la part des
amas “ ferromagnétiquement ordonnés” de taille L qui est de l'ordre e~ %7, ol 7 est le
temps caractéristique pour renverser un amas ordonné de taille L., avec une probabilité qui
décroit exponentiellement avec L ; dit autrement : dans le systéeme on peut trouver avec
une probabilité tres faible des amas qui ont une relaxation tres lente. Par exemple pour le
modele ferromagnétique dilué considéré par Griffiths : le temps 7 nécessaire pour renverser
un amas de taille L est de Pordre eL™" et la probabilité correspondante est de ’ordre

e “T*  en sommant les différents contributions sur L on obtient le résultat [7, 8] :

IC(t)] > Cy exp (—A(ln t)ﬁ) (2.34)

Pour les modeles completement connectés il n’y a pas de phase de Griffiths. La raison
principale est que on ne peut pas avoir des hétérogénéités dans ce type de modeles. Par
contre les modeles désordonnés sur un graphe aléatoire peuvent manifester ce type de com-
portement. En fait, Barrat et Zecchina [42] ont montré que les hétérogénéités dynamiques,
qui sont une caractéristique importante de la dynamique des systemes vitreux comme les
verres et les matériaux granulaires [43, 44|, jouent un role essentiel dans la dynamique
de basse température des systemes de spins a connectivité finie. Dans la suite nous nous
étudierons le role des hétérogénéités dans la thermodynamique et plus précisément la phase
de Griffiths pour le modéle de Viana et Bray °.

Une fagon simple de capturer 'existence de la phase de Griffiths est de calculer les suscep-

5Bray et Huifang ont aussi étudié les singularités de Griffiths pour les modeles & connectivité finie
[21]. Leur approche est tres différente par rapport au notre parce que ils ont considéré des singularités de
Griffiths beaucoup plus faibles. En particulier ils ont étudiés le modele de Viana et Bray ferromagnétique
et ils ont analysé les singularités de Griffiths induites par la possibilités d’avoir des amas complétement
connectés. La probabilité de cet événement tend & zéro avec N. Par contre nous nous sommes intéressés a
I’effet des événement rares qui ont une probabilité faible, mais finie quand N — oo.
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tibilités généralisées A,, :

3~

A, = zd:/\/'(d) % S (SS)T N () (2.35)

i,j/d(i,j)=d

S
d

ou N (d) est le nombre moyen de voisins & distance d et & est la longueur de correlation
entre deux sites a distance d. Ces quantités vont donner un renseignement sur 1’existence
de la phase de Griffiths, et peuvent diverger méme avant la transition thermodynamique.
En effet en prenant m tres grand on favorise les événements rares dans lesquels on a une
longueur de corrélation tres grande avec une probabilité faible :

A, >~ CZN(d)e‘d/Em”, m>>1, (2.36)
d

ol &40 €st la plus grande longueur de corrélation qu’on peut trouver dans une fraction finie
du systéme. Par contre en prenant m tres faible on obtient les résultats typiques [45]. On
s’attend donc que A, devient divergente quand le systeme entre dans la phase de Griffiths
parce que avec une probabilité tres faible on peut trouver des longueurs de corrélations
arbitrairement grandes. Dans la phase paramagnétique du modele de Viana et Bray on
peut calculer facilement la longueur de corrélation entre deux sites a distance d (pour une
configurations du désordre typique) :

(SiSj)q = (tan BJig,) - - - (tan BJ;,_, 5) (2.37)

ou 4,41, -+ ,i4_1,J sont les sites qui forment le chemin pour aller de 7 a j en d pas. Avec
probabilité un, ce chemin est unique si d est d’ordre un. A partir de la formule (2.37) on
peut calculer facilement les susceptibilité généralisées A,, :

3~

A, = 2 o ( / dJp(J)(tanh ﬂJ)m> (2.38)

Pour une distribution symétrique p(J) qui a un support [—Jaz, Jmaz] 1€ systéme a une
transition de phase a une température 7, pour laquelle la susceptibilité verre de spins
devient divergente, tandis que A, devient divergente a une température plus grande T >
T, pour laquelle :

1 = atanh(Jye:/Te) (2.39)

Ce qui est remarquable est que (2.39) est la condition satisfaite par la température cri-
tique du modele de Viana et Bray ferromagnétique avec des couplages J,,... Comme on
s’attendait A, devient divergent de que le systéme a une probabilité non nulle de contenir
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des amas ordonnés (avec un ordre ferromagnétique). Par conséquent dans le régime de
température T, < T < T le modele présente une phase de Griffiths, ceci est un tres bon
exemple d’effet qu'on peut obtenir pour des systémes a connectivité finie mais qu’on ne
peut pas trouver dans un modele completement connecté. La plus grande difficulté tech-
nique des systeémes a connectivité finie est donc reliée aussi & une plus grande richesse d’'un
point de vue physique.

2.3.3 Méthode variationnelle et fluctuations de la connectivité

En général les systemes a connectivité finie ne sont pas exactement solubles et il faut

souvent utiliser des approximations. Dans cette section on se propose d’étudier le modele
de Viana et Bray ferromagnétique a température nulle. L’étude de ce modele nous per-
mettra en méme temps de montrer le type de difficultés qu’on rencontre dans ’analyse des
systemes a connectivité finie, les approximations qu’on utilise et de comparer les résultats
des approximations a la solution exacte, qui est connue dans ce cas [46].
Le modele de Viana et Bray ferromagnétique est caractérisé par une distribution des cou-
plages p(J') = 6(J' — J). Le modele étant ferromagnétique, on s’attend que la symétrie de
répliques ne soit pas brisée méme a température nulle. Par conséquent on peut restreindre
le probléeme variationnel (2.9) aux parametres d’ordre ¢(&) invariants par permutation des
répliques. Dans ce cas, comme on avait remarqué dans la section 2.1.3, ¢(&) a une pa-
ramétrisation naturelle en terme de la distribution des champs effectifs P(h). L’équation
(2.27) se traduit alors en une équation sur P(h), qui d’ailleurs peut étre obtenue comme une
équation auto-cohérente sur la distribution des champs effectifs sans passer par la méthode
des répliques [2, 47] (et annexe I du chapitre suivant). En général & température nulle on
sait résoudre ce type d’équation au prix des longs calculs. Plutot que suivre cette démarche
nous montrerons une méthode approchée, qui est tres utile quand on est confronté au méme
type de probleme en présence de brisure de symétrie des répliques. Dans ce cas obtenir
analytiquement une solution exacte semble sans espoir, par contre on peut obtenir des bons
résultats en utilisant des méthodes approchées. Puisque la méthode des répliques donne lieu
au probléeme variationnel (2.9), le principe de I’approximation est de résoudre le probleme
variationnel dans un espace restreint. Par exemple pour le modeéle ferromagnétique un bon
choix variationnel est :

P(h) = (1 — A)S(h) + AS(h — H) (2.40)

qui correspond a diviser les champs effectifs en deux groupes : une fraction 1 — A de
champs qui correspondent aux sites non contenus dans l’amas géant, et qui sont donc
nuls parce que les amas finis ne peuvent pas étre ordonnés, et une fraction A de champs
qui correspondent aux sites contenus dans I'amas géant et ont un valeur H. Il est clair
que le choix du sous-espace variationnel est fondamental pour obtenir des bons résultats,
par conséquent il faut mettre tous les ingrédients physiquement pertinents dans la fonction
P(h) variationnelle. Ce qui est remarquable est que, en tatonnant, la méthode variationnelle
peut donner des informations sur les ingrédients physiquement pertinents en montrant une
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nette amélioration quand certains aspects de la physique du probleme sont inclus dans le
choix du sous-espace variationnel.

Quand on injecte le ¢(&) obtenu par (2.40) dans Iénergie libre il faut calculer les deux
termes du membre de droite de (2.9) qu’on appellera respectivement entropie effective et
énergie effective. L’énergie effective prolongée & n = 0 se calcule facilement :

1
~ lim ~BHyp = % (In cosh B + A%In(1 + (tanh SH)? tanh 5.J))
_ %(ﬁj +(1— A)2In2) + O(ePH, e=P7) (2.41)

Le calcul de I’entropie effective est par contre un peu plus compliqué a cause du logarithme.
Ce qu’il faut faire est développer le logarithme, sommer sur {G}, prolonger sur n et ensuite
prendre la limite de basse température. Le résultat final est :

— lim Z Jloge(F) =In2[1—A—(1—A)In(1 — A)]+ O(e™ ¥, e787) (2.42)

Maintenant que ’on a obtenu ’énergie libre variationnelle au premier ordre en e ##, =8/
on peut obtenir la condition d’extremisation en dérivant par rapport a A et ceci redonne
bien ’équation (2.25) sur la probabilité A qu’un site quelconque appartienne a ’amas infini.
Le développement jusqu’a l'ordre deux en e ## e~ #7 permet d’obtenir I'identité H = +.J.
On trouve donc une bonne description physique de la phase de basse température, qui a
quand méme un point faible : en fait la distribution des champs effectifs ne prend pas en
compte les fluctuations de la connectivité qui peuvent produire plusieurs pics de Dirac dans
la fonction P(h). Pour améliorer le résultat variationnel une procédure qui peut étre utilisée,
et qui a été baptisé “approximation a un défaut” dans la publication 2, consiste a considérer
I’équation sur le parametre d’ordre comme une équation itérative auto-cohérente et donc
a faire un pas d’itération en prenant comme condition initiale la solution variationnelle et
a obtenir ainsi un nouveau c¢(7). Cette procédure a été appelée & un défaut parce que la
solution variationnelle décrit le systeme comme deux milieux effectifs, ’amas géant et les
amas finis, par contre I'itération permet de tenir compte des fluctuations de la connectivité
ou, si ’on veut, des défauts de la structure géométrique locale du réseau. Dans le cas que
nous sommes en train de considérer le résultat de cette procédure est assez spectaculaire,
en effet apres une itération on trouve une distribution de champ effectifs :

A sih < k) (2.43)

qui coincide avec la solution exacte obtenue en [46]. On peut remarquer que l’existence
d’une distribution des champs effectifs avec plusieurs pics de Dirac est reliée a la présence
d’hétérogénéités, dues au fait que la connectivité d’un site change beaucoup de site a site.

2.3.4 Etats fondamentaux et minima de I’énergie

Les systemes désordonnés sont en général caractérisés par une surface d’énergie tres
irréguliere avec beaucoup de minima et de cols; a basse température ceci peut donner lieu
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Fi1G. 2.3 — Logarithme du nombre moyen des minima de 1’énergie a densité d’énergie e fixée,
pour le modele d’Edwards et Anderson a une dimension, tracé en fonction de e — egp, ou
epr est la densité d’énergie de I’état fondamental.

a D'existence de plusieurs phases, appelées aussi états purs. Il est important de remarquer
que pour les systemes en dimension finie un paysage d’énergie avec beaucoup de minima
locaux n’implique pas forcement ’existence de plusieurs états purs a basse température.
On peut considérer comme exemple le modele d’Edwards et Anderson a une dimension.
Dans ce cas on peut facilement calculer le nombre moyen des minima locaux de I’énergie
a densité d’énergie e fixée [48] (voir aussi le chapitre 5). En fig. 2.3 nous avons tracé le
logarithme de ce nombre divisé par N (la taille du systéme), en fonction de e —egp, oll egp
est la densité d’énergie de 1’état fondamental. On trouve que le nombre moyen de minima
est exponentiel dans la taille du systeme et dépend de e de facon non triviale. Pourtant la
thermodynamique du modele d’Edwards et Anderson & une dimension ne présente aucune
transition de phase, i.e. le systeme reste toujours dans la phase paramagnétique. En effet
on peut se convaincre que la limite d’'un état pur a température zéro est une configuration,
appelée état fondamental, qui est stable par rapport a k retournements de spins, avec k
quelconque mais beaucoup plus petit que le volume du systeme [49, 50, 51]. Ce qui veut
dire qu’on ne peut pas diminuer I’énergie d’un état fondamental en tournant en nombre
fini de spins. Par conséquent pour que plusieurs états purs existent a basse température,
il faut que le paysage d’énergie contienne plusieurs configurations stables par rapport a k
retournements de spins, avec k quelconque (mais beaucoup plus petit que le volume du
systéme). L’existence de beaucoup de minima, i.e. configurations stables sous le renverse-
ment d’un seul spin, n’est pas une condition suffisante pour que cela survient.

Cette remarque sur la différence entre minima d’énergie et limite de basse température des
états purs est importante pour comprendre une autre différence entre systémes compléte-
ment connectés et systémes a connectivité finie. En fait pour les systemes complétement
connectés il n’y a pas de différence entre un minimum de I’énergie et un état fondamental.
Pour comprendre cela on peut considérer le modele SK. Si une configuration est stable par
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rapport a un retournement d’un spin alors toutes les quantités :

AEz =2 Z Ji,jaiaj (244)

J

sont positives pour tous les sites 7. Ceci signifie que chaque spin doit étre pointé dans
la méme direction que son champ instantané. Par ailleurs une configuration stable par
rapport a deux retournements de spins est stable par rapport au retournement d’un spin
quelconque et en plus est telle que toutes les quantités :

AE;; = AE; + AE; — 4J, jo,0; (2.45)

sont positives pour toutes les couples (7,j). Mais puisque le modele SK est caractérisé
par une connectivité infinie, les couplages doivent aller & zéro comme 1/ V/N pour redon-
ner une énergie extensive, par conséquent le dernier terme du membre de droite de (2.45)
est négligeable par rapport aux deux autres, qui sont d’ordre un. Donc une configuration
stable par rapport a un retournement de spin est stable aussi par rapport a deux retourne-
ments de spins. On peut généraliser facilement cet argument pour un nombre quelconque
(mais d’ordre un par rapport & N) de retournements. Le résultat final est que pour le
modele SK, et plus généralement pour tous les modeéles a connectivité infinie, les minima
d’énergie coincident avec les états fondamentaux, qui sont la limite de température zéro
des états purs. Ceci ne se produit pas pour les systémes a connectivité finie, qui a nouveau
démontrent des caractéristiques proches aux systémes en dimension finie. En effet des que
la connectivité est finie, les couplages entre spins sont d’ordre un et toutes les configurations
stables a un retournement de spin ne le sont pas forcément a deux.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons introduit les techniques qui se sont révélées étre les plus
adaptées pour analyser les systemes désordonnés a connectivité finie. Nous avons montré
que les systemes désordonnés a connectivité finie sont techniquement plus difficiles que leur
correspondants completement connectés. Les difficultés qui interviennent sont en général
reliées a une plus grande richesse physique. Nous I’avons montré sur des exemples simples
dans ce chapitre : des éléments caractéristiques des systemes en dimension finie comme les
hétérogénéités et la phase de Griffiths, qui interviennent pour les systemes a connectivité
finie, sont absents pour les modeles complétement connectés. D’autre part des points faibles
des modeles a connectivité infinie, comme par exemple la coincidence entre les minima
d’énergie et les états fondamentaux, disparaissent pour les systemes a connectivité finie.
Nous montrerons des autres exemples dans les chapitres suivants comme par exemple la
transition localisation-délocalisation qui est présente pour un modele d’Anderson sur un
graphe aléatoire mais absente sur un réseau completement connecté.



Chapitre 3

Transitions de phase en informatique

3.1 Introduction

Depuis les années quatre-vingt plusieurs études [22, 23, 52| ont dévoilé un lien tres
intéressant et fécond entre les problemes d’optimisation, et la mécanique statistique des
systemes désordonnés. Deux exemples de problemes d’optimisation sont le voyageur de
commerce et la partition d’un graphe. Dans le premier cas, étant donné N villes et les
distances entre elles, un voyageur de commerce doit trouver la tournée la plus courte
possible qui lui permet de visiter toutes les villes et revenir au point initial. Dans le
deuxiéme probleme, étant donné un graphe, c’est a dire N points et les arétes entre eux,
on veut connaitre la partition optimale du graphe en deux sous-ensembles U et V', qui
contiennent le méme nombre de points et tels que le nombre d’arétes qui relient U et V
soit le plus petit possible. Les problemes d’optimisation sont étudiés par les informaticiens
et les mathématiciens. Dans ce domaine de recherche on s’intéresse a des questions fonda-
mentales qui ont en méme temps un intérét énorme pour les applications. Par exemple le
probleme de la partition d’un graphe intervient dans le dessin des puces électroniques. En
fait puisque la propagation d’un signal se fait plus lentement a travers le bord d’une puce
qu’a l'intérieur, il est intéressant de savoir, étant donné N circuits qui doivent étre parti-
tionnés entre deux puces, quelle est la partition optimale des circuits entre les deux puces
de facon a minimiser les interconnexions. D’une fagon tres approchée on peut dire que la
question typique qu’on se pose est : (étant donné un probléeme d’optimisation et un ordi-
nateur & disposition pour chercher de le résoudre) quels sont les critéres théoriques selon
lesquels on peut dire qu'un probleme est difficile, comment identifier les problémes difficiles
et quels sont les algorithmes plus adaptés pour résoudre un certain type de problemes ? Pour
montrer comment on peut relier un probleme d’optimisation a un modele de mécanique
statistique nous considérons la partition d’un graphe [22]. Pour ce probléme on définit une
fonction de cotit qui est le nombre de liens entre U et V. Pour une instance donnée, i.e. pour
une certain graphe, on veut connaitre la configuration optimale, i.e. la partition optimale,
qui minimise la fonction de coiit. Si, & chaque point 7 du graphe on associe un spin d’Ising
0;, et on définit o; = +1 si ¢ appartient a U, et g; = —1 si ¢ appartient a V, alors trouver

35
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la partition optimale est équivalent a trouver un état fondamental du hamiltonien :

H= Z Jiij(1—00/)/2 avec la contrainte Z 0;=0 (3.1)

1<j %

ol J; ; = 1sii et j sont reliés et zéro autrement. La contrainte en (3.1) impose que U et V'
contiennent le méme nombre de points . L’énergie d’un état fondamental est donc égale au
nombre minimum de liens qu’on ait obligé de mettre entre U et V. Le modele de mécanique
statistique associé a (3.1) est un verre de spin [22, 53, 54] : méme si le hamiltonien (3.1) est
ferromagnétique, la contrainte en (3.1) introduit suffisamment de frustration pour rendre
le modele vitreux.

De fagon générale on peut établir un lien entre les problemes d’optimisation et la mécanique
statistique des systemes désordonnés a 1’aide du dictionnaire suivant :

Optimisation Mécanique Statistique
instance échantillon
fonction de cofit énergie
configuration optimale état fondamental
colt minimum énergie de I’état fondamental
variable booléenne spin d’Ising

Par conséquent les problemes d’optimisation peuvent étre analysés en utilisant les tech-
niques développées dans le contexte des systemes désordonnés. Les trois apports majeurs
sont : la méthode de recuit simulé comme algorithme pour trouver des configurations op-
timales et quasi-optimales [22], 'utilisation de la méthode des répliques pour calculer le
colit minimal et les caractéristiques des configurations optimales [30, 29] et I'introduction
et I'exploitation du concept de transition de phase en informatique [52]. En retour, le sa-
voir faire et les techniques développées pour résoudre les probléemes d’optimisation ont été
appliqués a 'analyse des états fondamentaux des systémes désordonnés [55]. Par exemple
I’état fondamental du modele d’Edwards et Anderson a deux dimensions sur un réseau
carré [56] et du modele d’Ising en champ aléatoire en dimension quelconque [57] peuvent
étre trouvés exactement avec des algorithmes tres rapides. De plus, les problemes d’opti-
misation se révelent étre une source féconde de problemes théoriques qui obligent a mieux
comprendre la physique des systemes désordonnés.

Dans ce chapitre, apres une introduction a la théorie de 'optimisation, nous exposerons les
liens, trouvés récemment, entre les transitions de phases et les problemes d’optimisation.
En fait plusieurs problemes d’optimisation montrent un comportement a seuil lorsqu’on
varie un certain parametre. Par exemple le probleme de la satisfiabilité, qui consiste a
se demander si un ensemble de M équations tirées au hasard portant sur N variables
booléennes admet des solutions ou non, change brutalement de comportement lorsque le
rapport & = M/N (pour M, N allant a Iinfini) dépasse un certain seuil critique a,. Pour
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M/N < a. il existe au moins une solution avec probabilité un, par contre pour M/N > «,
le probléeme n’est pas soluble avec probabilité un. De plus, le temps de résolution ¢(N),
nécessaire aux algorithmes pour trouver une solution ou pour prouver qu’il n’y en a pas,
augmente avec M /N au dessous du seuil, atteint son maximum a «, pour ensuite décroitre.
L’analogie avec les phénomeénes accompagnant une transition de phase n’est pas fortuite
et sera le theme principale de ce chapitre. En particulier apres une breve introduction a
I’étude des problemes d’optimisation menée par les mathématiciens et les informaticiens,
nous nous concentrerons sur le probleme de la satisfiabilité. Nous rappellerons les résultats
numériques et analytiques obtenus jusqu’a maintenant, avec une attention particuliere au
phénomene de la transition de phase. Ensuite nous exposerons nos résultats et nous conclu-
rons.

Ce travail a donne lieu a la publication 1.

3.2 Un panorama des différentes approches aux pro-
blemes d’optimisation

Dans cette section nous présenterons un bref panorama des différents approches aux
problemes d’optimisation. Comme on a souligné dans I'introduction quand on est confronté
a un probléeme d’optimisation, il est tres intéressant de savoir :

1. quels sont les criteres théoriques selon lesquels on peut dire qu'un certain probleme
est difficile.

2. comment identifier les problemes difficiles.
3. quels sont les algorithmes plus adaptés pour résoudre un certain type de problemes.

Dans la suite, d’abord nous exposerons d’une facon non formelle la théorie de la com-
plexité computationnelle, qui donne une réponse aux deux premieres questions. Ensuite
nous discuterons de la pertinence de cette notion de complexité et nous exposerons une
notion différente et complémentaire de complexité basée sur la notion de “difficulté” ty-
pique. Enfin, concernant la troisieme question, nous rappellerons les études effectuées sur
les algorithmes.

3.2.1 Une introduction informelle a la théorie de la complexité
computationnelle

Dans cette introduction nous exposerons d’une fagon non formelle la théorie mathéma-
tique de la complexité computationnelle [58]. Le but de cette théorie est de donner une
définition mathématique de complexité ou difficulté computationnelle, d’identifier la classe
des problemes difficiles et donner des criteres pour pouvoir établir si un probleme est com-
pliqué ou non. La premiere étape consiste a définir le type de problemes qu’on étudie. La
classe considérée est celle des problemes de décision, dont la solution consiste a savoir s’il
y a au moins une configuration qui vérifie une certaine propriété, qu’on appellera A. Les
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problémes de décision consistent donc a répondre a une question (est-ce-qu’il y a au moins
une configuration qui vérifie la propriété A ?) qui a comme réponse seulement oui ou non.
Par exemple le voyageur de commerce, comme il a été défini dans I'introduction, n’est pas
un probléeme de décision, pour le rendre tel, il ne faut pas se demander quel est la tournée
optimale, mais si, pour une constante B fixée, il existe une tournée avec longueur inférieure
a B.

Le concept de complexité computationnelle est relié a la comparaison entre le temps maxi-
mal qu’une machine met, en utilisant un certain algorithme, pour résoudre le probleme et
le nombre N de degrés de liberté qui interviennent, c’est a dire la taille du probleme. Il faut
donc d’abord définir le langage avec lequel “on pose le probleme” et donner une définition
abstraite de machine. Ceci a été effectué et la machine abstraite a la quelle on abouti s’ap-
pelle machine de Turing. Ensuite, dans ce cadre, on peut définir la classe P des problemes
polynémiaux : un probléeme de décision appartient a la classe P s’il existe un algorithme
qui pour chaque instance le résout en un temps polynomial en la taille du probléeme. En
général on s’intéresse a la classe NP des problemes qui satisfont la condition de vérifiabilité
polynomiale, c’est a dire tels qu’on peut vérifier si une configuration résout le probleme
en un temps polynomial en la taille du probleme. Par exemple le voyageur de commerce
appartient a la classe NP parce que étant donné un tour, on peut vérifier si sa longueur
est inférieure a B en un temps qui est du méme ordre que le nombre de sites. La classe P
identifie alors les problemes de décision “faciles” qui sont dans la classe NP, les problemes
“difficiles” étant ceux qui ne peuvent pas étre toujours résolus dans un temps polynomial.
La difficulté d’introduire la notion de complexité est lié au fait que méme si personne ne
connait jusqu’a maintenant un algorithme pour résoudre dans un temps polynémial un
certain probleme, comment peut-on exclure la possibilité qu'un tel algorithme existe 7 On
voit bien que ceci est le point crucial de la théorie de la complexité, parce qu’arriver a
pouvoir définir quand un probleme est compliqué, et comment on fait pour le reconnaitre
comme tel, permet d’étre sur qu’un probleéme est intrinséquement difficile et savoir donc a
priori qu’aucun algorithme pourra toujours le résoudre en un temps polynomial.

Les fondements de la théorie de la complexité, ou plus exactement, de la NP-complétude,
sont contenus dans les travaux de Cook [59] des années soixante, dans lesquels il définit
d’abord la relation de “réductibilité polynomiale” entre deux probléemes d’optimisation A
et B : A est réductible de facon polynomiale a B si on peut réduire le probleme A dans
le probleme B en un temps polyndmial, donc si B appartient a P alors A aussi. Ensuite
il introduisit la relation “d’équivalence polynomiale” : A et B sont équivalents de facon
polynomiale si A peut étre réduit de facon polynomiale a B et viceversa. Enfin il donna la
définition de NP-complétude : un probleme A est NP-complet si chaque probléeme apparte-
nant a la classe NP peut étre réduit en un temps polynomial en A. Ceci implique que si un
probleme NP-complet était polynomial alors tous les problemes NP seraient polynomials.
Bien siir, on pense que ce n’est pas le cas, ¢’est-a-dire que la classe P est seulement un sous-
ensemble de la classe NP et que dans la classe NP il y a aussi des problemes extrémement
difficiles qui appartiennent a la classe NP-compléte, mais jusqu’a maintenant personne n’a,
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NP-complete

F1G. 3.1 — Nous avons dessiné I’ensemble des problemes NP. Il y a trois sous-classes : les
problemes P (faciles) qui peuvent étre résolus en un temps polynémiaux, les problemes
NP-complets qui sont les plus difficiles dans la classe NP et les problemes NPI qui sont de
difficulté intermédiaire.

été capable de le démontrer *.

L’autre résultat remarquable de Cook a été de montrer qu’un probleme particulier dans
la classe NP, le probleme de la satisfiabilité, est NP-complet. A partir de ce résultat il
est relativement facile de montrer qu’un probleme est NP-complet, en effet il est suffisant
de montrer qu’il est équivalent de facon polynomiale au probléeme de la satisfiabilité. Sui-
vant cette procédure il a été montré qu’une centaine de problemes différents de logique, de
théorie des nombres, de théorie des graphes et d’algebre sont NP-complets [58]. Le voya-
geur de commerce et la partition d’un graphe, que nous avons introduit précédemment,
sont deux exemples. Un autre, provenant de la physique statistique, est la recherche de
I’état fondamental du modele d’Edwards et Anderson en dimension plus grande que deux
(60, 61].

Enfin, il est intéressant de souligner que les classes P et NP-complete n’épuisent pas I’en-
semble des problemes NP. En effet il a été démontré, sous 'hypothese NP#P, qu’il existe
des problemes, appelés NPI, qui ne sont pas polynomiaux et tels que chaque probléeme
NP ne peut pas étre réduit a eux en un temps polynomial. Les problemes pour lesquels
I’appartenance a la classe NPI a été prouvé sont en général construits ad hoc et ne sont
pas tres “naturels”. Il y a par contre des problemes pour lesquels aucune démonstration
a été faite, mais qui, a cause de leur propriétés, sont considérés étre des bons candidats

[58] pour appartenir a la classe NPI. Un exemple est le probléeme des nombres composés :

étant donné un entier positif K on veut savoir s’il existe deux nombres entiers m et n, plus

!Démontrer I'impossibilité de résoudre en un temps polynomial tous les problemes N P-complets fait
partie des sept questions fondamentales ouvertes en mathématiques énoncées au congres Clay de Paris en
mai 2000.
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grands que un, tels que K = mn.

Avant de terminer cette section il est important de remarquer que la division de la classe
NP en problemes P (faciles), problemes NPI (intermédiaires) et problemes NP - complets
(difficiles) est basée entierement sur le fait qu’on prend la limite (“thermodynamique”) de
N infini. Ceci est clairement nécessaire pour pouvoir obtenir une théorie générale, mais
au méme temps il ne faut pas oublier que pour des probléemes avec N fini, comme c’est
toujours le cas, cette dichotomie n’est pas toujours correcte. Par exemple pour N < 20 un
temps de résolution exponentiel ¢.,, = 2" est sans doute & préférer & un temps polynomial
t, = N°.

3.2.2 Deux approches différentes : le pessimiste et le pragma-
tique

Dans la théorie de la complexité computationnelle pour décider si un probleme est
compliqué, il faut considérer le temps de résolution pour chacune des instances possibles.
S’il y en a au moins une pour laquelle le temps n’est pas polynomial, alors le probleme
sera considere comme “difficile”, quelque soit le temps associé aux autres instances. Cette
notion de difficulté est lié a une vision “pessimiste” : un probléme avec N instances pos-
sibles, qui n’est pas soluble dans un temps polynomial seulement pour une instance, sera
quand méme considéré comme un probleme difficile. Puisque en général on s’intéresse a la
limite des tailles du probléme et des nombres d’instances infinis, I’approche qui consiste
a se concentrer sur l'instance la plus difficile pourrait se révéler trompeuse, parce que les
instances difficiles pourraient étre des événement tres rares, qui n’ont rien a voir avec le
cas typique. Et ceci en fait arrive dans plusieurs cas [22]. Il faudrait, bien siir, connaitre
la loi de distribution des instances pour savoir si la notion de complexité computationnelle
exposée précédemment est pertinente ou non pour un probleme particulier.

En général la loi de distribution des instances n’est pas connue ou dépend du cas considéré.
Une approche “pragmatique” alors est de considérer une certaine distribution dans I’espace
des instances et d’étudier le comportement typique du probleme. C’est dans ce contexte
que les problemes d’optimisation peuvent étre décrits comme des systemes désordonnés.
L’utilisation des outils de la mécanique statistique des systemes désordonnés permet donc
de répondre aux questions sur les “caractéristiques typiques” des problemes d’optimisation.
Ce type d’approche “pragmatique” a les mémes avantages et les meémes faiblesses que I'ap-
proche “pessimiste” ; en effet on peut obtenir des résultats généraux, ce qui est sans doute
tres intéressant, mais a condition de considérer une distribution des instances, qui pourrait
n’avoir rien a voir avec celle qui intervient dans un probleme particulier .

Les deux types de démarches sont donc tous les deux tres intéressants et complémentaires.
Dans les cas réels, les renseignements donnés par ces deux approches peuvent étre tres
utiles, méme si la notion correspondante de complexité ne s’applique pas exactement.
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3.2.3 Les algorithmes

La recherche effectuée sur les algorithmes est principalement divisée en deux domaines :

un plus mathématique et 'autre plus phénomenologique. Le premier est la suite naturelle de
la théorie de la NP-complétude décrite précédemment. Une fois qu’on sait qu’un probléeme
est intrinsequement difficile on peut abandonner I’espoir de trouver un algorithme qui
nous donne la solution toujours en un temps polynomial. Si I'on veut étre str d’obtenir
un résultat dans un temps polynomial il faut donc accepter d’avoir comme résultat une
solution approchée. En général on juge la qualité d’un algorithme selon la valeur de la
fonction de cotit pour les solutions approchées. Pour une instance I donnée on considéere
le rapport R(I) entre la fonction de cotit évaluée dans la solution approchée et évaluée
dans la solution optimale. La qualité d’un algorithme est alors déterminée en terme de la
valeur maximale atteinte par R(I), quand I varie dans I’espace des instances possibles, le
maximum de R(I) étant relié a la pire performance de l'algorithme. En général on appelle
performance absolue le maximum de R([). Par conséquent beaucoup d’intérét est foca-
lisé sur la construction d’algorithmes qui trouvent une solution approchée en un temps
polynomial et ont une bonne performance. Donc d’une part les chercheurs inventent des
algorithmes de plus en plus performants et d’autre part ils calculent ou bornent le maxi-
mum de R(I). Comme la théorie de la NP-complétude, cette approche nous donne des
informations sur le pire comportement qu’un certain algorithme peut avoir. Comment on
I’a déja souligné le pire des cas pourrait avoir une probabilité extrémement faible et donc
pourrait n’étre pas représentatif de la situation typique. Pour cette raison récemment il
y a de plus en plus d’études sur la performance des algorithmes quand les instances sont
prises au hasard avec une certaine distribution. Ces études sont consacrés a I’analyse de
R(I) en tant que variable aléatoire, par exemple on cherche a établir des bornes sur sa
valeur moyenne et sa déviation standard.
Parallelement a cette démarche assez mathématique et formelle, il existe une autre approche
plutot phénoménologique qui consiste a rechercher des algorithmes qui trouvent des “bon-
nes”solutions dans un temps acceptable. Ces algorithmes sont appelés heuristiques parce
que en général ne sont pas analysables mathématiquement, étant trop compliqués. Alors
on juge leur performance de facon heuristique en analysant leur comportement vis a vis
de certains problemes d’optimisation, comme par exemple le probleme de la satisfiablité,
qui sont utilisés comme un test d’essai. En général les algorithmes heuristiques [62] sont
utilisés pour obtenir des solutions optimales quand la taille N du probleme n’est pas trop
grande ou pour obtenir des solutions approchées pour des grandes valeurs de N. Dans le
premier cas ils sont appelés complets parce que ils résolvent exactement le probleme. Ces
algorithmes peuvent arriver a explorer tout I’espace des configurations, mais une bonne
heuristique permet, dans la majorité de cas, de résoudre le probléeme sans explorer tout
I’espace. Dans le deuxieme cas les algorithmes sont censés donner une “bonne”solution, qui
meéme pour des petites valeurs de N pourrait ne pas coincider avec la solution optimale.
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3.3 Introduction au probleme de la satisfiabilité

Dans les sections précédentes nous avons souligné que le probleme de la satisfiabilité
est au coeur de ’analyse des problemes d’optimisation : d’une part c’est un des exemples
principaux de probléeme NP-complet et d’autre part le comportement des algorithmes heu-
ristiques vis-a-vis du probleme de la satisfiabilité est un critere de jugement de leur per-
formance. Dans la suite nous exposerons les études numériques et analytiques qui ont été
effectuées sur le probleme de la satisfiabilité, plus précisément sur une version particuliere
appelée K-SAT aléatoire. Ce probléeme montre un comportement a seuil, qui correspond
a une transition de phase dans le modele de mécanique statistique correspondant. Apres
avoir défini le modele, nous rappellerons les principaux résultats analytiques et numériques
obtenus. Nous présenterons ensuite notre travail.

3.3.1 Définition du probleme

Dans la suite on s’intéressera au probleme de la satisfiabilité (SAT) [58], ou plus
précisément a une version particuliere qui s’appelle K-SAT et qui est définie de la facon
suivante. On considére N variables booléennes {z; = vraie,fausse}. On prend K variables,
et pour chacune on définit v; égale a x; ou a sa négation ;. La formule obtenue en prenant
le OU logique entre les v; s’appelle clause. Un exemple de clause pour K=3 est :

C= (le)OU(jm)OU(xz?,)

Une instance I du probleme de la K-SAT correspond a prendre le ET logique entre M
clauses :

Une solution du probleme de la K-SAT, associé a une instance I, correspond & une confi-
guration {x;} pour laquelle I est vraie. Comme on a souligné dans la section précédente
dans I'approche de mécanique statistique on veut étudier le comportement typique. Pour
le faire on prend les instances au hasard : c’est-a-dire que pour une clause donnée, on
prend v; égale a x; ou a sa négation x; avec la méme probabilité et une instance est formée
par M clauses tirées au hasard et de facon indépendante. Par conséquent on s’intéresse
au probleme de la K-SAT en termes probabilistes : par exemple on veut savoir, pour une
instance [ prise au hasard, la probabilité qu’il existe une solution.

Le modeéle de mécanique statistique correspondant a la K-SAT [63] est défini de la fagon
suivante. A chaque variable booléenne z; on associe un spin d’Ising o; égal a +1 (—1) si la
variable z; est vraie (fausse). A I'ensemble des clauses {C;} on associe une matrice A, telle
que Iélément A, ; est égale a -1(= +1) si la clause C; contienne 7; (z;) et zéro autrement.
L’énergie du modele de spin est alors :

M N
=1 i=1
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ou §(z;y) indique la delta de Kronecker. Pour montrer un lien plus strict avec un verre de
spin dilué, cette énergie peut se réécrire de la fagon suivante :

M K
FE = 2_K + Z(—l)T Z Jil,---iTo'il cc 0, (33)
r=1

11 <<ty

ol les couplages sont définis comme :

1 M
Ji1,---iT = Q_K Z Al,il tee Al,ir (34)
=1

De plus, la structure formée en joignant ensemble les sites associés aux variables qui appa-
raissent dans les mémes clauses est un hypergraphe aléatoire avec un nombre moyen aK
de clauses par site. La probabilité qu'une variable appartienne a [ clauses est donc p(l) =
e K2 (aK)!/I\. Si la densité d’énergie libre obtenue & partir de E est auto-moyennante,
ce qu'on va supposer dans la suite 2, alors le calcul des quantités thermodynamique &
tres basse température donne un renseignement sur le comportement typique. Par exemple
grace a la densité d’énergie et a la densité d’entropie a température nulle, on peut connaitre
le nombre de clauses violées par les configurations optimales, et le logarithme du nombre
de ces dernieres divisé par N. Enfin, une autre observable qui s’est révélée étre tres perti-
nente pour I'analyse de la K-SAT et qui a été appelé squelette en [52] est la fraction B des
variables qui ont toujours la méme valeur booléenne dans tous les états fondamentaux (&
o fixé).

3.3.2 Simulations numériques et résultats mathématiques

Les simulations numériques [65, 66] ont montrés que la K-SAT aléatoire est caractérisée
par un comportement a seuil lorsque le nombre de clauses et de variables divergent avec un
rapport a = M/N fixe. Si a < a.(K) la probabilité qu’il existe une solution tend vers un
avec N. Par contre si o > (K la probabilité qu’il existe une solution tend vers zéro avec
N. En fig. 3.2 on trace la fraction des instances non-satisfiables en fonction de o pour K = 3
et différentes valeurs de N. La valeur du seuil prédit par les simulations numériques est
a.(3) =~ 4.27. Ces résultats ont été obtenus en [65, 66] en utilisant 1’algorithme complet de
Davis et Putnam [67]. De plus, le temps nécessaire a I’algorithme pour trouver qu’une cer-
taine instance est satisfiable ou non satisfiable augmente avec « au dessous du seuil, atteint
son maximum a a, pour ensuite décroitre. La corrélation entre le seuil et I’augmentation
du temps de résolution a été observée dans des autres problemes d’optimisation [68, 69].
En fig. 3.3 le temps de résolution pour I’algorithme de Davis et Putnam [67], est tracée en
fonction de o pour K = 3 et différentes valeurs de N [65, 66]. L’allure de la courbe en fig.

2En fait le seul résultat rigoureux [64] concernant 1’auto-moyennage est que a température nulle (pour
les configuration optimales) le rapport entre la variance de ’énergie et sa valeur moyenne tend vers zéro
dans la limite thermodynamique. Pourtant il n’a pas été démontré que la limite de la valeur moyenne
existe.
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F1a. 3.2 — La fraction des instances non-satisfiables est tracée en fonction de @« = M/N
pour K = 3 et N = 12,20, 24,40,50,100. On trouve un comportement a seuil pour N
infini : pour @ < a, (@ > ) la probabilité qu’une instance soit satisfiable est un (zéro)
avec probabilité un.

3.3 peut étre comprise facilement en remarquant que pour de petit valeurs de « il y a tres
peu de contraintes et beaucoup de solutions, donc I'algorithme peut montrer facilement
qu’une certaine instance est satisfiable. De la méme facon pour « tres grand il y a beaucoup
de contraintes et par conséquent l'algorithme trouve facilement une contradiction logique
et qu’il n’existe pas des configurations satisfaisantes. Par contre quand « est pres du seuil
un algorithme met beaucoup de temps avant de trouver une configuration satisfaisante ou
une contradiction logique. Les cas plus compliqués, pour lesquels le temps de résolution
est plus long, se trouvent alors quand la probabilité qu’une instance soit satisfiable est a
peu prés égale & 1/2, dans ce cas les instances satisfiables sont “trées proches d’étre non
satisfiables” et vicéversa. Méme si ’allure de la courbe en fig. 3.3 est la méme pour K = 2
et K > 3 on remarque une différence entre le deux cas en regardant comment le maximum
varie avec N. Pour K = 2 la variation est polynomial en N, par contre pour K > 3, la
variation est exponentielle. Une autre différence entre ces deux cas peut se retrouver dans
le comportement du squelette B. Pour a < «. B est nul, tandis que pour @ > «, on trouve
respectivement un changement de B continu et discontinu au seuil pour K = 2 et K = 3.
En particulier B ~ 0.4 au seuil pour la 3-SAT.

Suivant ’analogie avec les transition de phase et pour comprendre mieux la différence entre
K =2 et K > 3, une analyse des effets de taille finie a été effectue pour K = 2,3,4,5,6
[65, 66] et pour un probleme, appelé 2 + p — SAT [70, 52], qui est intermédiaire entre la
2-SAT et la 3-SAT. La 24p-SAT correspond a des instances qui contiennent une fraction p
de clauses de longueur 3 et une fraction 1 — p de clause de longueur 2. [’analyse des effets
de taille finie avait comme but de déterminer la taille de la région critique en fig. 3.2, c’est
a dire la valeur de I'exposant v tel que toute les courbe en fig. 3.2 se superposent si tracées
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Fi1c. 3.3 — Temps de résolution pour ’algorithme de Davis et Putnam, tracé en fonction
de a pour K =3 et N = 75,100,125. On peut remarquer que le temps de résolution est
maximum pour « pres du seuil o, ~ 4.27 .

par rapport & la variable (o — a.)N'/”. En fig. 3.4 les valeurs numériques de v obtenues
en [70, 52] sont tracées pour différentes valeurs de p pour la 2+p-SAT. Pour la 2-SAT la
valeur numérique de v est compatible avec 3 et décroit jusqu’a 1.5 pour la 3-SAT. De plus,
le comportement de la 2+p-SAT semble changer vers py ~ 0.4. Pour p < py on trouve le
comportement caractéristique de la 2-SAT : a la transition la squelette commence & croitre
contintiment et le temps maximum de résolution est polynomial, tandis que pour p > py on
trouve les caractéristiques de la 3-SAT : a la transition la squelette croit discontinliment
et le temps maximum de résolution est exponentiel.

Lorsque a > a. la K-SAT aléatoire devient non satisfiable avec probabilité un; il est
donc intéressant dans ce régime de se demander quelles sont les configurations optimales
dans lesquelles la fonction de cott atteint sa valeur minimale. Ce type de probléme, ou
plutot sa version comme probleme de décision s’appelle MAX-K-SAT [58]. Dans la suite
on rappellera tres rapidement les résultats mathématiques, qui ont été obtenus pour la
K-SAT et MAX-K-SAT pour différentes valeurs de K. On ne considérera pas le cas trivial
correspondant a K = 1.

— Pour K=2 il a été prouvé grace a une correspondance avec un probléme de théorie de
graphes dirigés que la valeur du seuil «, est égale a un [71]. De plus, la 2-SAT est un
probléeme P [58] et un algorithme qui permet de la résoudre en un temps polynomial
pour o < . a été construit en [72]. Pour o > «, la MAX-2-SAT est par contre un
probleéme NP-complet [58]. Il a été récemment démontré que la valeur de I’exposant
v est trois [73].

— Pour K > 3 la K-SAT et la MAX-K-SAT sont des problemes NP-complets pour
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Fi1c. 3.4 — L’exposant v, qui correspond a la largeur de la région critique, est tracé pour
la 24+p-SAT pour différent valeurs de p. Pour p=0 et p=1 les valeurs numériques sont
compatibles respectivement avec v =3 et v =1.5.

toutes les valeurs de . Une valeur approchée de a, est connue grace a des simulations
numériques pour K = 3,4,5,6 [65, 66]. D’un point de vue mathématique on connait
seulement des bornes sur la valeur exacte [74, 75, 76|, qui, bien siir, sont compatibles
avec les résultats numériques. Les meilleures bornes supérieure et inférieure sont
respectivement o,y >~ 3.003 et a,, ~ 4.504. Concernant v, on connait seulement sa
valeur numérique obtenue grace a des simulations.

— La 24p-SAT est un probleme NP-complet pour p # 0. Concernant la valeur du seuil,
il a été prouvé * que a.(2 +p) =1/(1 — p) pour p < 0.4 [77].

3.3.3 La théorie RS

Dans plusieurs articles [63, 78, 79] Monasson et Zecchina ont analysé le probleme de la
K-SAT aléatoire d’un point de vue de la mécanique statistique des systémes désordonnés.
Utilisant la méthode des répliques ils se sont ramenés au probléme variationnel suivant sur

3En fait, il est tres facile de prouver que a.(2 + p) < 1/(1 — p). L’argument est le suivant : puisque
il y a une fraction 1 — p de clauses du type 2-SAT et on sait que le seuil de la 2-SAT est égale & un, la
2 4+ p— SAT deviendra slirement non-satisfiable quand o > 1/(1 — p) et donc a.(2 +p) < 1/(1 — p).
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le parametre d’ordre ¢(&) (cf. équation 2.9) :

f(K,a,pB) = hm{ B Z () In ¢(5) (3.5)

n—0

F1rnB i

Ensuite ils ont cherché un ¢(&), qui soit un extremum de (3.5) dans la limite de température
nulle et invariant par rapport aux permutations des répliques. Comme on a souligné dans
le chapitre précédent, la parametrisation naturelle pour un ¢(&) ayant cette symétrie est
obtenue a travers une distribution des champs effectifs P(h) (2.17). L’extremisation dans
le sous-espace des ¢(d") invariants par permutations des répliques se traduit, dans la limite
de température nulle, en I’équation suivante sur la distribution des champs effectifs [78] :

P(h) = / +oo;l—ucos(uh)exp( 2‘ffi+ (3.6)

400 K—1
aK/ H dh,P(h;) cos(umin(1/2, hy, - - - ,hK1))>

Comme on avait remarqué dans le chapitre précédent 1’équation sur P(h) peut étre obtenue
sans répliques comme une équation auto-cohérente sur la distribution des champs effectifs.
Cette dérivation, qui utilise la méthode de cavité [2] et que nous présentons dans I’annexe
I pour K=2, est tres utile pour comprendre la signification physique de la fonction P(h),
et surtout pour montrer quelles sont les hypotheses physiques associées a l'invariance par
permutations des répliques. La caractéristique de (3.6) d’étre une équation auto-cohérente
se manifeste en développant ’exponentielle et effectuant l'intégrale sur la variable u. Par
exemple pour K = 2 on obtient :

00 oo I+1

Z ~2a 20‘ / I dh;P(h;) x (3.7)
Z Z > 5(h—Zojmin(1/2,haj))

ar1< <am 01,---,am:i1

Comme on a déja remarqué la 2-SAT correspond donc a un systéeme de spins sur un réseau
aléatoire avec une interaction du type défini en (3.2). L’interprétation de (3.7) est alors
la suivante : chaque terme [ correspond au cas ol un spin donné (i.e. la variable corres-
pondante) associé au champ h se retrouve dans [ clauses. Cet événement a une probabilité

e~2(2a)!/1!. Les champs effectifs des voisins sont des variables aléatoires distribuées selon
la fonction P(h;), voir fig. 3.5. Les [ spins voisins interagissent avec le spln associé au champ
h et induisent une distribution des champs effectif P(h). Puisque il n’y a aucune différence
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h

F1G. 3.5 — Représentation graphique du 18™e terme de I'équation auto-cohérente (3.7)sur
la distribution des champs effectifs.

entre les sites, la distribution P(h) est la méme pour les champs des voisins et pour h,
on obtient donc une équation auto-cohérente sur P(h). S’il y avait plusieurs états purs

7, chacun avec un poids w,, on aurait que les champs h,--- , k] seraient des variables
corrélées par le fait d’appartenir au méme état pur, donc la loi de probabilité jointe de
hi,---,h] ne pourrait plus se décomposer en un produit.

Résultats et image physique donnés par la solution RS
[’équation (3.6) admet des solutions du type :

“+0o0o

P(hy= > rd(h—1/2w) (3.8)

[=—

ol w est un nombre entier positif. Il est important de remarquer que en (3.8) la fonction
delta concentrée en zéro a une interprétation completement différente par rapport aux
autres fonctions delta. En effet la distribution des champs effectifs & basse température a
un support sur les champs d’ordre un, mais aussi sur des champs d’ordre 1/3. La différence
physique entre ces deux comportements d’échelle est manifeste si ’on considere les aiman-
tations locales. Si un champ effectif reste d’ordre un quand la température s’annule alors
Paimantation correspondante est égale au signe du champ et le spin (la variable) corres-
pondant est gelé (complétement contrainte). Par contre si un champ effectif tend vers zéro
comme la température alors I’aimantation correspondante peut avoir un module plus petit
que un, ce qui veut dire que le spin (la variable) n’est pas gelé (complétement contrainte).
Quand la température tend vers zéro le support sur les champs d’ordre 1/ se concentre
en zéro et donne lieu & une fonction delta concentré en zéro. Donc en (3.6) ry est égale
a la probabilité qu'un champ effectif soit d’ordre 1/5 ou plus petit et 1 — ry est égale a
la probabilité qu'un champ effectif soit d’ordre un. En injectant ’expression (3.8) dans
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I’équation (3.6) on trouve que ’équation se “ferme” et on se rameéne a des équations sur 7,
4. Monasson et Zecchina ont analysé la transition de la K-SAT en résolvant numériquement
pour w fini les équations sur 7; et en extrapolant les résultats a w = oo. De plus, ils ont
calculé une expansion de ’entropie en fonction de v autour de o = 0. L’image physique et
les résultats qui en découlent sont les suivants :

— Il y a une phase satisfiable pour o < «a.(K) dans laquelle I’énergie est égale a zéro
et la solution de I’équation (3.6) est simplement une fonction delta concentrée en
zéro, ce qui veut dire qu’aucun spin n’est gelé (ro = 1). Dans cette phase 1’entropie,
qui correspond au nombre de configurations satisfaisantes, décroit avec o mais reste
finie a a.. De plus, il y a un bon accord entre I’entropie calculée analytiquement et
le résultat des simulations numériques.

— Pour a > «a.(K), I’énergie est positive et croit continiiment. Tandis que la fraction de
spins gelés (rg) croit continiment ou discontintiment & partir de zéro respectivement,
selon que K = 2 ou K > 3. Dans cette phase il n’y pas de configurations satisfai-
santes et ’analyse de température zéro donne un renseignement sur les configurations
optimales, qui minimisent la fonction de cotit. En particulier I’entropie est reliée a
leur nombre. Le fait que ’entropie soit continue et positive & la transition implique
que, a «., un nombre exponentiel de solutions disparaissent brutalement (a . d’un
coup, un grand nombre de boucle de contradiction logique apparait). La valeur de
a.(K) obtenue par le calcul RS est égale pour K = 2 a la valeur exacte a.(2) = 1,
tandis que pour K > 3 la valeur analytique est toujours plus grande que la valeur
numérique, en particulier pour la 3-SAT la valeur numérique est "™ ~ 4.27 et la

valeur analytique o™ ~ 4.6. Cette différence est reliée au fait que 'hypothese de la

symétrie par rapport aux permutations des répliques n’est pas correcte dans la phase

non-satisfiable (publication I).

— Concernant la 2+ p— SAT, en fig. 3.6 les valeurs analytiques de «.(2 + p) sont com-
parées aux valeurs numériques [79, 52, 70|. Pour p < 0.4 I'accorde est parfait. Il faut
remarquer que la valeur analytique coincide avec le résultat rigoureux mathématique
a. =1/(1—p) pour p < 0.4 (et la transition est de méme type que celle de la 2-SAT).

41l pourrait sembler qu’une solution physique doit correspondre seulement & w = 1 puisque le champ
instantané [2] sur un spin est toujours un multiple de 1/2. D’autre part ce type de probléme se présente
aussi pour le modele de Viana et Bray avec des interactions +J. Dans ce cas De Dominicis et Mottishaw
[80] ont montré que la solution, correspondante & celle avec w = 1 pour la K-SAT, est instable dans ’espace
RS et donc que déja dans cet espace il faudrait considérer des solutions plus générales. Une explication
possible, qui a été suggérée en [32, 33] est que la limite § — oo et m — 1 (m est le parametre de la solution
& un pas de brisure) ne commutent pas. Par conséquent la limite de I’espace des solutions & un pas de
brisure pour m — 1 est plus grande que la limite pour 8 — +00 de ’espace des solutions RS et contient
les solutions avec w > 1. En tout cas, puisque l'on peut considérer I’approche des répliques comme un
probléme variationnel s’il existe des solutions avec une énergie libre meilleure il faut les considérer. On
peut remarquer que la solution avec w = 1 est un cas particulier de celles avec w > 1, donc ’énergie libre
pour w > 1 sera nécessairement meilleure ou aussi bonne que pour w = 1.
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F1G. 3.6 — Valeurs théoriques et numériques de a, en fonction de p pour la 2+p-SAT. La
ligne verticale sépare la transition continue de celle discontinue. La ligne pleine correspond
au calcul RS, les points sont les résultats des simulations numériques et les deux autres
lignes correspondent aux bornes supérieures et inférieures obtenues en [77].

Pour p 2 0.4 la valeur analytique est plus grande que celle numérique (et la tran-
sition est de méme type que celle de la 3-SAT). A nouveau on remarque que cette
différence est reliée au fait qu’il faut chercher une solution pour laquelle la symétrie
des répliques soit spontanément brisée (publication I).

En comparant 'image et les prédictions analytiques du calcul RS avec les résultats nu-
mériques, on trouve un assez bon accord. Cependant, a plusieurs reprises nous avons re-
marqué qu’il faudrait chercher une solution dans laquelle la symétrie des répliques soit
spontanément brisée, en particulier pour obtenir des meilleurs résultats quantitatifs et des
résultats qualitatifs plus fins concernant la structure de 1’espace des solutions et le squelette.
Par exemple dans la solution RS on voit une différence nette entre la 2-SAT et la 3-SAT
en regardant le comportement a la transition de la fraction des variables completement
contraintes, c’est a dire des spins avec un champ effectif d’ordre un. On aurait tendance
a identifier ceci au saut continu et discontinu du squelette observé dans les simulations
respectivement pour la 2-SAT et la 3-SAT. Pourtant, dans ’analyse RS on ne peut pas
faire la différence entre les spins qui ont un champ d’ordre un, qui change de signe d’une
solution a l’autre, et les spins qui ont un champ d’ordre un mais toujours pointé dans la
méme direction. Pour ces raisons il est nécessaire d’effectuer une analyse de la K-SAT qui
puisse tenir compte de la brisure de la symétrie des répliques. Ceci a été effectué dans la
publication I et sera exposé dans la section suivante.
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3.4 Approche variationnelle et brisure de la symétrie
des répliques

Nous avons vu dans la section précédente que pour différentes raisons il est tres in-
téressant d’effectuer une analyse de la K-SAT dans laquelle la brisure de la symétrie des
répliques puisse étre prise en compte. Jusqu’a maintenant on ne connait pas, sauf dans
de cas particulierement simples [31, 32, 33| des solutions exactes des équations des champ
moyen pour les systémes a connectivité finie, qui brisent la symétrie des répliques. La diffi-
culté technique, qui ne permet pas d’effectuer ce type de calcul, est reliée au fait que si I’on
veut calculer la solution 1RSB il faut résoudre une équation fonctionnelle a la place d’une
équation sur un nombre fini de parameétres. Pour cette raison l'utilisation d’une méthode
variationnelle [81] peut étre particulierement avantageuse. Si les “bons” ingrédients phy-
siques sont insérés dans 1’Ansatz variationnel, on peut non seulement retrouver dans les
cas exactement solubles, comme celui de 'analyse RS de la K-SAT, les résultats corrects
mais d’une facon beaucoup moins lourde, mais surtout on peut obtenir des résultats dans
des cas, comme celui de I'analyse RSB de la K-SAT, ou trouver une solution exacte semble
sans espoir. Dans la publication I nous avons appliqué cette procédure au probleme de
la satisfiabilité. Dans la suite on présentera d’abord I'analyse RS dans laquelle on montre
comment les résultats de Monasson et Zecchina peuvent étre obtenus d’une fagon beaucoup
moins lourde grace a la méthode variationnelle et on présentera aussi quelques résultats
nouveaux. Ensuite on exposera les résultats et 'image physique qui découlent d’un Ansatz
variationnel correspondant & une brisure a un pas de la symétrie des répliques (nous avons
choisi ce schéma de brisure parce que c’était la facon la plus simple d’introduire la brisure
de la symétrie des répliques).

3.4.1 L’analyse RS

Nous avons d’abord effectué une analyse RS de la phase satisfiable. Dans ce régime
il n’y a pas des spins gelés, donc les champs effectifs sont au plus d’ordre 1/5. Nous
avons alors pris comme distribution variationnelle des champs effectifs une gaussienne avec
une variance A/3?%, oli A est le parametre variationnel. En injectant le parametre d’ordre
¢(&) correspondant a cette distribution des champs en (3.5), nous avons obtenu une densité
d’énergie libre variationnelle d’ordre 1/ qui dépend du parametre A. Puisque dans la phase
satisfiable I’énergie est nulle, la densité d’énergie libre (multipliée par —3) coincide avec la
densité d’entropie. L’optimisation par rapport a A nous a permis de calculer ’entropie, qui
correspond au logarithme du nombre de solutions. En fig. 3.7 nous avons tracé ’entropie
pour K = 2 et K = 3 en fonction de «. Les deux courbes sont indiscernables de celles
calculées en [63, 78]. Dans le cadre de I'hypothése RS la structure de 'espace des solutions
est trés simple : deux configurations optimales prises au hasard {o;}, {7;} sont typiquement
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F1a. 3.7 — Entropie calculé par la méthode variationnelle pour la 2-SAT (ligne avec des
traits) et la 3-SAT (ligne pleine) en fonction de a.. Ces deux courbes sont indiscernables de
celles obtenue en [63, 78, 79]. Les lignes verticales pointillés indiquent les seuils a,.(2) = 1
et a.(3) ~ 4.27 [4].

a une distance de Hamming

i=— ia(ai; ) = % _1 /_ " P(h) (tanh fh)dh (3.9)

o0

Nous avons tracé en fig. 3.8 la distance typique entre solutions obtenue a partir du calcul
variationnel pour la 3-SAT en fonction de a. La distance entre solution est égale a 0.5 pour
a = 0, ce qui est naturel parce que, en absence de contrainte, chacune des 2%V configurations
est une solution et donc la distance typique est 1/2. Ensuite quand « augmente la distance
diminue, ce qui signale que les solutions se concentrent dans l’espace des configurations.
Nous avons vérifié que ces résultats dépendent peu de le choix de la fonction variationnelle.
Par exemple I'entropie change seulement d’un pour cent si on prend une exponentielle au
lieu d’une gaussienne.

Le parametre A diverge & o = 4.76 en signalant que pour a > 4.76 ’hypothese de n’avoir
que des champs d’ordre 1/ n’est stirement plus valable, donc 4.76 est une borne supérieure
sur a.. Pour obtenir une meilleure valeur de a, nous avons considéré la distribution des
champs d’ordre un et nous avons pris comme distribution variationnelle des champs (d’ordre
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Fic. 3.8 — Distance de Hamming typique entre deux solutions pour la 3-SAT. Dans la
phase RS (0 < a < a; ~ 3.96) il y a une seule distance d entre solutions, qui décroit de
facon monotone avec . Dans la phase RSB a > «y il y a deux distances caractéristiques :
di qui est la distance entre solutions dans le méme amas et dy qui est la distance entre
solutions dans des amas différents. La courbe plus haute correspond a dy, la plus baisse a
dy et la courbe en pointillé est le prolongement de la distance RS.

un) :

B h
P(h) =(1—-B)i(h +—¢(—) 3.10
(1) = (1= By + o (i (3.10)
ol ¢(x) est une fonction normalisée & un, qui a un poids nul en zéro. En prenant une
gaussienne comme fonction ¢ et en injectant le parametre d’ordre ¢(&) correspondant &
cette distribution des champs en (3.5), nous avons obtenu une énergie libre variationnelle
d’ordre 5 qui dépend des parametres A, B. En optimisant par rapport a A, B nous avons
trouveé :

— pour la 24p-SAT, a, = 1/(1 —p) si 0 < p < py = 0.437. Pour p < 0.4 la valeur
calculée de «, coincide donc avec la solution exacte [77]. La variance A du champ et
la fraction B des champs d’ordre un croissent de fagon continue a partir de zéro pour
a > .

— pour la 24+p-SAT pour p > py, la transition est continue en A et discontinue en B.
Par exemple pour K = 3 nous trouvons a, ~ 4.62 et B ~ (0.94.
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Ces résultats changent peu avec le choix de la fonction ¢. Par contre ce qui se révele étre
trés important est la division de P(h) en deux parties : une, qui correspond & ¢ et tient
compte des champs d’ordre un et "autre qui correspond a la fonction delta et tient compte
des champs d’ordre 1/3. Si l'on avait négligé 1’existence des champs d’ordre 1/8 dans la
phase non satisfiable on n’aurait pas trouvé le résultat exact o, = 1 pour la 2-SAT. Enfin
en utilisant certaines hypothéses nous avons montré que la valeur de py est 0.4.

Les résultats de ’analyse RS sont tres encourageants; en effets nous retrouvons la méme
image qualitative que en [63, 78, 79] et des prédiction quantitatives qui sont différent de
moins d’un pour cent avec une procédure beaucoup moins lourde.

3.4.2 L’analyse RSB

Les résultats RS comparés aux simulations numériques suggerent que dans la phase non
satisfiable la symétrie de répliques est spontanément brisée.
Avant d’analyser le régime non satisfiable nous avons d’abord cherché une solution qui brise
“a un pas” la symétrie des répliques dans la phase satisfiable. Pour simplicité, nous avons
pris comme P[p] variationnel le méme que celui des modeles compléetement connectés, eq.
(2.20), avec des variances gy = A¢/B? et ¢ = A;/B?, qui imposent que la taille typique
des champs effectifs est d’ordre 1/8 dans la phase satisfiable. En injectant cet Ansatz
variationnel en (3.5), nous avons obtenu une densité d’énergie libre variationnelle d’ordre
1/ qui dépend des Ay, A; et m. En optimisant par rapport a ces trois parametres nous
avons trouvé que jusqu’a o, ~ 3.96 il y a seulement la solution RS. A a, ~ 3.96 la transition
1RSB survient. Ay et A; sont continus a la transition, le premier étant égal a A, et le
deuxiéme & zéro, tandis que m a un saut discontinu (vers le bas) a partir de 1. Ce type
de transition est similaire a celle du modeéle a p-spins sphériques en champ magnétique h
externe [82], lorsqu’on varie le champ. Les résultats principaux dus a ’existence d’une phase
satisfiable avec brisure de la symétrie des répliques concernent la structure de I’espace des
solutions (l’entropie change trés peu par rapport au cas RS). L’existence d’une solution
1RSB du type (2.20) implique qu’il y a plusieurs états purs et les recouvrements entre
configurations sont différents selon que les configurations considérées sont dans le méme état
ou dans états différents [2]. En terme de solutions optimales du probleéme de la satisfiabilité,
ceci est équivalent a dire que les configurations optimales sont regroupées en amas. La
distance typique entre deux solutions appartenant au méme amas est égale a :

g1 1 /Dh [ Dhcosh™(\/Agh + /Ah) tanh®(v/Agh + /ALh)
T2 2 [ Dhcosh™(v/Aoh + /A1 h)
oll nous avons utilisé la notation Dh pour indiquer I'intégrale sur une gaussienne normalisée

avec variance égale a un. Tandis que la distance typique entre deux solutions appartenantes
a deux amas différents est égale a :

g - 1 E/Dh [ Dhcosh™(v/Agh + /A1h) tanh(v/Boh + /ALh) ’
T2 2 [ Dhcosh™(v/Aoh + /A1 h)

(3.11)

(3.12)
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F1a. 3.9 — Multiplicité w(s) des amas avec entropie s & o = 4.2. Les résultats pour des
valeurs des a; < a < a, sont qualitativement similaires .

Nous avons tracé dy et d; en fonction de « en fig. 3.8. La premiere distance reste au peu prés
constante au dessus de «y, tandis que la deuxieme décroit. Par conséquent la décroissance
de ’entropie est principalement due a une diminution de la taille des amas.

Les amas peuvent avoir une densité d’entropie s différente, c’est a dire qu’ils peuvent
contenir un nombre (exponentiellement) différent de solutions. Dans ce cas il est intéressant
de calculer le nombre d’amas avec une certaine densité d’entropie, ou plutot le logarithme
de ce nombre divisé par N, qu’on appellera multiplicité w(s). Une procédure pour calculer
cette quantité a été développé dans le cadre des verres de spins discontinus, comme le
p-spins sphérique [82], qui sont censés donner une description phénomenologique et de
champ moyen des verres structuraux [83, 84, 85]. Dans ce contexte la multiplicité est
appelé complexité et est une fonction de la densité d’énergie libre. La multiplicité des
amas (complexité des états) peut étre obtenue & partir des solutions 1RSB non optimisé
par rapport a m. Plus précisément en [86] il a été montré que en optimisant ’énergie
libre seulement par rapport a Ay et A; on trouve une fonction de m, qui correspond a la
transformé de Legendre (divisée par m) de la multiplicité des amas. Nous avons calculé la
multiplicité dans le cadre de la solution 1RSB variationnelle pour la 3-SAT. Cette quantité
est tracée en fig. 3.9 pour différents valeurs de s. Le résultat du calcul est que les amas
qui ont la densité d’entropie globale w(s) + s la plus grande et qui donc dominent le
comportement typique sont toujours ceux avec la plus grande valeur de s. Méme si la
valeur variationnelle de w est tres petite I'existence d’une multiplicité d’amas dans la phase
SAT suggere qu’il pourrait y avoir une structure non triviale de I’espace des solutions déja
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dans la phase satisfiable. Il est important de remarquer que les solutions obtenues a m
fixé, en optimisant seulement par rapport a Ay et Ay, correspondent a sommer seulement
sur les configurations appartenant aux amas caractérisés par une densité d’entropie s(m).
Par conséquent si I'on veut connaitre les distances d; et dy pour ces amas (rares), il faut
juste remplacer en (3.11,3.12) les valeurs correspondantes de m(s), Ai(m(s)), Ai(m(s)) a
la place de ceux qui correspondent au m optimal.

Pour analyser la phase non satisfiable nous avons considéré I’Ansatz variationnel le plus
simple possible, qui contient les éléments physiques qui semblent étre pertinents :

“+o00

Plo] = (1= B = B0) 8| o) — 8(1)| + 0 |

—oQ

i () (1)~ vu(n, )

+B, / m dh ¢1(h) 6 [p(h) — 1y (h, iz)] . (3.13)

o

Dans cette expression ¢[-] indique un delta fonctionnel. Le premier terme du membre de
droite dans (3.13) correspond aux champs (O(1/f8)) correspondants aux variables qui ne
sont pas completement contraintes. Les autres termes sont reliés aux champs correspon-
dants aux variables completement contraintes. Le deuxieme terme correspond aux champs
effectifs appartenant au squelette, qui ont donc le méme signe dans tous les amas; pour
cette raison la fonction de h, ¥g(h, k), qui est reliée aux fluctuations d’un état & Pautre
du champ effectif d’un site a toujours le support sur la partie de 'axe réel qui a le méme
signe que h. By est donc la fraction des variables qui appartienne au squelette. Le dernier
terme correspond aux champs effectifs des variables compleétement contraintes qui n’ap-
partiennent pas au squelette et qui donc sont fixées dans des valeurs booléennes différentes
d’une configuration a l'autre. Pour obtenir des expression exploitables mathématiquement
nous avons choisi de prendre comme fonctions variationelles :

¢o(h) Gao(h)
Yo(h,h) = 6(h—h)
o (h) = 8(h)
pi(h,h) = Ga(h—h) (3.14)

ol Ga(z) indique une fonction gaussienne normalisée avec variance égale & A. En injectant
cet Ansatz dans I’énergie libre (3.5) et en optimisant par rapport aux différents parametres
nous avons trouvé une valeur du seuil a,. ~ 4.48 qui est nettement meilleure par rapport
aux calcul RS, méme si elle ne coincide encore pas avec le résultat o, ~ 4.27 des simulations
numériques [65, 66]. De plus, nous avons obtenu que la fraction de variables contraintes
(spins gelés) est By + By ~ 0.92. Ce résultat change trés peu par rapport a celui obtenu
dans le calcul RS, donc nous nous attendons qu’il soit quantitativement correct. Enfin la
valeur de la fraction de spins appartenant au squelette est By ~ 0.13. Cette valeur est assez
faible par rapport a celle des simulations numériques By ~ 0.4 (Cependant les simulations
numériques sont sur des petites tailles N = 26 [52], donc on peut s’attendre des important
effets de taille finie).
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Fic. 3.10 — Représentation schématique de la structure de ’espace des solutions de la
3-SAT pour deux valeurs de o > ;. Le dessin a droite correspond a une valeur de « plus
grande : la distance d, entre amas est restée a peu prés la méme, tandis que la taille d;
d’un amas diminué.

La différence entre les valeures numériques de a, et By et celles prédites par le calcul
variationnel est probablement due au choix fait en (3.14) v(h, h) = §(h — k). Ceci im-
plique que, dans I’ Ansatz variationnel, on considere une brisure de la symétrie des répliques
seulement pour les spins n’appartenant pas au squelette. Ces derniers sont donc thermo-
dynamiquement favorisés. D’autres choix auraient cependant considérablement compliqué
le calcul.

3.4.3 Image de la K-SAT donnée par le calcul variationnel

Le calcul variationnel exposé dans les sections précédentes fournit I'image suivante du
probleme de la 3-SAT. Pour des faibles valeurs de a chaque instance prise au hasard est
satisfiable avec probabilité un et les variables z; sont trés peu contraintes : pour chaque
instance il y a toujours une solution dans laquelle z; est vraie et une dans laquelle x; est
fausse. Lorsque 1’on augmente le nombre de contraintes par variable ’espace des solutions
diminue en taille : ’entropie et la distance typique entre solutions décroissent. Quand «
rejoint la valeur a; ~ 3.96, il y a une premiere transition de phase : le probleme reste
satisfiable mais 1’espace des solutions se décompose en un nombre exponentiel d’amas
disjoints. Augmentant encore « la taille typique des amas diminue et la distance entre
amas reste a peu prés constante. Une représentation schématique de ce comportement est
dessinée en fig. 3.10. Quand « rejoint la valeur o, ~ 4.48 il y a une deuxiéme transition
de phase : il n’y a plus des solutions satisfaisantes et dans les configurations optimales une
grande fraction ~ 0.9 de variables deviennent complétement contraintes (les spins associés
se gelent dans certaines directions). Cette transition de phase a un comportement mixte :
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du premier ordre sur la fraction des variables gelées et du deuxiéme ordre sur la variance
des champs effectifs d’ordre un, qui croit contintiment a partir de zéro. Cette comportement
mixte du premier et du deuxieme ordre pourrait étre la cause de la valeur de v ~ 1.5, qui
est assez inattendue pour un modele de champ moyen. De plus les variables complétement
contraintes se divisent en variables appartenant au squelette, qui sont fixé a la méme
valeur booléenne dans toutes les configurations optimales, et variables qui fluctuent selon
les configurations optimales.

L’image pour la 24p-SAT est la méme pour p > py ~ 0.4, par contre pour p < pg la
description est plus simple. Il y a une seule transition a; = a, = 1/(1 — p) et la transition
est du deuxieme ordre sur la fraction des variables complétement contraintes et sur la
variance du champs effectifs d’ordre un.

Enfin, concernant la différence du comportement (polynomial versus exponentiel) du temps
de résolution au seuil entre la 2-SAT et la 3-SAT obtenu en utilisant ’algorithme de Davis
et Putnam, il a été suggéré dans [52] que cela est probablement di au fait que, quand
le systéeme devient non satisfiable, pour la 3-SAT il y a une fraction finie de variables
qui ont la méme valeur dans toutes les solutions, tandis que pour la 2-SAT la fraction
de variables appartenant au squelette est nulle. Une compréhension plus profonde de la
variation du temps de résolution en fonction de « a été obtenue dans un travail récent
[87] ou l'algorithme de Davis et Putnam a été analysé en terme d’une évolution dans le
diagramme de phase du modele 2 + p-SAT.

3.5 Discussion et conclusion

Grace a la méthode variationnelle développée dans la publication I nous sommes allés
au-dela de I’analyse RS du probléeme de la satisfiabilité effectuée en [63, 78, 79]. En parti-
culier nous avons prédit que déja dans la phase satisfiable il peut y avoir une transition de
phase reliée a une decomposition de I’espace des solutions en une nombre exponentiel (en
N) d’amas disjoints ayant une distribution de tailles multifractale que ’on a estimée quan-
titativement. Des simulations numériques récentes semblent confirmer ce scénario [88, 89].
Il est interessant de remarquer que cette transition pourrait avoir des répercussion sur la
dynamique des algorithmes. En effet la valeur a; ~ 3.96 est en un accord tres surprenant
avec une ralentissement de la dynamique de MonteCarlo & température zéro [90] et avec
un changement du temps de résolution du algorithme “WALK SAT” [88] (qui, méme en
restant polynomial, change comportement) & o ~ 4. De plus, en introduisant la brisure de
la symétrie des répliques dans ’analyse de la K-SAT, nous avons pu améliorer sensiblement
les résultats analytiques concernant la valeur du seuil, en obtenant «, ~ 4.48, et on a pu
obtenir une prédiction pour la valeur de la fraction des variables appartenant au sque-
lette By ~ 0.13. Il serait tres intéressant de vérifier dans les détails, a travers une analyse
numérique, I'image qualitative donnée par I’approche variationnelle, surtout la prédiction
concernant la structure non triviale de ’espace des solutions. D’un point de vue analy-
tique il serait intéressant de trouver une facon d’améliorer ce calcul variationnel, qui puisse
permettre de trouver de résultats quantitatifs encore plus proches de ceux des simulations
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numeériques.

Enfin nous voudrions terminer ce chapitre sur les transitions de phase en informatiques
avec une remarque sur un domaine nouveau qui pourrait s’ouvrir dans le futur et qui
concernerait toujours la mécanique statistique d’une part et les problemes d’optimisation
de 'autre. Jusqu’a maintenant 1’analyse des caractéristiques des solutions optimales des
problemes d’optimisation a été reliée a la mécanique statistique classique des systemes
désordonnés. D’autre part ’analyse des algorithmes pourrait étre reliée a des probleme de
mécanique statistique quantique. Deux exemples dans cette direction sont d’une part le
recuit simulé quantique [91], dans lequel le franchissement de barrieres énergétiques par
effet tunnel pourrait aider a trouver les solutions optimales d’un probleme d’optimisation,
et d’autre part la réécriture de la dynamique d’'un algorithme en terme d’un opérateur
d’évolution. Cette opérateur pour certain algorithmes (i.e. algorithmes stochastiques de re-
cherche locale) ressemble a un hamiltonien d’un systéeme désordonné quantique. L’analyse
des temps caractéristiques et du comportement de I'algorithme pourrait alors étre grace a
I’analyse d’un systeme désordonné quantique.
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F1G. 3.11 — Représentation graphique de la partie du réseau aléatoire associé a la 2-SAT
concernant les variables xy, z, x1,..., ;.

3.6 Annexe I : dérivation de 1’équation RS avec la
cavité

Pour comprendre la signification physique de la fonction P(h) et surtout pour montrer
quelles sont les hypotheses physiques associées a I'invariance par permutations des répliques
je dériverai 1’équation (3.6) avec la méthode de cavité [2, 78] pour K = 2. D’abord, on
remarque que la probabilité qu’une variable x; soit seulement dans [ clauses est égale a
p(l) = e722(2a)!/1!. De plus la probabilité qu'une variable z; soit seulement dans [ + 1
clause, en sachant que elle est déja présente dans au moins une clause, est toujours égale
a e 2¢(2a)!/1!. On va écrire une équation sur la loi de probabilité P(h) du champ effectif
d’une variable z (spin ¢) qui est au moins dans une clause C, ou h est le champ effectif
du a toutes les autres clauses C1, - - - , C; dans lesquelles la variable apparait. Pour aider le
lecteur nous avons tracé en fig. 3.11 une représentation de la partie du réseau associé a la
2-SAT concernant les variables g, x, x1, ..., x;. J'introduis un peu de notation : j’appelle
xo la variable reliée a x a travers C et hg le champ effectif de og du a toutes les clauses, sauf
C, auxquelles la variable xy appartient. La clause C; relie z a z; et j'appelle h; le champ
effectif de la variable x; dii a toutes les clauses, sauf C;, auxquelles la variable x; appartient.
On considérera le réseau formé en joignant les variables qui sont dans une méme clause. Le
réseau ainsi obtenu est un graphe aléatoire avec 2« liens par site en moyenne. Puisque z et
xo sont reliés, un chemin qui ne passe pas par x et qui relie xg & x1,--- ,z; a une longueur
d’ordre In N au minimum. Donc hg, hq,-- -, h; devrait étre des variables indépendantes.
Dans la suite j’écris une relation qui permet de calculer h a partir de hq,--- , h;. D’abord,
il est intéressant de remarquer que la fonction de partition obtenue en effectuant la somme
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sur tous les spins sauf gy, 0,01, ,0; est égale a :

Z,(00,0,01,---,01) = Cexp(B(hooo — eo(00,0) + hioy -+ -+ o, — e (0,01, -+ ,01)))
er(o-ao-l,'“ aal) = 61(0,01)+"'+€l(0,0[)

ex(o,0,) = 0 (A,(cl)ak + Ag)a; —2)

oll AS) et A,(f) sont égaux a —1 (+1) si la clause C}, contient respectivement Ty (z) et T
(x). Le fait qu’il n’y a pas de boucles de longueur finie est essentiel pour que le hamiltonien
effectif résultant de la somme sur tous les spins sauf og, 0,01, -+ ,0; n’ait pas des termes
du type 0;0;, 0go; (ou plus générales). En effet, deux voisins de o sont reliés par le chemin
de longueur deux qui passe par o, et donc il ne peuvent pas étre relié par un autre chemin
de longueur finie. Par conséquent la corrélation induite en faisant la somme sur tous les
spins, sauf o et ses voisins, devrait étre nulle (le chemin qui relie les voisins et qui ne passe
pas par ¢ a une longueur infinie). De plus, puisque :

G26h _ Yoori 0 €XP (B(o1hy + - --oily) — ex(+1,01,- -+, 01))
Y orm o &P (Bo1hy + -+ o1hy) — e (=1,01,- -+ ,01))

dans la limite de température nulle on trouve que le champ effectif d’ordre un est égale a :

2h = min,, . sho1+---hoy—e(1,01,--,01) (3.15)

ming, ... o,hioy + -+ - oy — e.(=1,01,- -+, 01) (3.16)

I’interprétation physique de h est donc relié 4 la premiere excitation qu’on peut obtenir en
tournant le spin o.

Avec probabilité e=2@ le spin o; n’appartient & aucune clause autre que C, donc dans ce
cas le champ effectif est zéro. Ceci donne une contribution & P(h) :

Py(h) = e~ 26(h)

Avec probabilité e ?*2q le spin o; appartient & une clause C; autre que C. On a donc
trois cas différents suivant la valeur de h; :

— hy a un signe qui favorise la valeur booléenne de x; qui apparait dans la clause (7,
par exemple h; > 0 si C} = £;0Uz. Les niveaux d’énergie correspondants a ce cas
sont tracés en fig. 3.12. Le niveau fondamental est deux fois dégénére et correspond
a prendre la valeur de x; qui satisfait la clause et I'interaction avec le champ effectif.
Son énergie est donc égale & —|h| indépendemment de la valeur de z. En utilisant
la formule (3.15) on obtient donc un champ effectif h = 0.

— h; a une signe qui ne favorise pas la valeur booléenne de x; qui apparait dans la
clause (1, dans ce cas on peut avoir un schéma des niveaux d’énergie différent, voire
fig. 3.13 :

1. Si |hy| < 1/2 I'état fondamental, d’énergie —|h;| correspond & choisir z; qui
favorise I'interaction avec h; et x qui satisfait la clause. Le premier niveau excité,
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I +1

i

_|h

Fi1G. 3.12 — Représentation graphique de schéma des niveaux d’énergie quand la variable x
appartient a une autre clause C; autre que C et le champ h, favorise la valeur booléenne de
x1 qui apparait dans la clause C (I’épaisseur d’un niveau correspond a sa dégénérescence).
Il'y a deux états fondamentaux correspondant & o = +1 avec énergie —|h;|, par conséquent
h =0.

]

d’énergie |h;| est deux fois dégénéré et correspond a prendre x; qui ne vérifie
pas I'interaction avec hy, mais qui donc satisfait la clause et  comment on veut.
Enfin, le niveau plus excité correspond a prendre x; qui favorise 'interaction
avec h; et x qui ne satisfait pas la clause. L’énergie correspondante est égale a
—|hy| + 1. En utilisant la formule (3.15) on trouve donc que la valeur absolue
du champ effectif est égale a |h;|, son signe dépendant du fait que la variable z
apparait comme z ou Z dans la clause C.

2. Si |hy| > 1/2 ’état fondamental est le méme que dans le cas précédente (xq
favorise l'interaction avec h; et x satisfait la clause). Par contre puisque |h;| >
1/2 Vordre des états excités est inverti. Le premier niveau excité correspond
a prendre x; qui satisfait 'interaction avec h;, et x qui viole la clause. Par
conséquent en utilisant la formule (3.15) on trouve que la valeur absolue du
champ effectif est égale a 1/2, son signe dépendant du fait que la variable z
apparalt comme x ou x dans la clause C4.

En tenant compte de ces deux cas on obtient que la contribution & P(h) est égale A :
» —2a e D 1 : 1 :
Pi(h) = e ““2a dhiP(hy) 55(h —min(1/2, hy)) + 55(h + min(1/2, hy)) + 6(h)
0

ol j’ai utilisé que la fonction P(h) est une fonction paire et le facteur 1/2 correspond & la
probabilité que la variable x apparait comme x ou  dans la clause C;. On peut généraliser
la procédure précédente au cas ou = est dans [ clauses autre que C. La probabilité de cet
événement est e~2*(2a)!/l!. Les champs effectifs qui favorisent les valeur booléenne qui
apparaissent dans la clause ne donnent pas de contributions. Les autres h; donnent une
contribution qui est égale en module & min(1/2, |h;|) ; le signe de la contribution dépendant
du fait si la variable x apparait comme x ou T dans la clause C;. En tenant compte de
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h>1/2 h|<1/2
Il
§ -hy+1
hard hl

-y -y

F1c. 3.13 — Représentation graphique de schéma des niveaux d’énergie quand la variable
x appartient a une autre clause C; autre que C et le champ h; ne favorise pas la valeur
booléenne de z; qui apparait dans la clause C; (’épaisseur d’un niveau correspond a sa
dégénérescence). L’état fondamental correspond & donner & z; le contraire de la valeur
que satisferait C et & x la valeur qui satisfait Cy. Si |h;| > 1/2 (gauche) le premier état
excité obtenu en changeant la valeur de = correspond a laisser invariant z; et a changer x,
tandis que si |h;| < 1/2 (droite) le premier état excité obtenu en changeant la valeur de z
correspond a changer les valeurs de x et ;.

différentes contributions je trouve :

Ph) = e QT/O [ driP(hs)x (3.17)
j=2
l m
1 :
x> Y o Y 6(h=) oymin(1/2,hy,))
m=0a1<--<am 01, ,01==%1 j=1

En resommant toutes les contributions P,(h) on obtient 1’ équation (3.6) sur P(h) pour
K=2. Si 'on répéte la méme calcul pour un site donné (sans savoir s’il a déja ou non un
voisin) on trouve :

P(h) =) F(h)

Cette identité implique que P(h) = P(h) et donc que P(h) satisfait 1’équation (3.6) pour
K=2.
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Chapitre 4

Désordre géométrique et localisation

4.1 Introduction

Dans son travail fondamental [92] de 1958, Anderson étudia un modele de liaisons
fortes avec des énergies de site aléatoires. Il montra que, s’il y a suffisamment de désordre,
la diffusion peut cesser et une fraction finie d’états propres sont localisés dans des régions
finies de I’espace. De facon générale un probleme de propagation d’une onde classique ou
d’une particule quantique se réduit a 1’étude des vecteurs propres et valeurs propres d’'un
opérateur, qui dans le cas d’une particule quantique est le hamiltonien. Les systemes non
désordonnés sont en général invariants par translation, par conséquent on peut trouver
un ensemble d’états propres ayant le méme module d’ordre 1/4/V dans tous les points de
I’espace, ou V' est le volume total. A cause du désordre, on perd I'invariance par translation
et il peut y avoir des états localisés, qui ont un module de la fonction d’onde d’ordre un
et non négligeable seulement dans une région finie de I'espace. Ces états ne peuvent pas
donner lieu & un transport macroscopique [93, 94, 95| et donc ne contribuent pas a des
quantités comme le coefficient de diffusion et la conductivité DC. A une et deux dimen-
sions, un désordre infinitésimal, mais extensif, est suffisant parce que presque tous les états
soient localisés. En dimension trois par contre il faut avoir un désordre assez fort pour que
tous les états soient localisés [93, 94, 95|. Le phénomene de localisation a été étudié dans
différents contextes avec des techniques tres variées. La littérature sur ce sujet est tres
vaste. D’un point de vue théorique on peut citer : les travaux sur les solutions exactes a
une dimension[45], la théorie du comportement d’échelle [93, 95], ’analyse avec la théorie
des champs répliquée ou supersymétrique [94], I'étude du modele sur 'arbre de Cayley
[93, 19, 20], les développements récents sur les systémes mésoscopiques [96] et les liens
avec les matrices aléatoires [97]. Dans ce chapitre nous étudierons comment le désordre
géométrique induit la localisation. En effet, la plupart des études sur la localisation ont été
effectuées soit sur des réseaux ordonnés avec des énergies de site aléatoires, soit sur des
modeles continus avec un désordre ponctuel. Les effets diis & un désordre topologique ou
géométrique ont été beaucoup moins étudiés. Néanmoins, il y a des probléemes physiques
dans lesquels des structures topologiquement désordonnées jouent un role fondamental,
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comme par exemple la propagation d’ondes dans les matériaux amorphes [98, 99], les modes
instantanés de vibration des liquides [100] et des verres [101], et certaines modélisations de
la dynamique vitreuse [102].

Pour étudier le lien entre le désordre géométrique et la localisation nous étudierons un
phénomeéne de propagation sur un graphe aléatoire, ceci étant ’exemple le plus simple dans
lequel un véritable désordre topologique intervient. Le probleme mathématique consiste a
analyser les propriétés spectrales du laplacien, 'opérateur de la diffusion, sur un graphe
aléatoire. Le but est d’étudier la transition localisation-delocalisation, connaitre les pro-
priétés du spectre et analyser le phénomene physique qui induit la localisation.

Ce travail a donné lieu a la publication II.

4.1.1 Deéfinition du modele

On considere une matrice symétrique W, ; de taille NV par IV telle que :

Wig=—> Wi (4.1)
J(#19)

et les éléments non diagonaux sont des variables aléatoires indépendantes tirées au hasard
avec une loi :

Q Q

P(Wig) = (1= 3) 8(Wig) + 1-p(Wij) (42)
Comme on a montré dans le chapitre (2), la structure définie en joignant tous les couples
de points avec W ; # 0 est un graphe aléatoire avec une connectivité moyenne égale a .
La propriété (4.1) a été choisie de fagon a ce que la matrice W, ; puisse étre vue comme
une représentation tres schématique de :

— une matrice de petites vibrations. En effet, pour un ensemble de particules qui oscil-
lent autour des positions {r?}, le hamiltonien se réécrit comme :

H ~ Z I/I/Z-?‘J?’Bérf‘ér?, or; =1; — 17 (4.3)
i,j’a,ﬂ
0’V
a,f _ 0 0 . . .
W, = —W(ri —1;) si i#]
Wi o= =y W
J(#1)

ou V(x) est le potentiel d’interaction entre deux particules & distance x. Dans le
cas des petites vibrations d’un matériaux amorphe, les positions {r’} sont distribués
de maniere plus ou moins irréguliere dans l'espace. Par conséquent I/Vzajﬂ sont des
variables aléatoires. Le modele défini en (4.2,4.1) consiste a négliger les corrélations
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entre les I/Vzo‘f et a considérer un probleme scalaire a la place d’un probleme vec-
toriel. La deuxieme hypothese a été faite seulement par simplicité, ce qui suit se
généralisant facilement au cas vectoriel, tandis que la premiere peut étre vue, dans
Iesprit du développement (2.21), comme une premieére approximation dans le cadre
d’une expansion qui tient compte progressivement des corrélations entre W; ;. On
reviendra dans la suite sur ce point. Notons que la condition (4.1) est simplement
due a l'invariance par translation, qui impose qu’une méme translation de toutes les
particules doit laisser invariante 1’énergie. De plus, les valeurs propres et les vecteurs
propres de W correspondent respectivement aux fréquences caractéristiques et aux
modes de vibration du matériau amorphe, et le phénomene de localisation est relié
a une décroissance exponentielle du coefficient de transmission d’une onde sur une
distance L.

— un opérateur de diffusion pour un ensemble de particules qui sautent d’un site a
I’autre d’un réseau. Si le taux de particules qui sautent du point 7 au point j par
unité de temps est égale a W, ;, la densité de particules p;(t) satisfait I’équation
suivante :

Dty = 32 Wisos ~Wesp) = W - (1.4)
3(#4)

Dans ce cas la condition (4.1) est simplement due au fait que le taux de particules qui

sautent de i a j est la méme que celui de j & i et par conséquent (1,---, 1) doit étre

un vecteur propre avec valeur propre zéro. Les valeurs propres de W correspondent

a l'inverse des temps caractéristiques de relaxation et le phénomene de localisation

est relié au fait qu'une particule peut étre piégée dans une région finie de ’espace.

Quelque soit 'interprétation qu’on donne a W, il est intéressant de connaitre les propriétés
du spectre et des vecteurs propres en tant que variables aléatoires. On peut obtenir des
renseignements sur les valeurs propres grace a la densité d’états :

a0 = S50 - A,) (4.5

ou {\,} sont les valeurs propres de W. ¢()) est une fonction aléatoire, par conséquent d’un
point de vue numérique et analytique on s’intéresse a ces moments, comme par exemple la
densité d’états moyenne : p(A) = (g(A)), ou (-) indique la moyenne sur le désordre. De plus,
pour caractériser les vecteurs propres on étudiera le taux de participation inverse pour un
vecteur propre 7y :

wh =3 j (4.6

ou 1), est la fonction d’onde normalisée du vecteur propre 7. Si «y est localisé a l'intérieur
d’une région finie de 'espace alors (4.6) est fini, par contre si 7y est étendue sa fonction
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d’onde est d’ordre 1/v/N et (4.6) s’annule dans la limite de N infini. A partir de (4.6)
on définit w*(\)d\ comme la somme de w§ sur tous les vecteur propres vy avec une valeur
propre entre A et A\ + d), divisée par le nombre d’états propres Ng(A\)dA compris dans
l'intervalle A\, A + d\. Par conséquent w*()\) peut étre utilisé pour identifier la transition
localisation-delocalisation puisque il est non nul seulement dans la partie du spectre qui
correspondent a des vecteurs propres localisés.

4.1.2 Motivations

Le but de notre travail est d’étudier dans un cas simple le lien entre désordre topolo-
gique et localisation et de développer et tester des techniques qui pourront étre utiles dans
des cas plus compliqués.

Un exemple de phénomene physique ou le désordre topologique joue un role fondamental
et qui fait intervenir, d’un point de vue mathématique, un probleme de matrice aléatoire
du type décrit dans la section précédente, est la propagation d’onde acoustiques dans un
matériau granulaire. Récemment plusieurs études expérimentales [98, 99] ont montré que si
I’on envoie un paquet d’ondes acoustiques dans un matériau granulaire le signal transmis est
composé de deux parties concentrées sur des fréquences différentes : une partie correspond
a une propagation dans un milieu effectif, tandis que l'autre dépend tres fortement de la
structure microscopique et semble s’atténuer exponentiellement avec la distance parcourue.
Cet effet a été interprété en terme de localisation des ondes acoustiques [98, 99, 103]. Un
matériau granulaire est un tres bon exemple de structure topologiquement désordonnée. En
fait, la configuration typique d’un matériau granulaire a trois dimensions ou a deux dimen-
sions (si polydisperse) est une structure amorphe dans laquelle les grains interagissent a
travers un réseau de forces aléatoire [104]. En fig. 4.1 nous montrons le réseau des forces d’un
matériau granulaire & deux dimensions [105] (un ensemble de disques de taille différente)
soumis a une pression extérieure . Les lignes représentent les forces entre les disques et la
largeur d’une ligne est reliée a 'intensité de la force correspondante. Si l’on voulait analyser
la propagation d’onde acoustiques dans un matériau granulaire une approche simple serait
de remplacer chaque disque par un point r;, I'interaction entre les disques par un ressort
linéaire et analyser ce systéme de ressorts topologiquement désordonnés. On se ramenerait
alors a un probleme de matrice aléatoire du type décrit dans la section précédente, ou le
désordre est dii au fait que les positions r; sont des variables aléatoires.

Un autre exemple, qui fait intervenir le méme probléeme mathématique, est ’étude des
modes instantanés de vibration d’un liquide (INM) [100], qui sont les vecteurs propres du
hessien de 1’énergie évalué dans une configuration du liquide tirée au hasard avec la distri-
bution de Boltzmann. Plusieurs études ont été effectuées pour interpréter qualitativement
et quantitativement la dynamique d’équilibre des liquides surfondus en termes de INM
[100]. Dans ce cas le désordre est du au fait que le hessien de I’énergie est évalué autour
d’une configuration aléatoire tirée au hasard avec la distribution de Boltzmann.

Une autre motivation, un peu plus abstraite, est que le mouvement d’'un point dans un
espace géometriquement désordonné , cf. (4.4), peut étre vu comme une description tres
schématique de la dynamique vitreuse [102, 106] : dans ce scénario les N points corres-
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F1G. 4.1 — Réseau de forces d’'un ensemble polydisperse de disques soumis a une pression
extérieure. Les lignes représentent les forces entre les disques et la largeur d’une ligne est
reliée a I'intensité de la force correspondante.

pondent aux configurations d’un systeme dans I’espace de phase et on modélise la dyna-
mique comme une succession de sauts qui ont une certaine probabilité dépendante de la
température et de la différence des niveaux d’énergie entre les points reliés par les sauts
. En baissant la température certains sauts deviennent tres improbables et a une certaine
température (la température de transition vitreuse) ’espace des configurations se divise en
différentes régions qui sont mutuellement inaccessibles.

Enfin, le probleme de matrices aléatoire (4.1,4.2) est intéressant d’un point de vue ma-
thématique en tant que généralisation de ’ensemble gaussien symétrique, qui consiste a
considérer 'ensemble des matrices aléatoires pour lesquelles chaque élément est une va-
riable aléatoire gaussienne indépendante d’ordre 1/v/N. Cet ensemble est invariant sous
des transformations orthogonales et pour cette raison s’appelle ensemble gaussien ortho-
gonal (GOE). Il y a deux généralisations possibles de I'ensemble GOE : ou bien relaxer la
condition que les éléments de matrices sont des variables indépendantes et maintenir 1’inva-
riance sous des transformations orthogonales, ou sinon faire 'inverse, c¢’est-a-dire considérer
encore les éléments comme des variables indépendantes mais avec une loi qui n’est pas gaus-
sienne. Dans ce deuxiéme cas on peut montrer que si les éléments sur chaque ligne sont
d’ordre 1/v/N on retrouve les résultats de ’ensemble GOE. La seule généralisation pos-
sible qui ne redonnent pas les mémes résultats que GOE consiste a considérer pour les
éléments de matrices la loi de distribution (4.2) [107]. De cette fagon il y a seulement un
nombre fini d’éléments d’ordre un par ligne. La premiere généralisation a été tres étudiée
[108, 97] surtout & cause de ses relations avec la gravité quantique & deux dimensions.
La deuxieme généralisation coincide exactement avec le modele de matrices défini dans la
section précédente. Concernant ce probleme il y a trés peu de résultats connus. Bray et
Rodgers [106] avec des arguments heuristiques ont montré que le logarithme de la densité



70 Désordre géométrique et localisation

d’états devrait étre proportionelle & e~/ v pour des petites valeurs de A. De plus, Mirlin
et Fyodorov [107] ont montré que la fonction de corrélation entre les valeurs propres dans
la phase étendue a la forme universelle trouvée dans GOE et ses généralisations.

4.2 Analyse du modele

Dans la suite, pour montrer le lien entre désordre topologique et localisation, nous
considérerons une lois de distribution des éléments de matrice (4.2) concentrée autour
d’une valeur J = -1/« :

p(Wij) = 6(Wi; +1/a) (4.7)

Le choix de J = —1/« a été fait pour avoir un support positif et borné pour & — +o00. Un
autre choix de J correspondrait seulement a un changement d’échelle global des valeurs
propres. Avec cette forme de p(W; ;), le seul type de désordre présent dans le systeme est
topologique. Nous reviendrons a la fin sur les généralisations qui correspondent a considérer
une loi de distribution quelconque a la place de (4.7) et un probléme vectoriel a la place
d’un probleme scalaire.

4.2.1 Simulations numériques

Nous avons étudié les propriétés spectrales de la matrice W a travers une diagonali-
sation numérique exacte jusqu’a des tailles d’ordre N = 3200 et en moyennant sur 2000
échantillons. Nous avons considéré des valeurs de a assez grandes par rapport a un. En
effet, dans un graphe aléatoire il existe toujours des amas finis disjoints du reste, par
conséquent les vecteurs propres, qui sont nuls partout sauf sur ces amas, sont localisés.
Puisque la fraction des sites appartenant aux amas finis est de 'ordre e~* (voir fig. 2.1),
le choix d’une valeur de a assez grande assure que presque tous les sites appartiennent a
I’amas géant et permet d’éviter une localisation “triviale”, due simplement au fait que le
systeme est divisé en parties disjointes.

En fig. 4.2 nous avons tracé la densité d’états moyenne p(\) et le taux de participation
inverse w*(\) en fonction de la valeur propre A pour a = 20. La densité d’états moyenne
est caractérisée par une partie centrale (0.47+0.01 ~ A < A < Ay ~ 1.6740.03) lisse, en
forme de cloche, qui correspond a des vecteurs propres étendus ( w*()\) décroit comme 3/N
dans cette région; les valeurs de A_ et A\, correspond aux bords de l'intervalle de validité
de ce régime d’échelle). Pour des grandes (A > \.) et des petites (A < A_) valeurs propres,
w? devient différent de zéro et croit en s’éloignant du centre du spectre. Par conséquent
les vecteurs propres correspondant a ces valeurs de A sont de plus en plus localisés quand
on se déplace vers le bord du spectre. Les deux queues de p(}), qui correspondent a des
vecteurs propres localisés, sont constituées d’une succession de pics. Pour étudier plus en
détail la corrélation entre le désordre et la localisation, nous avons mesuré pour chaque
vecteur propre, la connectivité de son centre, c’est a dire du site ot le vecteur propre atteint
son module maximum. Nous avons tracé en fig. 4.2 ¢(\), qui est la connectivité moyenne
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F1G. 4.2 — Densité d’états p()), taux de participation inverse w*()\) et connectivité des
sites centraux c(A) (divisée par o) moyennées sur 2000 échantillon pour oo = 20, N = 800.
Encadré : oscillations de w*()\) pour N = 100, 200, 400, 800, 1600 et 3200 (de bas vers le
haut) et fluctuations de ¢/(\) (divisée par «) pour N = 100,200, 1600 et 0.38 < A < 0.5.

du centre des vecteurs propres ayant une valeur propre A, normalisée par rapport a la
densité d’états en A. ¢(A) est une fonction croissante, qui est lisse dans la partie étendue et
a des variations en escalier dans les deux parties localisées. Ce qui est remarquable est que
la valeur de ¢()) est constante et égale & un entier quand A appartient & un pic et apres
saute brutalement a ’entier successif quand A passe au pic suivant. Ce résultat indique
que les vecteurs propres sont localisés autour des sites qui ont une connectivité anormale-
ment large ou petite. De plus, nous avons étudié les effets de taille finie sur p(\) et w*. La
densité d’états moyenne a convergé a sa valeur asymptotique pour N = 3200. Par contre
les oscillations de w* qu’on voit en fig. 4.2 sont dues & des effets de taille finie et leur
ampleur diminue quand N augmente (w* tend donc vers une courbe lisse). Pour chercher
d’interpréter ces oscillations nous avons mesuré la connectivité moyenne ¢'(\) des voisins
du site central d’un vecteur propre. Nous avons trouvé que les minima (les maxima) des
oscillations du w* correspondent & quand les voisins ont une fluctuation de la connectivité
du méme type (du type opposé) que le site central. Par exemple, concernant le bord de
droite, qui correspondent a des connectivité du site centrale plus faibles que la moyenne,
les maxima (les minima) correspondent a quand les voisins du site central ont une connec-
tivité plus grande (petite) que la moyenne. Donc une fluctuation de la connectivité des
voisins du méme type que celle du site central fait diminuer et non augmenter w* comment
I’on pourrait penser naivement. Nous interprétons alors cet effet comme si a N fini il y
avait dans la partie localisée des vecteurs propres étendus, qui disparaissent dans la limite
thermodynamique et qui donnent une contribution a w, tendant vers zéro avec N. Dans ce
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F1G. 4.3 — Arbre de Cayley caractérisé par un site centrale qui a une connectivité ¢ = 8 et
tel que tous les autres sites ont une connectivité oo + 1 = 3.

cas une fluctuation de la connectivité des voisins opposée a la fluctuation de la connectivité
du site central aide a écranter le défaut géométrique du a la connectivité anormalement
large ou petite du site centrale et donc favorise les états étendus.

4.2.2 Lien entre localisation et défauts géométriques : un argu-
ment simple

L’analyse numérique présentée dans la section précédente a suggéré I'existence d’un lien

entre la localisation et les défauts géométriques; plus précisément nous avons trouvé que
les vecteur propres localisés sont centrés autour des sites qui ont une connectivité anorma-
lement large ou petite.
Ce lien entre fluctuations de la connectivité et localisation peut étre compris qualitati-
vement grace a un argument simple. Le graphe aléatoire est localement équivalent a un
arbre, par conséquent afin d’étudier le réle joué par les fluctuations de la connectivité lo-
cale nous considérons un arbre tel que le site central a ¢ voisins et tous les autres sites ont
a + 1 voisins. En fig. 4.3 nous avons dessiné le cas correspondant & o = 2 et ¢ = 8. Dans
la suite nous chercherons quelle est la condition sur ¢ pour qu’un état localisé avec une
symétrie sphérique existe. On notera la fonction d’onde de cet état ¢,, oit n est I'indice de
la profondeur dans ’arbre. Les équations aux valeurs propres sont :

c(go — d1) = Aady (4.8)
a(¢n - ¢n—|—1) + (¢n - (/bnfl) = Aa¢n pour n Z 1 4 9

De plus, la condition que I’état considéré soit localisé impose que |¢,| < 1/a™? pour

n >> 1 (puisque le nombre des voisins croit comme a™). (4.9) est une équation homogene
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linéaire aux différences finies; par conséquent sa solution générale est de la forme :
¢n = Az + Bz " (4.10)

ou x4 sont les deux solutions de I’équation :
1
al—=)+(1—-2)= Xl (4.11)
x

On peut montrer facilement que, suivant la valeur de A, les deux solutions de (4.11) ou
sont complexes avec un module égale & /o ou sont réelles I'une plus grande et 1'autre
plus petite (en module) que /a. Par conséquent, s’il y a une solution localisée, elle est de
la forme ¢, = Cx™", ol x est la solution réelle de (4.11) qui est plus grande de /a. En
imposant que ¢, = Cz~" doit étre aussi solution de ’équation (4.8) on trouve que :

Cc

T =
c— al

Remplagant cette expression en (4.11) on obtient une équation sur A qui est vérifiée seule-

ment si A = 0 ou si
1
al=c (1 - ) (4.12)

o —C

La solution A = 0 correspond a une solution non normalisable (x = 1), tandis que la solution
de (4.12) correspond a une solution normalisable et localisée seulement si |a — ¢| > /a,
c’est a dire seulement si fluctuation de la connectivité du site central est assez grande.
Dans un réseau aléatoire il y a une fraction finie de sites qui ont une connectivité assez
grande ou assez petite, par conséquent, suivant le raisonnement précédent, il y a un vecteur
propre localisé autour de chacun des défauts et ceci donne lieu a des pics de Dirac dans
la densité d’états moyenne. Qualitativement on retrouve donc les résultats des simulations
numériques, méme si 'image qu’on a obtenue est assez simpliste. En fait pour obtenir
une image plus compléte et des bons résultats quantitatives (par exemple, les valeurs
de A = 0.6 et A\, = 1.5 obtenues avec cette approximation sont assez différentes des
valeurs numériques), il faudrait considérer non seulement la fluctuation de la connectivité
du site central, mais aussi des voisins et des voisins des voisins, etc. . Cette procédure se
complique beaucoup en augmentant le nombre de sites qui peuvent avoir une fluctuation
et en plus n’est pas facilement généralisable a des cas plus compliqués. L’approche que
nous introduirons dans la section suivante se révélera étre beaucoup plus performante. Par
conséquent nous avons juste généralisé la procédure précédente au cas ou le site central a
une connectivité ¢, ses voisins une connectivité ¢’ et tous les autres sites une connectivité
a+ 1. Nous avons trouvé que les états localises diis a une connectivité du site central petite
(grande) peuvent disparaitre si la connectivité des voisins est grande (petite). Comme dans
les simulations numériques nous avons donc obtenu qu’un défaut géométrique sur un site
peut étre écranté par une fluctuation opposée de la connectivité des voisins.
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4.2.3 Théorie du milieu effectif et approximation a un défauts

Dans la section précédente nous avons obtenu grace a un argument heuristique une
explication du lien, trouvé dans les simulations numériques, entre les défauts géométriques
et la localisation. Néanmoins, pour obtenir des bons résultats quantitatives et surtout pour
développer une méthode qui soit applicable a des cas plus compliqués il faut utiliser une
approche différente, qui consiste & écrire la résolvente G(\ + ie) de W :

G(A+ie) =Tr ((A+ie)11 - W)

comme la trace multiplié par (—i) du propagateur d’une théorie des champs gaussiens
discrets, qui est caractérisée par une action :

N .

. N
§= 5 +iag =2 > Wisdis; (4.13)

i=1 i,j=1

Cette théorie des champs est bien définie tant que € est positif. Puisque la densité d’états
peut étre obtenue a partir du résolvent :

1
q(N\) = ~ N 11_1)% ImG(X + ie€) (4.14)
Toutes les propriétés spectrales comme la densité d’états moyenne ou les fonctions de
corrélation entre valeurs propres ¢(A1)g(As)---g(Ay) (ou = indique la moyenne sur le
désordre, c’est & dire sur les éléments de matrice W; ;) peuvent étre obtenues comme la
moyenne sur le désordre du produit d’un certain nombre de résolventes évaluées en A
différents, donc comme des fonctions des corrélations entre différents champs ¢; moyennées
sur le désordre. Par exemple la densité d’états moyenne est égale a :

N

p(N) =q(\) = % > “Re(¢?) (4.15)

i=1

ol maintenant (-) indique la moyenne par rapport a la théorie gaussienne.

Pour calculer les fonctions de corrélations moyennées par rapport au désordre nous utili-
serons la méthode des répliques . Dans la suite on s’intéressera surtout au calcul de la
densité d’états moyenne. Suivant la méme procédure utilisée dans le chapitre 2 pour les
systemes de spins a connectivité finie, mais maintenant appliquée a des champs continus,
on trouve que le parametre d’ordre de la théorie répliquée est :

pd) = 3 D06~ 3) (4.16

! Une autre méthode, qui dans ce cas est équivalente & I’approche des répliques, est celle supersymétrique
[109, 110].
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ou q_ﬁ; sont les champs & n composantes qui interviennent quand on réplique la théorie définie
en (4.13). Le parametre d’ordre rend stationnaire la fonctionnelle densité “d’énergie libre” :

sl = [ an@ B(A i —Inp(d) + 1]
+ 5 / dgdy (e @971 1) p(G)p(a]) (417)

sous la condition de normalisation [ d&p(qg) = 1. En fait, puisque I’on sait que la symétrie
O(n) de la théorie répliquée, n’est pas brisée quand on calcule la densité d’états [111], on
peut restreindre le probleme variationnelle (4.17) aux fonctions invariantes par rotation
dans ’espace des répliques, c’est a dire aux fonctions qui dépendent seulement du module
de ¢. On peut remarquer la similarité entre (4.17) et (2.9). Une fois qu’on connait le

parametre d’ordre p(¢), la densité d’états moyenne se calcule facilement grace a I'identité
suivante :

= =

p(A) = lim L Re / dép()d? (4.18)

n—0n

Malheureusement, 1’équation [106] sur le parametre d’ordre qu’on obtient en imposant
que p(¢) doit étre un point de stationnarité de (4.17) n’est pas soluble analytiquement. 11
y a donc deux approches envisageables : ou bien chercher de résoudre numériquement
Péquation de stationnarité de (4.17) ou sinon développer un schéma d’approximation
qui permet d’obtenir des solutions approchées. La premiere approche, qui a été suivie
récemment en [112], est possible seulement pour des distributions des éléments de matrice
particulierement simples. En effet, déja si 'on considere un probleme vectoriel a la place
d’un probleme scalaire il faut résoudre une équation fonctionnelle non linéaire sur une fonc-
tion a plusieurs variables ; d’autre part si I’on veut trouver un résultat numérique exact il est
suffisant, comme on I'a fait dans la section précédente, de calculer les propriétés spectrales
en diagonalisant exactement , pour N assez grand, la matrice W. La deuxieme approche,
que nous avons développée et qui sera exposée dans la suite, a comme inconvénient de ne
pas donner acces a la solution exacte déja dans un cas relativement simple comme celui
que nous sommes en train de considérer. D’un autre coté, elle permet de trouver des bons
résultats qualitatifs et quantitatifs et en plus est facilement généralisable et implémentable
dans des cas plus compliqués.

Notre démarche consiste a introduire graduellement des fluctuations de plus en plus grandes
de la connectivité locale. Puisque les champs ¢; sont des variables aléatoires gaussiennes
pour une configuration donnée du désordre, on peut montrer facilement que :

1 N . i §2
p(¢) = N;CZ exp (2[(/\+ie)1 _W]ii1> : (4.19)

ol les constantes C; deviennent égales a un dans la limite n — 0. Dans la phase étendue
on s’attend & ce que [(A+ie)1 — W];;! soit & peu prés indépendant de i, tandis que dans la
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F1G. 4.4 — Densité d’états moyenne numérique (courbe pleine) en fonction de A comparée

aux résultats de approximation EMA (ligne en pointillé) et de I’approximation SDA (ligne

avec des traits). Il faut remarquer que ’approximation SDA prédit aussi I’existence de pics

de Dirac. Les centres, les poids, et les connectivités correspondantes aux pics prédits par

la SDA sont comparés avec ceux des pics de la densité d’états numérique dans la table 4.1.

phase localisée cette quantité devrait fluctuer beaucoup de site a site. Par conséquent, pour
étudier la phase étendue nous avons considéré (4.17) comme un probléme variationnel et
nous avons injecté dans (4.17) un Ansatz gaussien pour p(¢). Ceci nous a mené a une simple
équation non linéaire sur la variance de la gaussienne, qui contienne A comme parametre
et qu’il faut résoudre pour chaque valeur de \. Cette approximation a été appelée milieu
effectif (EMA) parce que elle revient a négliger les fluctuations de [(\ + ie)1 — W];;! de
site & site. La densité d’états moyenne obtenue par EMA est tracée (ligne en pointillé)
en fig. 4.4. On trouve un assez bon accord dans le régime étendu, par exemple les valeurs
de A\_ ~ 0.468 et Ay =~ 1.732 sont assez proches des valeurs numériques. Par contre
I’approximation EMA est trés mauvaise dans le régime localisé : tout simplement 'EMA
prédit une densité d’états nulle dans le régime localisé. Ce comportement peut étre compris
en remarquant que remplacer le réseau aléatoire par un milieu effectif peut étre correct dans
le régime étendu, mais certainement pas dans le régime localisé, étant donné qu’on a trouvé
que la localisation est induite par des fluctuations de la géométrie locale.

Pour aller au-dela d’EMA, il est judicieux d’interpréter I’équation de stationnarité de (4.17)
comme une équation auto-cohérente (en effet elle peut étre obtenue par la méthode de
cavité, comme ’équation (3.5) analysée au chapitre précédent) :

—a.k k

o) =nei® Y| [ adpiye 1 e (4.20)

k!
k=0

ol h est une constante qui tend vers un quand le nombre de répliques tend vers zéro.
Cette équation traduit le fait que un certain site ¢ peut avoir k voisins avec une probabilité



Désordre géométrique et localisation 7

L ¢ [ 3[4 ][5 [6 [ 7 ]87]9]10]
MYUM 0,138 | 0.185 ] 0.230 | 0.275 ] 0.320 | 0.360 | 0.402 | 0.440
MDA 0,140 | 0.186 | 0.231 | 0.276 | 0.319 | 0.361 | 0.400 | 0.435

pVUM % 107 10.025 | 0.096 | 0.566 | 1.607 | 4.70 | 10.75 | 25.14 | < 50
pSDA 107 [ 0.027 | 0.134 | 0.532 | 1.747 | 4.88 | 11.76 | 24.54 | 42.85

TAB. 4.1 — Poids p des pics (i.e. fraction de valeurs propres appartenant & un pic) et
centres des pics obtenus par les simulations numériques (NUM) et I’approximation SDA
pour des petites valeurs de la connectivité c. Un accord similaire est obtenus pour des
grandes valeurs de la connectivité.

déterminée par la loi de Poisson. Sur chacun des voisins il y a un champ @Z, qui est une
variable aléatoire distribuée avec la loi p(@Z), et qui produit par 'intermédiaire de 'inter-
action exp(—i(¢ —1/)2/2a) une distribution p;(¢) sur le site 7. En exigeant que la distribu-
tion des voisins et du site 7 soit la méme, on retrouve I’équation (4.20). Pour obtenir des
meilleurs résultats et surtout pour capturer les effets dus a la localisation géométrique, nous
avons itéré une fois I’équation (4.20) en prenant la distribution EMA comme condition ini-
tiale. Cette procédure est celle qu’on suivrait naturellement pour résoudre numériquement
P’équation (4.20) et en plus permet d’introduire l'effet de la fluctuation de la connectivité.
La distribution ainsi obtenue peut étre interprétée comme la p(q_S') d’un site, dont la connec-
tivité fluctue, et qui a des voisins appartenant au milieu effectif. Pour cette raison cette
approximation a été appelée a un défaut (SDA). La densité d’états moyenne prédite par
SDA est composée de deux parties. Dans la phase étendue on trouve une courbe lisse qui est
tracée en fig. 4.4 (courbe avec des traits) et qui correspond & une approximation meilleure
que celle obtenue par EMA, tandis que dans le régime localisé on obtient des pics de Dirac.
Chaque pic correspond a un terme de la série (4.20). Ceci permet donc d’établir un lien
entre les pics et les fluctuations de la connectivité associée. Par exemple on interprete le pic
correspondant au terme k£ = 1 comme du aux vecteurs propres localisés, ayant un site cen-
tral avec un seul voisin. Nous avons trouvé, comme dans les simulations numériques, qu’il
n’y a pas de pic qui correspond a une connectivité comprise entre 10 et 32. Dans la table
4.1 les centres, les poids et les connectivités correspondants aux pics prédits par la SDA
sont comparés a ceux obtenus numériquement. L’accorde entre les simulations numériques
et 'approximation SDA est bon dans le régime étendu et aussi dans celui localisé.
Finalement, nous avons vérifié qu’on peut retrouver, dans le cadre de "approximation SDA,
que les pics de la densité d’états correspondent & des vecteurs propres localisés en calculant
lim,_,ole G(A+ ie)G(A\ — i€)] [113] : cette quantité est non nulle seulement dans la phase
localisée 2.

2Pour calculer cette quantité nous avons appliqué ’approximation SDA & une théorie avec deux groupes
de champs répliqués : le premier groupe correspond au propagateur G(\ + i€) et le deuxieme a G(A — ie).
Il faut souligner que dans ce cas considérer que la symétrie des répliques ne soit pas brisée a l'intérieur
d’un groupe est seulement une approximation [111].
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4.2.4 Un approche générale : théorie des liquides a d + n dimen-
sions

Nous avons introduit le modele (4.1,4.2) comme une prise en compte simplifiée des si-
tuations physiques tels que les modes normaux de vibration d’un matériau amorphe ou la
diffusion sur un réseau aléatoire.

Cependant, comme nous avons déja souligné dans la section 2.1.4, on peut considérer la
densité d’énergie libre (4.17) comme le premier terme d’un développement en cumulants,
qui fait intervenir les corrélations entre éléments de matrice Wj; de fagon progressive.
Le premier terme correspond a considérer les Wj; comme des variables indépendantes et

=

donne lieu & un terme quadratique en p(¢), cf. (4.17). Les termes suivants font intervenir
la loi de probabilité jointe de Wy, (le k-éme terme fait intervenir les corrélation entre k
éléments des matrices) et donne lieu & des termes d’ordre supérieur en p(¢).

Dans la suite nous montrons que pour les modes normaux de vibrations d’un liquide, ce
développement correspond a un développement du viriel pour un liquide a d + n dimen-
sions, ou d est la dimension de ’espace et n le nombre des répliques. Ce lien permet donc
d’appliquer toutes les techniques et le savoir faire de la théorie des liquides a I’analyse des
modes instantanés de vibrations des liquides.

Un liquide est formé de N particules qui sont dans des positions x; et qui interagissent avec
une énergie potentielle V (x; —x;). Pour une configuration microscopique donnée les modes
instantanés de vibrations sont les vecteurs propres du hessien Wy, = 0%V (x), — x;) /0%, 0%
(k # 1), qui vérifie la condition (4.1). Dans ce cas la moyenne sur le désordre consiste a
sommer avec le poids de Boltzmann sur toutes les configurations possibles des particules.
Par conséquent la moyenne de la fonction de partition répliquée, a partir de laquelle on
peut obtenir les propriétés spectrales, s’écrit comme :

7= / (H dakdxkeé(A+ie)$%>
k

ou par simplicité de notation nous n’avons pas explicité la somme sur les d? indices internes
de W. Cette expression peut étre interprétée comme la fonction de partition pour un liquide
de N particules, qui ont une position généralisée r; = (x;, qg;) et qui interagissent a travers
“I'énergie potentielle” : V(x; — x,,) — lem(gB} — me)?/ﬁ. Appliquant a ce liquide a d + n
dimensions le développement diagrammatique du viriel [114] (il faut donc se placer dans
I’ensemble grand-canonique, on appellera y la fugacité du vrai liquide) on déduit que la

-,

densité généralisée p(x, @) rend stationnaire :

InE[p] = /drp(r) nz*(r) —Inp(r)+ 1]+ S, (4.22)

H exp (—5V(xl — Xp) + %‘/Vlm((gl — Q_;m)Q) (4.21)

<l;m>

ou z*(r) = ye%‘52 et S est la somme de tous les diagrammes, qui ne peuvent pas étre
décomposés en effacant un vertex [114], composés par des liens de Mayer

b(ri, Tj) = exp <—5V(Xi —x;) + %Wij(@' - 5;‘)2) -1
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et des vertex p(x, ).

Si on retient parmi les diagrammes de S seulement le premier, c’est-a-dire celui avec un
seul lien, on retrouve le modele sur le graphe aléatoire (4.1,4.2), qui correspond donc & un
systeme physique pour lequel I’approximation de considérer seulement le premier coefficient
du viriel est exacte.

4.3 Discussion et conclusion

En résumé, nous avons étudié le modele de matrices aléatoires (4.1,4.2,4.7), qui procure
I’exemple le plus simple pour analyser le lien entre le désordre géométrique et la localisa-
tion. En effet, en choisissant la loi de distribution (4.7) le désordre est seulement du au fait
que la structure sous-jacente, le graphe aléatoire, est géometriquement désordonnée. Nous
avons trouvé grace a une analyse numérique et analytique, que la localisation est due a
des fluctuations de la connectivité locale : le régime étendu est bien décrit en faisant une
approximation de milieu effectif, tandis que la localisation est reliée a des défauts de la
géométrie locale du réseau.

Dans ce chapitre, pour analyser les effets diis seulement au désordre géométrique, nous nous
sommes concentré sur la loi (4.7). Nous avons aussi étudié des cas plus généraux : nous
avons considéré une loi (4.2) gaussienne ou lorentzienne pour les éléments de matrice et
aussi un probleme vectoriel a la place d’un probléme scalaire. Le principal changement est
que dans ces cas il y a deux types de désordre dans le systéeme : un purement géométrique
et 'autre du a la fluctuation de la valeur des liens. A cause de ce dernier les centres des
pics qu’on voit sur la densité d’états en figure 4.2 fluctuent ; ceci entraine que la densité
d’états devient une fonction lisse aussi dans le régime localisé.

De plus, nous avons montré que le modele étudié dans ce chapitre peut étre obtenu comme
une approximation au premier ordre d’un systeme de dimension finie. En particulier, quand
on s’intéresse aux modes instantanés de vibration d’un liquide, I’étude du probléme de ma-
trice aléatoire résultant correspond a l’analyse d’un liquide a d + n dimensions, ou d est
la dimension de I’espace et n est le nombre des répliques. Dans ce contexte, le modele que
nous avons étudié peut étre vu comme un systéme pour lequel I’approximation consistant
a garder seulement le premier coefficient du viriel est exacte.

Nous soulignons qu’il serait tres intéressant d’arriver a établir un lien plus précis entre lo-
calisation et désordre géométrique, qui permettrait de remonter aux propriétés statistiques
de la micro-structure d’un matériau a partir de I’analyse de la propagation des ondes dans
le méme matériau. En généralisant de cette facon aux matériaux désordonnés ce qu’on fait
pour les cristaux en analysant les pics de Bragg.

Enfin, nous remarquons que les modeles a connectivité finie, méme s’ils sont des systemes de
champ moyen, ne sont pas exactement solubles a cause de les grandes difficultés techniques
qui interviennent dans leur analyse. Il est important de souligner que cette augmentation
de difficulté technique (par rapport a leur correspondants complétement connectés) est en
général accompagnée d’une majeur richesse physique. L’utilisation d'une approche varia-
tionnelle combinée avec I’approximation SDA, qui permet de tenir compte des fluctuations
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de la géométrie locale, se révele étre tres utile pour analyser ces systémes, comme nous
avons montré a plusieurs reprises : dans le chapitre 2, dans ’analyse de la K-SAT, et dans
I’étude, que nous avons présenté dans ce chapitre, de la diffusion sur un graphe aléatoire.



Chapitre 5

La phase vitreuse et les verres de
spins discontinus : analyse de la
relation entre structures inhérentes
et états purs

5.1 Introduction

5.1.1 La transition vitreuse

Si I'on refroidit un liquide suffisamment vite, on peut éviter la cristallisation et ob-

tenir un liquide surfondu qui est dans une phase métastable par rapport au cristal. En
refroidissant ultérieurement, la viscosité et le temps de relaxation structurelle du liquide
augmentent tres rapidement jusqu’au point ou le liquide n’arrive plus a équilibrer sur
I’échelle de temps de 'expérience. Simultanément, la chaleur spécifique chute et le systéme
devient un matériau rigide amorphe qu’on appelle verre. La température T, correspondant
a la transition vitreuse dépend de 1’échelle de temps intervenant dans ’expérience, et en
particulier du taux de refroidissement.
En fig. 5.1 nous montrons la variation, en échelle logarithmique, de la viscosité en fonction
de 1/T [115] (des courbes similaires peuvent étre obtenues pour le temps de relaxation
structurelle). On voit nettement deux comportement différents : d’une part il y a des li-
quides comme GeQO, qui sont caractérisés par une variation presque linéaire en 1/7, ce
qui indique un comportement d’Arrhenius en fonction de la température (~ exp(E/T),
ou F s’appelle énergie d’activation). D’autre part, il y des liquides, comme par exemple
le glycerol, caractérisés par une variation plus rapide, appelée super-Arrhenius, qui est en
général décrite phénomenologiquement par la loi de Volger-Fulcher-Tammann (VFT) :

T
7 = T exp (DT_TO) (5.1)
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F1G. 5.1 — Viscosité en échelle logarithmique tracée en fonction de T,/T pour différents
liquides. Encadré : rapport entre la chaleur spécifique du liquide et celle du cristal en
fonctions de T//T,. Une chute nette de la chaleur spécifique a la transition correspond en
général a un comportement super-Arrhenius de la viscosité. Les liquides qui comportent
ces deux effets sont appelés fragiles et les autres forts.

ou ny, D et Ty < T, sont des parametres ajustables. Ces deux comportements différents
ont été utilisés par Angell [115] pour classifier les liquides surfondus en forts et fragiles
selon que D'allure de la viscosité est respectivement du type Arrhenius ou super-Arrhenius.
De plus, la différence entre ces deux types de liquides peut étre aussi remarquée dans la
chute de la chaleur spécifique qui est beaucoup plus marquée pour les liquides fragiles. Le
comportement, Arrhenius des liquides surfondus forts est bien expliqué en termes d’énergie
d’activation de processus élémentaires [116]; par contre, concernant les liquides surfon-
dus fragiles, le comportement super-Arrhenius, caractérisé par une énergie d’activation
qui croit avec la température, n’a pas encore recu une explication théorique satisfaisante.
Dans la suite nous nous intéresserons a ce dernier type de systemes, dont les verres de spins
généralisés ou discontinus semblent donner une image de champ moyen. De plus, nous nous
concentrerons sur les aspects qui plus montrent une analogie avec les verres des spins discon-
tinus. Par conséquent, il est important de souligner que différents aspects expérimentales,
phénomenologiques et théoriques ne seront pas mentionnés dans cette breve introduction
a la phase vitreuse.

La transition vitreuse est sans doute un phénomene dynamique (la température 7, dépend
de I’échelle de temps intervenant dans ’expérience et du taux de refroidissement). Cepen-
dant, certains aspects du comportement thermodynamique des liquides surfondus fragiles
peuvent étre interprétés comme des signes de l'existence d’une vraie transition thermo-
dynamique qu’on pourrait atteindre si I'on était capable d’aller a des échelles de temps
beaucoup plus grandes. En particulier les arguments utilisés en faveur d’une vraie transi-
tion thermodynamique sont : la divergence cachée dans la loi VF'T et la décroissance rapide
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de I'entropie du liquide par rapport a celle du cristal, due au fait que la chaleur spécifique
du liquide est nettement plus grande que celle du cristal. En fait, en extrapolant la courbe
de I'entropie du liquide, et en supposant que ’extrapolation correspond a la courbe qu’on
pourrait obtenir si I'on était capable d’équilibrer le liquide au dessous de Ty, on trouve qu’a
une certaine température T 1’entropie du liquide devient plus petite que celle du cristal
(“paradoxe” de Kauzmann) et ensuite, a une température plus faible, devient négative (en
violant le troisiéme principe de la thermodynamique). Une fagon de résoudre ce “paradoxe”
consiste a penser qu'une transition thermodynamique vers un état vitreux idéal survient
a une température ~ Tx. De plus, le fait que la température 7, dans la loi de VF'T est
souvent proche de Tk peut étre vu comme un argument supplémentaire en faveur de la
transition thermodynamique, qui, par ailleurs, serait inhabituelle étant du deuxieme ordre
d’un point de vue thermodynamique (avec une discontinuité de la chaleur spécifique et
pas de chaleur latente), mais caractérisée par un saut discontinu du parametre d’ordre (la
modulation de la densité microscopique du verre n’apparait pas graduellement a partir du
profil plat caractéristique du liquide), comme les transition du premier ordre.

Cette transition est expliquée en général en terme d’une crise d’entropie [115] : on ima-
gine I'espace des configurations accessibles comme un ensemble de “bassins” et on décrit
la dynamique d’équilibre du liquide surfondu en terme de deux processus différents : le
mouvement a l'intérieur d’un bassin et le saut entre bassins. Plus la température est faible
plus le nombre de bassins accessibles diminue et la transition vitreuse survient quand il
n’y a plus de bassins accessibles. Si I’on divise ’entropie du liquide en deux termes : I’en-
tropie a l'intérieur d’un bassins et I’entropie due au nombre de bassins, appelée entropie
configurationnelle, la transition thermodynamique correspond, dans ce scénario, au point
ou l'entropie configurationnelle s’annule (pour cette raison on dit que la transition est due
a une crise d’entropie).

La transition vitreuse en tant que phénomene dynamique a été étudiée d’un point de
vue théorique grace a la théorie du couplage des modes (MCT) [117]. Dans ce cadre
mathématique on écrit des équations auto-cohérentes approchées sur les fonctions de cor-
rélations des fluctuations de la densité. L’analyse de ces équations prédit qu'une particule
tend a rester piégée pour un certain temps dans une cage, formée a cause de l'interac-
tion avec les particules voisines. De plus, en accord avec les expériences, les solutions des
équations MCT sont caractérisées par deux échelles de temps séparées : une courte, 73, qui
correspond au mouvement a 'intérieur de la cage et ’autre plus longue, 7,, qui correspond
au temps nécessaire pour en sortir. En diminuant la température, 7, augmente et quand la
température atteint une certaine valeur T/cr, la particule reste piégée dans sa cage pour
toujours. Le point faible de la théorie du couplage des modes est que la température de
transition Ty cr est beaucoup plus grande que 7T, ou Tk. Ce résultat pourrait s’expliquer
par le fait que les termes négligés pour écrire les équations MCT représentent physique-
ment des “processus activés” permettant de restaurer I’ergodicité et deviennent importants
au dessous de Tycr. La transition prédite par la théorie MCT correspondrait donc & un
cross-over vers un régime de température dans lequel la relaxation structurelle advient
seulement grace aux “processus activés”. Malheureusement, jusqu’'a maintenant, aucun
formalisme théorique capable de tenir compte de ces processus n’a pas été développé.
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En autre, nous soulignons que les simulations numériques, notamment les simulations de
dynamique moléculaire, [118] confirment le scénario précédent. A des températures plus
grandes que Thycor, le systeme est libre de diffuser dans ’espace des configurations; par
contre pour 1" < Tyor le comportement dynamique change : le systéme reste la majorité
du temps dans un bassin, une structure inhérente (voire section suivante), et de temps en
temps saut d’un bassin a un autre (processus activé). Cependant, puisque les simulations
sont effectuées sur un nombre de particules et sur une échelle de temps de I’ordre respecti-
vement de 10% — 10* et 10785, il n’est pas clair que les résultats obtenus restent pertinents
sur les échelles de temps et de volume caractéristiques de la transition vitreuse [115, 119].

5.1.2 Analogie avec les verres de spins généralisés

Les systéemes désordonnés en champ moyen caractérisés par une brisure de la symétrie
des répliques peuvent étre divisés en deux grandes classes : ceux exhibant une brisure
complete (verres de spins continus) qui sont censés donner une description de champ moyen
des verres de spins réels [2], et ceux caractérisés par une brisure a un pas (verres de spins
discontinus ou généralisés) qui montrent beaucoup d’analogies avec les verres structuraux
(83, 84, 85]. L’exemple le plus simple appartenant a cette deuxiéme classe est le modele a
énergie aléatoire de Derrida [120], mais beaucoup d’autres systemes de ce type, en général
caractérisés par une interaction & plusieurs spins, ont été inventés [121, 82]. Un modele,
dont la simplicité permet des études analytiques approfondies, est le modele a p-spins
sphériques [82, 26, 27]. Le hamiltonien de ce systéme est égal a :

H=—= Y Jiyiiy- 8,  fi,.0ip=1..,N (5.2)

i1<...<ip

ot les couplages J;,.... ;, sont des variables indépendantes gaussiennes de variance p!/(2N?~")
et moyenne nulle, et les s; sont des spins continus qui vérifient la contrainte sphérique glo-
bale Y. s? = N. Les analogies avec les verres fragiles se manifestent clairement en terme de
paysage d’énergie libre. Ce paysage a une forme tres irréguliere a basse température avec
beaucoup de minima qui sont interprétés comme des états purs [2]. A haute température
seule le minimum paramagnétique est pertinent. Dans un régime de température intermé-
diaire T; < T < Ty (T et T, sont respectivement les températures de transition statique
et dynamique), le systéme semble étre, d’un point de vue thermodynamique, encore dans
Pétat paramagnétique ; mais en réalité une analyse dynamique [122] a montré que ’état pa-
ramagnétique n’existe plus ou plutét est fracturé en un nombre exponentiel d’états vitreux.
L’entropie globale du systeme est donc formée de deux parties : 'entropie a I'intérieur d’un
état et Ientropie, appelée complexité, due a 'existence d’'un nombre exponentiel d’états.
En diminuant la température, la complexité décroit et la transition thermodynamique sur-
vient quand la complexité s’annule. A cause de la “crise entropique” la chaleur spécifique
chute a T;, comme dans le cas de la transition vitreuse. Le comportement thermodyna-
mique de ces systémes montre donc des analogies tres fortes avec celui des verres fragiles;
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en effet il est tentant de remplacer bassin par état pur et entropie configurationnelle avec
complexité pour obtenir presque la méme description de la transition thermodynamique.
En particulier, dans cette analogie, I’état paramagnétique correspond au liquide, et le fait
que I’état paramagnétique est fracturé en un nombre exponentiel d’états correspond a 'in-
terprétation de la dynamique d’équilibre du liquide surfondu en termes de mouvements a
I’intérieur des bassins et de sauts entre bassins. De plus la transition thermodynamique
des verres de spins discontinus exhibe les caractéristiques “étranges” que devrait avoir la
transition vitreuse : elle est du deuxiéme ordre d’un point de vue thermodynamique (avec
une chute de la chaleur spécifique a Ty, sans chaleur latente), mais elle est accompagnée
d’une discontinuité du parametre d’Edwards et Anderson, comme les transitions du pre-
mier ordre.

Les analogies continuent a étre présentes, et peut étre sont encore plus frappantes, en ce
qui concerne le comportement dynamique [11], qui est étudié en analysant la dynamique
de relaxation de Langevin sur des échelles de temps ¢ << N. Puisque le systeme est de
champ moyen, on peut écrire deux équations fermées sur la fonction de corrélation C(t,t)
et de réponse R(t,t') :

RS RERIE VT

=1 =1

ou (-) indique la moyenne sur le bruit thermique et h;(t) le champ magnétique couplé au
spin . L’analyse des équations en C(¢,t') et R(¢,t') a montré [11] qu’il existe deux régimes
différents. A haute température (T > Ty) le systéme est caractérisé, indépendamment
des conditions initiales par une dynamique d’équilibre : & grands temps les fonctions de
corrélation et de réponse deviennent invariant par rapport aux translations dans le temps
et le théoreme de fluctuation-dissipation (FDT) est vérifié. De plus, I’équation vérifiée par
la fonction de corrélation, dans ce régime asymptotique, coincide avec la version simple de
I’équation de la théorie de couplage des modes [83, 123]. Par conséquent le comportement de
la fonction de corrélation est le méme que celui décrit dans le paragraphe précédent[124] :
une relaxation rapide vers une valeur de la corrélation non nulle (effet de cage) suivie
d’une décorrélation compléte (sortie de la cage) sur un temps plus grand. En diminuant la
température, I’échelle de temps la plus grande croit et diverge a T,. Pour des températures
plus petites que Ty, le systéme n’arrive plus a équilibrer. Si ’on fait une trempe a partir
d’une température élevée vers une température 7" < T, et I'on analyse la fonction de
corrélation et de réponse pour t = t,, et t' = t,, + 7 comme fonction de 7 pour différentes
valeurs de t,, (t, >> 1), on trouve deux régimes [25]. Quand 7 << t,, le systéme semble
étre équilibré a I'intérieur d’un état : la fonction de corrélation relaxe vers le parametre
d’Edwards et Anderson des états ayants la plus grande énergie libre, appelés états de seuil,
et le théoreme de fluctuation-dissipation est vérifié. Par contre, pour des intervalles de
temps 7 ~ t, ! la corrélation évolue et relaxe vers zéro quand 7 >> t,,, voir fig. 5.2 [11].
Par conséquent le systéeme évolue plus lentement plus le temps augmente. On dit alors que

IPlus généralement on peut avoir aussi 7 ~ Ty, ol Ty, est une fonction croissante de t,,.
7
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Fic. 5.2 — Allure typique de la fonction de corrélation, a basse température, pour des
verres de spins discontinus, comme fonction de 7 (en échelle logarithmique) tracée pour
différentes valeurs de t,,. Quand 7 ~ O(1) il y a une premiers relaxation vers un plateau,
qui correspond au valeur du parametre d’Edwards et Anderson des états de seuil. Quand
T ~ Ty (o T, est une fonction croissante de t,, qui dépendent du modele) il y a une
deuxieme relaxation vers zéro. Dans ce régime on dit que le systeme vieillit.

le systeme vieillit. Dans ce régime, 'invariance par rapport aux translations dans le temps
et le théoreme fluctuation-dissipation sont “violés”. C’est plutot une généralisation de ce
théoréme qui est vérifiée par la dynamique [25] :

%aﬂC(t, #)=R(t,t) t>t (5.4)

ou z est le parametre de violation de FDT (T'/x peut étre interprétée comme une tempéra-
ture effective [125]). Récemment, des simulations de dynamique moléculaire [126, 127, 128|
ont montré que la dynamique d’un liquide surfondu consécutive a une trempe au dessous
de Th;cr montre le méme comportement dynamique : du vieillissement et, résultat plus
spectaculaire, une généralisation de FDT du type décrit en (5.4).

Par ailleurs, il est intéressant de remarquer que le comportement dynamique a basse
température est déterminé par les états de seuil, qui sont les états avec 1’énergie libre
la plus grande, tandis que le comportement thermodynamique est dominé par des états
ayant une énergie libre plus basse. En particulier la densité d’énergie dynamique asymp-
totique est toujours plus grande que celle d’équilibre pour 7" < Ty. Cet effet, qui n’est
pas attendu pour un systeme réel, est probablement di au fait que des barriéres, qui sont
finies en dimension finie, divergent avec /N en champ moyen. On pense alors que pour un
systeme réel cet effet ne sera pas présent a cause de “processus activés”, qui vont restaurer
Pergodicité (comme pour la théorie MCT).

Enfin, récemment, un verre de spins discontinu a été analyse par des simulations afin de
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mieux comprendre les effets de taille finie [129]. Puisque le nombre de spins est fini on
a acces au régime de temps dans lequel les processus activés deviennent pertinentes. Les
résultats obtenus sont tout a fait similaires a ceux trouvés par les simulations de dynamique
moléculaire sur des verres fragiles.

Pour aider le lecteur j’ai écrit ci-dessous une table de correspondance entre verres de spins
discontinus et verres fragiles.

Table des analogies

Verre fragile Verre de spins discontinu
liquide état paramagnétique

structure inhérente état pur

états vitreux idéaux états purs avec ’énergie libre la

plus petite

entropie configurationnelle s, complexité o
T.:s.=0 Ts:0=0
Tyer Ty

processus activés (sauts entre | processus activés (sauts entre

bassins) états)

5.2 La phase vitreuse et I’image a plusieurs bassins

Dans cette section on introduira le concept de structure inhérente (IS) et d’état TAP
ou d’état pur (PS)2. Dans ce contexte nous montrerons plus en détails la description de la
transition vitreuse en terme de crise d’entropie et la réalisation microscopique de cette idée
par les verres de spins discontinus. Nous terminerons en rappelant brievement les travaux
récents qui ont été effectués pour aller au-dela de cette simple analogie.

5.2.1 Les structures inhérentes et ’entropie configurationnelle

Un concept, qui s’est révélé étre utile pour interpréter les résultats des simulations
numériques, est celui de structures inhérentes. Dans la suite nous rappellerons comment
on définit 'entropie configurationelle a partir de la notion de structure inhérente et quel

2En effet pour les systémes de champ moyen les minima de 1’énergie libre sont interprétés comme des
états purs.
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est le mécanisme mathématique qui induit la transition (thermodynamique) vitreuse.
L’idée principale, introduite par Stillinger et Weber [130], est de considérer tous les minima
de I’énergie potentielle et de décomposer ’espace des configurations en bassins obtenus par
descente de gradient. A chaque minimum « correspond donc un bassin €2,, appelé structure
inhérente (en général on appelle énergie de la structure inhérente ’énergie du minimum
correspondant). On peut ensuite décomposer la fonction de partition en une somme de
fonctions de partitions restreintes aux bassins ® :

7 = ZeﬁE"‘/Q dry - --drye PEEa) (5.5)

ou E, est la valeur de I’énergie dans le minimum «. Puisque le nombre de bassins est
exponentiellement grand en N, on peut réécrire (5.5) comme :

2 = [ deN(e)exp (~Ne — BN (5,0)
- / deexp N (s.(e) — fe — B (5, e)) (5.6)

o N (e) est le nombre de structures inhérentes avec densité d’énergie e, s.(e) est le loga-
rithme de ce nombre divisé par N et e #V/(6) est la moyenne de Iintégrale en (5.5) sur
les structures inhérentes avec densité d’énergie e. f(/3,€) est interprétée comme ’énergie
libre & l'intérieur d’une structure inhérente et s.(e) est appelé entropie configurationnelle.
L’entropie du systeéme est donc la somme de s.(e) et de Uentropie a I'intérieur des structure
inhérentes.

L’intégrale (5.6) peut étre calculée par la méthode du col. L’énergie e qui correspond a la
contribution dominante correspond a ’énergie pour laquelle la pente de —fe — Bf(53,¢€)
est égale a celle de s.(e) (qui est supposée étre une fonction convexe de e), voir fig. (5.3).
En faisant I'hypotheése que f(53,e) dépend faiblement de e au moins pres de la transi-
tion vitreuse, ce qui semble étre confirmé par les simulations de dynamique moléculaire
[131], on trouve que la pente de —fe — Sf(B,e) croit lorsque T diminue. Par conséquent
la densité d’énergie e*, correspondante a la contribution dominante dans (5.6), et ’entro-
pie configurationnelle s.(e*) diminuent avec la température. Dans ce scénario, la transition
thermodynamique survient quand e* atteint son valeur minimum et I’entropie configuratio-
nelle s’annule (crise d’entropie). A ce moment la contribution donnée par s.(e) a I’entropie
totale disparait et ceci provoque une chute de la chaleur spécifique.

Le formalisme des structures inhérentes est surtout utilisé pour interpréter les simula-
tions numériques de dynamique moléculaire [118]. En particulier les simulations prédisent
que pour T" > Tyor le systeme a une énergie suffisante pour se déplacer d’une structure
inhérente a I'autre (I’énergie thermique étant bien plus grande que les barriéres entre struc-
tures inhérentes). Par contre, pour T < Ty cr le systéme reste pour la majorité du temps

3Stillinger et Weber proposerent, en réalité, d’écrire une fonction de partition restreinte seulement aux
configurations, qui ne contiennent pas une fraction finie de germes cristallines. Nous négligerons ce détail
technique qui n’affecte pas ce qui suit.
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S(e)
a(f)
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Fi1c. 5.3 — Allure qualitative de ’entropie et de la complexité en fonction respectivement
de I’énergie des structures inhérentes et de 1’énergie libre des états TAP. La transition,
dans le scénario des structures inhérentes et dans les verres de spins discontinus, est due
a ’annulation respectivement de I’entropie configurationnelle et de la complexité. La com-
plexité devient —oo pour f > feeui (il n’y a plus d’états). Par contre, pour Ientropie
configurationnelle, on ne s’attend pas a un comportement a seuil de ce type.

dans une structure inhérente et de temps en temps saute dans une structure inhérente voi-
sine. Dans ce contexte donc l'image physique qu’on avait exposée précédemment devient
plus précise. Méme si le scénario est assez tentant, il faut dire que 1’équivalence bassin-
structure inhérente semble donner une image de ’espace des configurations un peu trop
simpliste. Ceci est peut étre due au fait que les simulations correspondent & une régime
de temps trés courts (1078s), par conséquent cette équivalence est probablement valide
seulement sur des échelles de temps tres faibles.

5.2.2 Les états TAP et la complexité

Comme on a souligné dans les section précédentes les analogies entre la thermodyna-

mique des verres fragiles et des verres de spins discontinus est manifeste si I’on raisonne en
terme de paysage d’énergie libre. Il est donc important de préciser mieux ce concept.
Le paysage d’énergie libre intervient dans I’approche de Thouless, Anderson et Palmer
[132] (TAP), qui est une fagon alternative et complémentaire & la méthode des répliques de
résoudre la thermodynamique des systéemes désordonnés en champ moyen. En généralisant
ce qu’on fait pour le modele d’Ising completement connecté, on définit I’énergie libre TAP
(pour un modele de spins) de la facon suivante :

N
—BF(m;; B) = InTrexp (—ﬂH + ﬂZhi(si - mz)) (5.7)
i=1



90 La phase vitreuse et les verres de spins discontinus

ou Tr indique la somme sur tous les degrés de liberté du systeéme et les h; sont des champs
fixés de fagon a ce que (s;) = m;. L’énergie libre TAP est donc une fonction des aimanta-
tions locales et de la température, dépendant de I’échantillon (on n’a pas moyenné sur le
désordre), qui peut étre calculée explicitement pour les systémes en champ moyen. Cette
fonction peut avoir, surtout a basse température, une forme tres irréguliere avec beaucoup
de minima et de cols. Dans la suite nous considérerons un champ magnétique externe nul.
Dans ce cas les minima locaux de F' ont une importance particuliere puisqu’ils représentent
toutes les valeurs possibles des aimantations. En effet, les m,; vérifient les équations sui-
vantes :

oF

8mi

=0 Vi (5.8)

qui sont la généralisation de 1’équation m = tanh Sm du modele d’Ising completement
connecté. Ces équations peuvent avoir plusieurs solutions m{ a basse température et
chaque solution stable (qui est un minimum local de F) est interprétée comme un état
pur. Les résultats thermodynamiques, calculés grace aux répliques ou a la méthode de
cavité, peuvent étre retrouvés en sommant sur tous les états avec le poids de Boltzmann
133, 134] :

1 1 N
] — |x —BN fo
lim N InZ = lim In ( E € ) (59)

ou N f, = F(mg, B) est I’énergie libre de 1’état . A trés basse température ’énergie libre
TAP peut avoir un nombre de minima exponentiellement grand en N. Par conséquent on
réécrit (5.9) de la fagon suivante :

Jim - InZ = max;(~4f + (/) (5.10)
ou o(f) = (InN(f))/N est le logarithme, divisé par N, du nombre d’états avec densité
d’énergie libre égale & f. o(f) est appelée complexité. Pour les verres de spins discontinus,
a tres haute température % InZ = fparq, i-€. le systéme est dans 1’état paramagnétique.
Par contre dans le régime de température Ty < T' < T, le systéeme semble étre, d’'un point
de vue thermodynamique, encore dans ’état paramagnétique (il n’y a pas de singularité
a Ty, le parametre d’Edwards et Anderson est nul et % InZ = fpare) ; mais en réalité une
analyse dynamique [122] a montré que 1’état paramagnétique est fracturé dans un nombre
exponentiel d’états vitreux. Dans ce régime de température les états qui dominent la somme
(5.9), dont la réunion est 1’état paramagnétique, ont une densité d’énergie libre telle que la
pente de —ff est égale a celle de o(f), voire fig. 5.3. Dans ce régime des états qui n’ont pas
I’énergie libre la plus petite peuvent dominer la fonction de partition parce qu’ils sont tres
nombreux. La transition thermodynamique survient quand f* atteint sa valeur minimale
fmin, correspondant a une complexité nulle. La transition peut étre donc vue comme une
crise d’entropie. En effet I’entropie globale du systeme est formée de deux contributions :
I’entropie a l'intérieur d’un état et la complexité. A la transition thermodynamique une
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partie de I’entropie disparait et donc la chaleur spécifique a une chute. De plus, le parametre
d’Edwards et Anderson a un saut discontinu vers la valeur correspondant aux états avec
I’énergie libre la plus petite.

Comme on a déja souligné précédemment on trouve donc des analogies tres fortes, qui sont
résumé dans la table précédente, entre la description de la transition thermodynamique
des verres fragiles et des verres de spins discontinus.

5.2.3 Au-dela des analogies

Nous avons vu dans les sections précédentes que les verres de spins discontinus four-
nissent une réalisation microscopique du scénario proposé pour la transition vitreuse en
terme de crise entropique et de paysage d’énergie libre avec plusieurs bassins. Cependant,
il n’est pas tres clair que le modele avec le hamiltonien (5.2) donne une description de
champ moyen de la transition vitreuse. En particulier, le modele (5.2) contient du désordre
gelé, par contre dans les verres le désordre est auto-induit a travers la dynamique. Une re-
marque importante concernant ce point est qu’ont été découverts et analysés des modeles
avec toutes les caractéristiques des verres de spins discontinus mais sans désordre gelé
(135, 136, 137].

Récemment, il y a eu beaucoup d’études pour chercher d’aller au-dela des analogies [101,
138, 139] et batir une théorie statistique de la transition vitreuse. En particulier, Mézard
et Parisi [101, 138], en supposant qu’une transition existe et est du type décrit dans la sec-
tion précédente, ont appliqué aux systemes vitreux fragiles les techniques développées dans
le contexte des verres de spins et ont obtenu des prédictions sur la température de tran-
sition, la chaleur spécifique, I’entropie configurationnelle,. ... Leurs résultats sont en bon
accords avec les simulations de dynamique moléculaire effectuées sur les mémes systeémes.
Ceci montre bien que I'analogie n’était pas fortuite, et que probablement il existe un lien
profond entre la transition vitreuse et la physique découverte en analysant les verres de
spins discontinus.

Cependant, pour aller vraiment au-dela des analogies, un certain nombre de difficultés
conceptuelles doivent étre résolues. Le but des sections suivantes est de dévoiler quelle sont
ces difficultés et de clarifier certains concepts, comme celui de limite de température nulle
d’un état pur, qui ont un intérét général dans la théorie des verres de spins.

Ceci a donné lieu a la publication 3.

5.3 Différences entre états purs et structures inhéren-
tes

5.3.1 L’entropie configurationnelle et la complexité

Pour étudier le lien entre structures inhérentes et états purs, nous nous sommes con-
centrés sur des systemes de spins. Mais les résultats sont généralisables a des systemes avec
des variables continues, comme par exemple un systeme de particules.
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s (€)

EF

Fi1G. 5.4 — Logarithme du nombre de configurations k-stables ayant une densité d’énergie
e. egr est la densité d’énergie de I’état fondamental. Les courbes sont tracées en prenant
une loi de distribution gaussienne des variables J; (avec variance unitaire et moyenne nulle)
et correspondent (de gauche a droite) a k = 1,2, 3,4, 5.

D’abord nous avons étudié en détail les structures inhérentes dans un systéme parti-
culierement simple : le modele d’Edwards et Anderson a une dimension caractérisé par
le hamiltonien suivant :

N
H=> JiSiSin (5.11)

i=1

ou S; sont des spin d’Ising et J; des variables aléatoires indépendantes distribuées avec une
loi P(J) paire et réguliere (elle ne contient pas de pics de Dirac). Ce modele n’a aucune
transition de phase a température finie [45] : ’état paramagnétique est toujours stable. Si
pour ce systeme on considere une dynamique de Glauber, les structures inhérentes sont
les bassins obtenus par descente du gradient discret. Les configurations (C;) stables sous le
renversement d’un spin (telles que, si I’on tourne un spin quelconque, 1’énergie augmente)
jouent le méme role que les minima dans les systemes continus. Ces configurations sont
souvent appelées configurations métastables [51]. Dans la suite nous nous intéresserons
aussi aux configurations Cy, qu’on appellera k-stables, c’est a dire telles que, en tournant
n’importe quel groupe de (au maximum) & spins, 1’énergie augmente.

Le nombre Ny(e) de configurations C; ayant une densité d’énergie e, ou plus précisément
le logarithme si(e) de ce nombre divisé par N, peut étre obtenu assez facilement pour le
modele (5.11). Moore et Ettelaie [48] effectuérent le calcul pour £ = 1, nous généralisons
leur approche pour une valeur de £ quelconque. L’observation fondamentale qui permet
d’effectuer le calcul est [140] qu’une condition nécessaire et suffisante pour qu’une configu-
ration soit k-stable est que chaque lien frustré soit k-faible, c’est-a-dire soit plus petit en
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module des k£ premiers liens a sa droite et les £ premier lien a sa gauche.
La valeur typique de s(e) est alors égale & :

Ny
! 2
s(e) = lim —1n Yoo (e —epr — > |ng) : (5.12)
=1

{713:071}

ou Ny est le nombre de liens k-faibles dans la chaine, Negr est I’énergie de 1’état fonda-
mental et 7; est égal a 1 si le lien [ est frustré et zéro autrement. En exponentiant le delta
en (5.12) et en sommant sur 7; on se rameéne a une intégrale qui peut étre effectué par la
méthode du col, ce qui permet de calculer aisément si(e) lorsque N — oo. En fig. 5.4 nous
avons tracé les courbes si(e) correspondantes a des couplages J; ayants une distribution
gaussienne. De fagon générale on peut montrer que pour une valeur de k fixée, si(e) est
symétrique autour de son maximum qui vaut In2/(2k+1). La valeur du maximum est reliée
au nombre total de configurations Cy, et est indépendante de la distribution particuliere que
l’on choisit pour les couplages [140]. Le comportement de si(e) quand € = e — egp — 0
est du type —elne si le support de P(J) ne contient pas I'origine et du type el@+1/(a+2) gj
P(J) ~ J* quand J ~ 0 (avec o > —2 pour avoir egp finie).

Le modele que nous avons considéré est donc un exemple clair de systeme avec beaucoup
de structures inhérentes (un nombre exponentiel en N) et un seul état pur, 1’état para-
magnétique. En particulier la limite de température zéro de la complexité est clairement
différente de s;(e). Ce qui semble plutdt étre correct est que limg_, o Si(€) = limp_ o(e)
(= 0 dans notre cas).

Avant de terminer cette section nous remarquons que certaines caractéristiques de si(e)
que nous avons trouvé pour le modele (5.11) sont toute a fait générales et peuvent étre
retrouvées dans n’importe quel modele en dimension finie :

1. le fait que ’entropie configurationnelle a une pente infinie pour € ~ 0 est un résultat
général qu’on peut prouver par des arguments heuristiques [141, 142].

2. le comportement d’échelle du bord de droit de si(e) peut étre obtenu de la fagon
suivante : en tournant un amas de k£ spins dans une configuration qui a une densité
d’énergie e on peut gagner une énergie de l'ordre de —k(e — egr) et on perd dans
le meilleur des cas une énergie de surface E,(k) < O(k?"'/?). Par conséquent une
configuration qui a une densité d’énergie e ne sera pas k-stable si k(e — egp) >
E4(k), ce qui implique que le bord droit de si(e) sera en général plus petit que
epr + Ey(k)/k < egr + k=%, En particulier la limite pour k¥ — oo de si(e) sera
toujours concentrée en e = epp et donc sy (e # egrp) = —00.

5.3.2 Etats purs a température nulle et configurations infiniment
stables

Dans la section précédente nous avons montré que pour le modele d’Edwards et An-
derson a une dimension les structures inhérentes ne coincident pas avec la limite de
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température nulle des états purs. Par contre les configurations stables sous le retourne-
ment d’un nombre quelconque, mais fini par rapport a /N, de spins semblent étre reliées
a la limite de température nulle des états purs [49, 50, 51]. Pour étudier plus en détails
ce point, nous avons analysé la limite de température nulle des solutions des équations
TAP pour des systemes a connectivité finie. D’abord, il est intéressant de voir comment
on trouve les équations TAP pour un systeme de spins défini sur un réseau qui n’a pas
de boucles de longueur finie [143]. Nous nous concentrerons par simplicité de présentation
sur le cas correspondant a un champ externe nul. On considere un site 0, qui a m voisins.
En sommant, dans la fonction de partition, sur tous les spins sauf Sy et ses voisins S;
(j = 1,...,m), on obtient un hamiltonien effectif qui contient les termes d’interactions
Jo,;50S5; plus des champs effectifs ~; sur chaque voisin de Sy. L’absence de boucles de lon-
gueur finie est essentiel pour que le hamiltonien effectif n’ait pas de termes du type 5;S;
(ou plus générales, par exemple a quatre spins). En effet, deux voisins de 0 sont reliés par le
chemin de longueur deux qui passe par 0, et donc il ne peuvent pas étre reliés pas un autre
chemin de longueur finie. Par conséquent les couplages entre les S; engendrés en faisant la
somme sur tous les spins, sauf S; et ses voisins, devraient étre nuls. Il est facile d’écrire les
équations vérifiées par mg en fonction de Jy ; et h; :

mgy = tanh itanhl(tanh(ﬁhj) tanh(8Jo ;)| - (5.13)

=1

Ensuite, si 'on considere un systéeme de deux spins Sy, S;, qui interagissent a travers un
couplage Jy; et qui sont soumis & des champs hg, h;, les aimantations mg et m; satisfont
les équations :

_ tanh(Bho) + tanh(8.Jy) tanh(Bh,)
o= T tanh(Sh;) tanh(3J, ;) tanh(Bhy)
tanh(Sh;) + tanh(8.Jy ;) tanh(Bhy)
1 + tanh(Bh;) tanh(8Jy ;) tanh(Bho)

(5.14)

(5.15)

m;

En inversant ces équations, on trouve h; comme fonction de m; et my, et a partir de (5.13)
on obtient des équations fermées sur les aimantations, ces équations sont les équations TAP.
Si ’on prend la limite de connectivité infinie dans ces équations (chaque spin interagit avec
¢ >> 1 voisins) et un comportement d’échelle approprié des couplages (Jo; ~ 1/4/c) on
retrouve les équations TAP du modele SK.

Nous montrons maintenant que la limite de température nulle des solutions de ces équations
est stable sous le renversement d’un nombre quelconque (mais fini par rapport a N) de spins.
Pour cela il est suffisant de montrer la stabilité par rapport au retournement d’un amas
connexe formé d’un nombre fini k& quelconque de spins. Ceci peut étre effectué en observant
que par construction les équations TAP pour les aimantations des spins qui appartiennent
a un amas connexe sont les mémes que celles qui seraient vérifiées si 'amas était isolé du
reste et il y avait des champs h; agissant sur les spins au bord de ’amas. Par conséquent, si
I’amas contient un nombre fini £ de spins, la limite de température nulle des aimantations
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est égale a la configuration des k£ spins qui réalise le minimum global du systéme isolé
des k spins. Donc, s’il y a plusieurs solutions, alors il y a plusieurs valeurs possibles de
h;, mais pour chaque solution (chaque ensemble des valeures des champs au bord) les
aimantations convergent vers la configuration qui réalise le minimum global de I’énergie du
systeme de k spins. La valeur de k£ peut étre arbitrairement grande, une fois qu’on a pris la
limite thermodynamique. Ainsi, les solutions TAP convergent a température nulle vers les
configurations stables sous renversement d’un nombre quelconque (mais fini par rapport a

N) de spins.
Comme on avait souligné dans la section 2.4 pour les modeles completement connectés on
trouve s; = limy 00 et plus généralement C; = Co = ...Cy (et donc que les structures

inhérentes sont égales a la limite de température zéro des états purs pour les modeles
complétement connectés). Cette coincidence est une “pathologie” de ces modeles due au
fait que les couplages s’annulent dans la limite thermodynamique.

Enfin, pour vérifier dans un cas avec une complexité non nulle, que limy_,o, s = limy_,o 0
nous avons considéré le modele dont le hamiltonien est la somme de deux termes : le premier
qui est le méme que (5.11) et le deuxiéme qui est le hamiltonien du modeéle SK. On a pris
comme loi de distribution des couplages unidimensionnel P(J) = (1 — a)d(J) + ap(J),
ou p(J) est une distribution paire, et nous avons calculé en perturbation en « les valeurs
recuites * de s et o, oll o a été calculée par deux méthodes différentes (qui ont donné
lieu au méme résultat) : en faisant la somme sur toutes les solutions des équations TAP
et en utilisant la brisure & deux groupes a la Bray et Moore (voire chapitre 7). Comme
nous nous y attendions, nous avons obtenu (en perturbations en puissance de «) que
§1 > 89 > ... limp_ o0 = limy_, s > 0.

5.4 Discussion

Dans les sections précédentes nous avons montré que pour des systémes de spins en
dimension finie les structure inhérentes (minima de I’énergie) et les états purs (minima de
Pénergie libre) sont des concepts distincts : un état pur contient un général beaucoup de
structures inhérentes. Nos résultats se généralisent a un systéme continu, i.e. un systeéme
de particules. Dans ce cas les structures inhérentes sont associés au minima locaux de
I’énergie et deux structures inhérentes qui different par le déplacement d’un nombre fini
de particules doivent appartenir au méme état pur. Donc, en généralisant ce qu’on a fait
pour les modeles de spin, on peut définir comme k-stables les minima de 1’énergie telle que,
en déplacant sur une distance finie un nombre k£ de particules, on ne peut pas diminuer
I’énergie. Dans la limite de température nulle les états purs sont reliées aux minima qui
sont oo-stable (la limite & — oo doit étre prise apres la limite thermodynamique).

Meéme apres avoir précisé les deux concepts clefs dans I’analogie entre verres des spins
discontinus et verre fragiles, et méme si I'image physique en terme de crise entropique
et paysage avec beaucoup de bassins semble étre tres prometteuse, on est quand méme

4Ceci veut dire que & la place de calculer la moyenne du logarithme nous avons calculé le logarithme
de la moyenne.
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confronté a une difficulté essentielle quand on cherche a rendre cette analogie cohérente :

— Les structures inhérentes sont une image trop simpliste des “bassins”. En particu-
lier deux structures inhérentes qui different par le déplacement d’un nombre fini de
particules sont considérées comme deux bassins différents; ce qui induit une pente
infinie & Porigine pour Uentropie configurationnelle [141, 142]. Ceci n’est clairement
pas cohérente avec le scénario proposé de crise entropique puisque l'on obtiendrait
une température de transition vitreuse nulle.

— Les états purs sont une bonne image des “bassins” seulement pour des systeémes ou ces
bassins ont un temps de vie infini. Ce qui est le cas pour les systémes completement
connectés, mais pas pour les systemes en dimension finie. En particulier on peut
prouver que la limite de température nulle de la complexité est égale a —oo partout
sauf & e = egp. De plus, en utilisant des argument heuristiques de nucleation [144]
on peut aussi montrer que ceci reste vrai a température finie (la complexité est égale
a —oo partout sauf pour les états ayants une énergie libre égale a celle d’équilibre).
Par conséquent 'image de la transition donnée dans la section (5.2) ne peut pas
s’appliquer si ’on utilise la complexité.

La difficulté essentielle qui se présente est celle de donner une définition “temporelle” aux
états. En effet, d’'une part on voudrait avoir une image du type thermodynamique de la
transition vitreuse comme celle exposée dans la section (5.2), d’autre part cette description
fait intervenir un concept de “bassin” qui est clairement dépendant de I’échelle de temps
que nous utilisons pour observer le systeme : sur des temps tres courts le systeme est
confiné dans des bassins qui coincident avec les petites oscillations autour des minima des
Pénergie potentielle (les structures inhérentes), sur un temps infini le systéme est confiné
dans des états purs. Mais sur les temps pertinents pour la transition vitreuse comment
définir le concept de “bassins” ? Dans le chapitre 7 nous tenterons de donner une réponse
a cette question.

Enfin, avant de terminer cette section il est important de commenter pourquoi les résultats
de Mézard et Parisi [101, 138], qui sont allés au-dela des analogies et ont obtenu des
prédictions pour les verres fragiles en dimension finie, sont en accords avec les résultats des
simulations numériques. Cet accord est a premiere vue étonnante, puisque d’une part ils ont
appliqué la théorie développée dans le contexte des verres de spins de champ moyen pour
calculer la complexité, qui devrait étre nulle en dimension finie, et trouvent une courbe,
qui est non nulle, et qui est en bon accord avec ’entropie configurationnelle calculée par
les simulations de dynamique moléculaire. En outre cette courbe ne peut pas vraiment
coincider avec ’entropie configurationnelle puisque la température de transition est po-
sitive, tandis que en utilisant 1’entropie configurationnelle on trouverait une transition a
température nulle. Le point subtil, qui a été dévoilé en [142], est que leur calcul repose sur
une approximation valable a basse température (ou sur des temps courts). Par conséquent,
a travers I’approximation une échelle de temps (courte) a été introduite dans le probléme,
en considérant comme infiniment stables tous les états métastables avec un temps de vie
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plus grande que cette échelle de temps.

5.5 Conclusion

En résumé, par I’étude d’exemples simples nous avons analysé les différences entre
les concepts de structure inhérente et d’état pur. Ceci nous a permis de montrer que la
difficulté essentielle, pour rendre cohérente une théorie de la transition vitreuse basée sur
I’analogie avec les verres de spins discontinus, est relié a la définition “temporelle” d’état.
De plus, nous avons montré que le lien entre les solutions TAP et les états purs continue
d’étre valable aussi pour des systémes a connectivité finie (au moins a température nulle),
en dévoilant que les solutions TAP a température nulle coincident avec les configurations
stables sous le renversement d’un nombre quelconque de spins (mais fini par rapport au
volume).
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Chapitre 6

Le paysage de I’énergie libre et la
dynamique a grands temps

6.1 Introduction

Dans ce chapitre nous analyserons le lien entre le comportement dynamique a grands
temps et le paysage de I’énergie libre dans des cas simples . La forme de ce paysage, qui
est sans doute trés importante pour la thermodynamique, est de plus en plus utilisée [145]
pour expliquer et interpréter le comportement dynamique. Cependant, méme s’il semble
naturel qu’un lien existe dans le cas d’'une dynamique d’équilibre, il n’est pas clair que le
paysage d’énergie libre puisse étre pertinent pour la dynamique hors équilibre.

Un cas simple, ou ce paysage joue un role particulierement important, est celui des verres de
spins discontinus en champ moyen. Nous avons montré dans le chapitre précédent comment,
par 'approche TAP, on peut analyser compléetement leur comportement thermodynamique
en terme de paysage d’énergie libre. Par ailleurs, a basse température ces systemes n’at-
teignent jamais I’équilibre : leur dynamique & grands temps montre une “violation” du
théoreme fluctuation dissipation et des effets de vieillissement. Ce qui est frappant est
que méme si ces systemes restent toujours hors équilibre, la dynamique a grands temps
semblent étre reliée a des minima de I’énergie libre qui sont marginalement stables et n’ont
rien a voir avec les états TAP qui donnent la contribution dominante a la fonction de par-
tition (cf. eq (5.9)). Ce lien qui a été trouvé implicitement dans 1’analyse de Cugliandolo
et Kurchan [25] & été utilisé pour donner une interprétation du vieillissement comme une
évolution dans les directions plates du paysage d’énergie libre [11].

Dans ce chapitre, d’abord, nous montrerons que pour des modeles de champ moyen par-
ticulierement simples les temps caractéristiques les plus longs intervenant dans une dyna-
mique de Glauber sont reliés aux valeurs propres du hessien de 1’énergie libre autour de
ses points de stationnarité.

Ensuite, nous généraliserons I’approche de Thouless, Anderson et Palmer (TAP) a la dy-
namique. Nous nous concentrerons sur le modele a p-spins sphériques, qui (cf. chapitre
précedent) fournit une image de champ moyen de la transition vitreuse, mais notre approche
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est généralisable a des autres modeles de champ moyen. En particulier, nous écrirons et ana-
lyserons les équations dynamiques vérifiées par les aimantations locales pour un échantillon
donné. Ceci nous permettra d’étudier en détail le lien entre le paysage d’énergie libre et la
dynamique a grands temps, et en particulier de comprendre et de montrer explicitement
la relation entre le vieillissement et la présence de directions plates [25, 146, 147].

Ces deux travaux ont donné lieu aux publications IV, V et au compte-rendu 1.

6.2 Relation entre les échelles de temps les plus lon-
gues et ’énergie libre

Dans cette section nous nous intéressons aux temps de relaxation les plus longs in-
tervenant dans la dynamique de Glauber [148] d’un modeéle de spins d’Ising. Ces temps
caractéristiques sont égaux aux inverses des valeurs propres les plus petites de I’'opérateur
d’évolution. Par conséquent, pour avoir acces a ces quantités il faut diagonaliser analyti-
quement ou numériquement la matrice de Glauber. Malheureusement jusqu’a maintenant
les études numériques ont été effectuées sur des tailles tres petites [149, 150] (la taille de la
matrice de Glauber croit comme 2 pour un systéme de N spins) ; tandis que d’un point de
vue analytique trés peu d’études [151] ont été effectuées a cause des difficultés techniques
qui surviennent dans la diagonalisation de la matrice de Glauber.

Dans la publication IV, en généralisant I’approche développée en [151] nous avons obtenu
exactement les valeurs propres les plus petites de 'opérateur de Glauber pour le modele de
Hopfield avec un nombre de “patterns” fini [152, 153]. Il s’agit d’un systéme désordonné,
intermédiaire entre le simple modele de Mattis [154] et les modeéle plus riche de Sherrington
et Kirkpatrick [10], qui a regu beaucoup d’attention dans le cadre des études sur les réseaux
de neurones.

Dans la suite nous exposerons une approche plus générale que celle exposée dans la pu-
blication IV. En particulier, nous présenterons une méthode approchée pour calculer les
valeurs propres les plus petites de 'opérateur de Glauber pour un systéme en dimension
finie. Cette méthode devient exacte lorsque appliquée a des systémes de champ moyen
comme le modele d’Hopfield. Par conséquent le calcul effectué dans la publication IV est
un cas particulier de celui exposé dans la suite.

6.2.1 Analogie avec un probléme quantique

D’abord, nous rappelons le principe de la dynamique a la Glauber pour un systeme de
spins : étant donné une configuration S, I’évolution stochastique consiste a choisir un spin
au hasard et A le retourner avec un taux de probabilité w(S,4) = (1 — S; tanh[8h;(S)]),
ou h; = Zj J;i,;S; est le champ instantané agissant sur le spin S;. Par conséquent, la
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distribution de probabilité P(S,t) satisfait I’équation maitresse suivante :

%P(S,t) :Z(w(si,z’) P(S%t) — w(S,i) P(S,t)) , (6.1)

ol la configuration S° est obtenue & partir de S en retournant le spin S;. Cette équation
linéaire sur P(S,t) peut étre réécrite comme une équation de Schrédinger sur un systéme

de spins quantiques 1/2. En fait, on peut associer a chaque configuration S un ket | S) =
[ 51) % -+ x | Sy), on

|5i>:((1)> iS5 =1, |SZ->=<(1]) siS=-1 (6.2)

L’ensemble de ces vecteurs est une base orthonormée d'un espace V a 2V dimensions.
La distribution de probabilité peut étre alors réécrite comme un vecteur de cet espace :
| P(t)) =Y g P(S,1)| S). De plus, les matrices de Pauli o and o7 agissant sur les vecteurs
(6.2) correspondent respectivement aux opérateurs de renversement de spin (67| S) = | S*))
et d’aimantation locale (07| S) = S;| S)). Grace a ce formalisme on peut réécrire I’équation
(6.1) dans la forme compacte suivante :

> (o7 —1)(1 - o] tanh(Bh;)) ,  (6.3)

=1

d
G POy =-wlpr@)) , W=-

DN | =

ou les opérateur de champs locaux h; sont égaux a » y Jijoi. Puisque la dynamique de
Glauber satisfait le bilan détaillé, on peut obtenir un opérateur hermitique W* grace a la
transformation W* = exp(SH/2)W exp(—BH/2) (ou H est I’énergie du systeme) :

T

We = z_; B - % (cosh(Bh;)) ™t — % tanh(ﬁhi)] . (6.4)

Dans la sous-section suivante nous analyserons le spectre de W?*, qui coincide avec celui
de W. Il est intéressant de remarquer que 'opérateur W?* peut étre considéré comme le
hamiltonien d’un systéme de spins quantiques 1/2.

6.2.2 L’approximation grand spin (large S)

Dans la suite, pour analyser les valeurs propres les plus petites de I'opérateur W* nous
utiliserons I’approximation large S, qui consiste a remplacer les opérateurs de spin 1/2 avec
des opérateurs, J, de spin S/2 et & effectuer un développement en 1/S. Cette approximation
est souvent utilisée pour les systémes quantiques [155]. Par exemple pour le modele de
Heisenberg elle donne lieu a la théorie des ondes de spins. Sa signification devient claire en
utilisant le formalisme fonctionnelle. En effet, en réécrivant e™""* en terme d’une intégrale
fonctionnelle sur les spins [155] on constate que ’approximation large S coincide avec une
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approximation semi-classique. Pour S = oo on obtient les résultats classiques et au premier
ordre (non nul) en 1/S on obtient les premiéres corrections quantiques, qui correspondent
a remplacer I'action par son développement quadratique autour de la solution classique.
De plus, cette approximation devient exacte pour des modeéles de champ moyen, comme
par exemple le modele d’Hopfield (publication IV) ou pour le modele d’Ising complétement
connecté [151].

La premiere étape de cette méthode revient a généraliser 'opérateur W* a une valeur
quelconque de S :

W* = ; [g — J* (cosh(Bh;)) ™+ — J# tanh(Bh;) . (6.5)

ou h; est égale a Zj 2J; ;J*. Ensuite, 'astuce qui permet d’effectuer le calcul des petites
valeurs propres consiste a utiliser la représentation de 'opérateur moment cinétique en
terme des bosons de Holstein-Primakoff [155] :

S _ i

LY = 5 GG (6.6)

1 / /
Lf = 2—1 |:CLI S — CL}CLZ' — S — a;‘jai CLZ':| (67)

1
z 2|t —ala. —da a
L; = 5 {ai \/S a;a; + \/S a;a; az] : (6.8)

ol aj, a;' sont des opérateurs bosoniques et (6.6, 6.7,6.8) est une représentation de 1’opéra-

teur cinétique S/2 dans le sous-espace engendre par les vecteurs (a')?| 0) avec n =0, ..., S
[155]. Le principe de I'approximation large S est de développer les racines en (6.7,6.8) en
puissance de ag a;/S. Cette manipulation est correcte tant qu’on s’intéresse aux vecteurs
propres dans un sous-espace caractérisé par un nombre de quanta beaucoup plus petit
que S. Clairement si 1'on injecte en W & la place de J; les opérateurs L; définis en
(6.6,6.7,6.8) les vecteurs propres correspondants aux valeurs propres plus petites seront en
général caractérisés par un nombre de quanta qui est du méme ordre que S. Ce qu’il faut
faire, pour pouvoir développer en 1/, est considérer une représentation des J; qui consiste
a aligner les opérateurs L; dans les directions correspondantes aux sous-espaces associés
aux valeurs propres les plus petites. Plus précisément, on considere la rotation suivante :

JP=1—=-m?Lf—m; L7 |, J)=LY , J'=mL7+\/1-—m?L? (6.9)

et on injecte cette représentation des J; dans W*. En développant en 1/S nous trouvons
que W* = SWg + V/SW? + W3 + 0(1/VS), et que W§ = W¢ = 0 si les m; satisfont les
équations suivantes :

m; = tanh ﬁHZ Hz = Z J,-,jmj (610)
J
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Ces équations sont 1’équivalent, pour un systeme en dimension finie, de I’équation sur
I’aimantation qu’on trouve dans le cas du modele d’Ising complétement connecté. De plus,
I’expression de W3 en terme des opérateurs bosoniques est :

W3 = %Z [(ai—i-a,T)(O2 1);;(a; +a } +Za a; (6.11)

2
ou O;; est la matrice N x N symétrique suivante :

BJi

6.12
cosh SH; cosh BH; ( )

Oij = 0ij —

En effectuant la transformation orthogonale qui diagonalise O, nous obtenons une expres-
sion de W3 en terme d’opérateurs bosoniques découplés :

N

ws=Y" E(/\J? —1)(b; + b1 + b}bj] . (6.13)

=1

ou A; sont les valeurs propres de O. Enfin, grace a un transformation de Bogoliubov :

Cj cosh ¢; sinh ¢; ) ( b > (
= ) , 6.14)
( c} ) ( sinh ¢; cosh ¢; b}
ou ¢; = %ln |A;|, nous pouvons réécrire W5 comme une somme d’oscillateurs harmoniques
indépendants :

N
= " I\l(cle; + 4y) (6.15)
=1

oilAjzlsi)\j<0etA]-:0si)\j>O.

Nous avons donc obtenu que, dans le cadre de I’approximation large S, les valeurs propres
plus petites de 'opérateur de Glauber, associées aux temps de relaxation plus longs,
coincident avec les valeurs absolues des valeurs propres de la matrice O; ;.

I est intéressant de remarquer que les valeurs propres A; de O; ; sont les mémes que celles de
la matrice H; ; = &; ;—B.J; j/(cosh BH;)? obtenue * en dérivant par rapport & m; la fonction :
m;—tanh(8H;). En effet dans le cas particulier du modele d’'Ising complétement connecté ou
du modele de Hopfield (avec un nombre de patterns fini) les équations m; — tanh(SH;) = 0
et la matrice H; ; correspondent respectivement aux conditions de stationnarité et au hes-
sien de I'énergie libre [151], publication IV. Dans ce cas, étant donnée une solution des
équations (6.10), i.e. un point de stationnarité de 1'énergie libre, chaque direction stable
autour de ce point donne lieu, en (6.15), & un oscillateur harmonique ayant un état fon-
damental d’énergie nulle, tandis que chaque direction instable donne lieu a un oscillateur
harmonique ayant un état fondamental d’énergie |);|, ol —|\;| est la valeur propre de H, ;
correspondante a cette direction.

LCeci dérive du fait que la trace de O™ est égale a la trace de H" quelque soit n.
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6.2.3 Discussion

Comme nous avons déja souligné, le calcul approché que nous avons présenté dans la
section précédente devient exact pour certains modeles simples de champ moyen. Pour
comprendre la raison de cela, il est utile de considérer le cas simple du modele d’Ising
complétement connecté [151]. L’analyse classique de ce systéeme se simplifie parce que
I’énergie peut se réécrire en terme de la variable globale ) _, S;. De la méme fagon I'opérateur
de Glauber peut se réécrire en terme de I'opérateur moment cinétique globale J =" J;.
Ceci permet d’utiliser la méthode de large S, ou maintenant S est égale a IV et tend vrai-
ment a l'infini dans le cas du modele d’'Ising. Pour cette raison pour le modele d’Ising
complétement connecté et ses généralisations, comme le modele de Hopfield (avec un
nombre de “patterns” fini), la méthode de large S permet d’obtenir le résultat exact (voir
la publication IV pour plus de détails).

Il est intéressant de remarquer que pour ces modeles les parametres d’ordre thermody-
namiques satisfont des équations dynamiques déterministes de descente du gradient dans
le paysage d’énergie libre [151, 153]. Par exemple, pour le modele d’Ising complétement
connecté I'aimantation vérifie I’équation dynamique :

dm  Of

dt  Om
Quelque soit la condition initiale apres un certain temps le systeme relaxe vers un point
de stationnarité. A cause d’effets entropiques certains points ont des bassins d’attraction
extrémement larges. Par exemple, si 'on prend comme condition initiale une configura-
tion au hasard, alors avec probabilité un, on aura m = 0 comme condition initiale pour
I’équation (6.16), et méme si a basse température ce point est thermodynamiquement in-
stable, I’équation (6.16) prédit que le systéme reste bloqué sur ce point. Ceci est dii au fait
qu’on a pris d’abord la limite thermodynamique et donc on est en train de considérer des
échelles de temps beaucoup plus petites que N. Dans ce régime de temps les fluctuations
d’ordre 1/ V/N autour de m = 0 croissent de plus en plus, mais elles n’arrivent jamais 2 faire
changer la valeur intensive de m. En dimension finie cette situation physique correspond a
la dynamique de croissance des domaines [24].
Les temps caractéristiques, que nous avons trouvés, associés aux inverses des modules des
valeurs propres du hessien de I’énergie libre dans ses points de stationnarité correspondent
aux fluctuations autour des points de stationnarité. Les fluctuations dans les directions
stables correspondent & des \; positifs et décroissent avec des temps caractéristiques 1/\;.
Tandis que les fluctuations dans les directions instables, associées a des \; négatifs, croissent
avec des temps caractéristiques de “fuite” 1/|\;|.

= —m + tanh fm (6.16)

6.3 L’approche TAP dynamique

Comme nous avons souligné dans I'introduction, souvent on propose [145] une image de
la dynamique lente en terme d’évolution dans le paysage d’énergie libre : dans la forme la
plus simpliste, on pense a une descente du gradient combinée a des sauts de barrieres avec
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F

C

F1c. 6.1 — Représentation schématique d’'un paysage d’énergie libre tres irrégulier. L’axe
des abscisses représente les différents configurations du systeme.

un temps d’Arrhenius généralisé e=2F/T ((oit F est 1’énergie libre), qui ont lieu dans un

paysage tres irrégulier (voir fig. 6.1). Les verres de spins discontinus fournissent un cadre
théorique idéal pour tester et analyser cette représentation de I’évolution dynamique parce
que ils sont en méme temps suffisamment complexes pour avoir un comportement vitreux
intéressant (cf. chapitre précédent), mais aussi suffisamment simples pour étre étudiés
analytiquement. De plus, pour ces systémes, 1’analyse de Cugliandolo et Kurchan [25, 146]
a montré implicitement un lien entre la dynamique a grands temps (hors équilibre) et les
minima de ’énergie libre. Ceci a été utilisé pour donner une interprétation du vieillissement,
comme une évolution dans les directions plates du paysage d’énergie libre [11].

Le but de cette section est de montrer, dans le cas des verres de spins discontinus, en quel
sens la dynamique a grands temps peut étre vue comme une évolution dans le paysage
d’énergie libre, et en particulier de montrer explicitement la relation entre le vieillissement
et la présence de directions plates, qui pour 'instant a recu une explication seulement a
température nulle [147]. Ces résultats seront obtenus grace & une généralisation dynamique
de ’approche TAP.

6.3.1 Les équations TAP dynamiques

\

L’approche TAP consiste a calculer 1’énergie libre comme fonction des aimantations
locales pour un échantillon donné. Les équations de stationnarité de 1’énergie libre TAP
se traduisent en des équations sur les aimantations locales m; qui sont la généralisation
de I’équation m = tanh fm du modele d’Ising completement connecté. Il est alors naturel
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de se demander quelles sont les équations dynamiques satisfaites par m;(t) 2, quelle est
la relation entre ces équations et I’énergie libre TAP et comment on voit le vieillissement
dans ce formalisme. Pour répondre a ces questions j’ai généralisé ’approche TAP a la
dynamique. Je me suis intéressé au modele a p-spins sphériques mais mon travail peut étre
facilement appliqué a d’autres modeles de verres de spins discontinus.

La premiere étape consiste a généraliser I’énergie libre TAP au cas dynamique. Si I'on
considere une dynamique de Langevin, et sa représentation, appelé de Martin-Siggia-Rose-
DeDominicis-Janssen (MSRDJ) [156, 157, 158] en terme de champs de spin S;(t) et de
champs de réponse S;(t), ’énergie libre TAP dynamique I est définie comme la transformée
de Legendre suivante :

—ﬂNF(m,-,mi,C, R, D) = IH/DSZDS’Z exp [/ dtSl(Q) + SQ:| (617)
a=1
. (dS; .  O0H
S, = /dt—ZSZ(dt —TSZ-—i—ozaSi) (6.18)

~

S, — / dt 3 () (Si(8) = ma(®) + ha()(Si(0) = ()| (6.19)

+ / adt' " [C(6,0) (S:08:(¢) = C.0)) + Rt 0) (S0

2

(t) - R(t, 1))

+ Dt (S’i(t)S’i(t’) ~ D, t’))]

ol « est un intermédiaire de calcul, dont I'utilité sera expliquée dans la suite, et h;, lAz,-, C.-
R, D sont des parametres de Lagrange fixés de fagon a ce que :

Sy =mit),  (S:(0)) = mat
Clt) = 3 S (SOS))
R(t,t) = %Z <Si(t) Ai(t,)>

D(tt) = <Si(t)‘§i(tl)>

ou (-) indique la moyenne par rapport a la théorie dynamique de MSRDJ définie en (6.17).
" ainsi définie est la généralisation au cas dynamique de 1’énergie libre TAP. En particulier,

2Pour des modeles de champ moyen tres simples, comme le modele d’Ising complétement connecté,
on trouve que le parametre d’ordre satisfait une équation déterministe de descente du gradient (voir par
exemple l’eq. (6.16)).
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les conditions de stationnarité de I' correspondent aux équations dynamiques vérifiées par
m;, m;, C, R, D. Le calcul de I' est détaillé dans la publication V, ici nous nous contente-
rons d’exposer brievement la méthode, qui est la généralisation au cas dynamique de celle
introduite par Plefka [159] et Georges et Yedidia [160]. La démarche que nous avons suivie
consiste a développer I' en puissances de « autour de o = 0 et a évaluer le résultat final
en o = 1. Il y a deux simplifications importantes qui interviennent et qui rendent le calcul
faisable (et beaucoup plus simple dans le cas statique, que les autres méthodes utilisés pour
calculer les équations TAP) :

1. A a = 0, les spins sont découplés, par conséquent le développement en « revient a
un développement autour d’une théorie dynamique de spins non interagissant.

2. Tous les termes du développement en o™ avec n > 3 sont au plus d’ordre 1/v/ N et
donc négligeables dans la limite thermodynamique.

La raison physique de cette derniére simplification est que le développement en « prend
en compte de fagon progressive I'interaction entre les spins. Ceci se voit bien dans le cas
statique, ol les premiers deux termes (o, a') donnent lieu & I’énergie libre naive, qui par
exemple dans le cas d’une interaction a deux spins est égale a :

1<j

Le premier terme, appelé terme entropique, correspond a l’entropie de N spins d’Ising
découplés, forcés par des champs extérieurs a avoir des aimantations m;; tandis que le
deuxiéme, appelé terme énergétique, revient & remplacer S; par m; dans I’énergie 3. Le
coefficient de o? donne lieu au célebre terme de rétroaction de Onsager, qui correspond
physiquement a la contribution au champ effectif du spin S; due a 'influence que ce der-
nier exerce sur tous les autres. Les termes suivantes, qui correspondent physiquement a
“la réaction de la réaction” et ainsi de suite, sont au plus d’ordre 1/ V/N pour les modeles
complétement, connectés [159, 160] et donc négligeables dans la limite thermodynamique.
Notons que dés que les couplages sont d’ordre un et la connectivité est finie (ce qui est le
cas pour les modeles dilués) tous les termes en o™ interviennent.

Par le développement en a nous avons pu calculer I' (les calculs sont détaillés dans la publi-
cation V) et obtenir les équations vérifiées par m;, m;, C, R, D pour un échantillon donné.
Ces équations admettent une solution caractérisée par m; = 0,D = 0 4. Les équations

3Pour le modele d’Ising complétement connecté J; ; = J/N et (6.20) coincide avec le résultat exact,
puisque les termes suivants en a™, n > 2, sont au plus d’ordre 1/ VN et donc négligeables quand N — co.

4Les solutions caractérisées par 1, D non nuls sont reliées aux instantons de la théorie dynamique et
correspondent & des événement rares par rapport a la solution 7; = 0, D = 0 [161, 162, 163], preprint I.
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restantes vérifiées par C, R, m; sont égales a :

%(C(t, ) — Q(t, t')) — 9TR(,t) — A(t) (C(t, ) - Qt, t’)) + (6.21)
+§ /Ot’ at" (C(t, tll)p—l ~Q(t, t”)p_1>R(tl, t”)

4P (P; 1) /O t dt”(C’(t",t’) ~ Q(t",t’)>R(t, Ot P2

%R(t, tYy = =AOR(@E)+o(t—1t)+ (6.22)

-1 t
+p7(p 5 ) / dt"R(t, " YR({", tC(t, ")~ |
tl

(% + /\(t)> m;(t) = Z Tisio iy iy () = - (£) + (6.23)

1<ip< - <ip<N

t
AL [ (cy=? - Qe ) R ymle')
0

ol Q(t,t) = + Zfil m;(t)m;(t') est la fonction de recouvrement et A(¢) est le multiplica-
teur de Lagrange qui impose la condition sphérique C(¢,t) = 1. Dans la publication V je
montre que ces équations reviennent a prendre comme condition initiale une configuration
donnée. Par conséquent, les fonctions de corrélation et de recouvrement, et les aimantations
satisfont les conditions au bord :

C(t,0) =Q(t,0)  m;(0) =S}

olt S? est la configuration initiale du départ.
On peut réécrire 'équation (6.23) de fagon & faire apparaitre, au moins formellement,
I’énergie libre statique Frap :

dm,- aFTAp
= _ ; .24
ol H,; sont des termes de mémoire égale a :
1 plp—1) -2
i = 1—Q(t1))Qt P2 = X(t)| m;
= |imgui + a0 - Q)R - 0] m

. @/0 dt”(C(t, tll)pr_Q(t, t”)i”*2)>R(t, t")mi(t")

On peut montrer que ces termes sont non nuls sur des temps d’ordre un et tendent vers
zéro asymptotiquement. Par conséquent, les aimantations vérifient, a grands temps, des
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équations dynamiques de descente du gradient avec des termes supplémentaires (les H,;)
qui s’annulent quand ¢ — oo. Les limites asymptotiques des aimantations (limy_ s, m;(t))
vérifient donc les équations TAP statiques. Notons que, au contraire du modele d’Ising
complétement connecté, les équations dynamiques (6.24) sur les aimantations ne sont pas
celles de descente de gradient dans le paysage d’énergie libre TAP puisque le terme de
Onsager en (6.23) est non-Markovien. La présence de ce terme de mémoire est di au fait
que dans le cas dynamique le terme de réaction correspond a la contribution au champ
effectif du spin S; due a I'influence que ce dernier a exercé sur tous les autres spins a tous
les temps précédents.

6.3.2 Analyse asymptotique des équations TAP dynamiques

Dans la publication V nous avons analysé le comportement asymptotique des solutions
de (6.21,6.22,6.23). Nous avons trouvé trois cas différents :

— Dynamique de relazation a lintérieur d’un état TAP. Dans ce cas la fonction de
corrélation et de réponse sont caractérisées a grands temps par une dynamique
d’équilibre : elles deviennent invariantes par translations du temps et sont reliées par
la relation fluctuation dissipation C'(7) = =T R(7)0(7). De plus, les m;(t) convergent
asymptotiquement vers une solution TAP, caractérisée par un parametre d’Edwards
et Anderson et une énergie, qui coincident respectivement avec la valeur asymp-
totique de C(7) et 'énergie asymptotique. Ce type de solution correspond donc a
I’équilibration dans la composante ergodique associé a un état TAP. Ce résultat est
bien en accord avec I'analyse de la dynamique obtenue a partir de conditions initiales
tirée au hasard & partir de la la distribution de Boltzmann & une température 7"
[122, 164]. En fait les équations asymptotiques vérifiées par C et R quand les aiman-
tations convergent a une des solution TAP qui dominent la fonction de partition a
température 7" sont les mémes que celles obtenues et analysés en [122, 164].

— Brisure d’ergodicité faible 5. Dans ce cas les aimantations tendent & zéro asymp-
totiquement et les fonctions de corrélation et de réponse, qui montrent une dyna-
mique lente et vieillissante avec violation de théoreme fluctuation dissipation a grands
temps, sont les mémes que celles obtenues en [25, 146], ou la dynamique de basse
température du modele a p-spins sphériques a été étudiée a partir d’une condition ini-
tiale prise au hasard avec une distribution uniforme (cette procédure est équivalente
a une trempe a partir de la température infinie). L’annulation des aimantations peut
étre comprise grace au travail de Barrat, Burioni et Mézard [166] : si I’on attend suf-
fisamment, deux copies contraintes a évoluer, depuis la méme configuration initiale,
avec le méme bruit thermique jusqu’au temps t,, et avec deux bruits thermiques
indépendants apres t,,, se décorrelent completement quelque soit t,,. Par conséquent,

®Le concept de brisure d’ergodicité faible a été introduit par J.P. Bouchaud en [165).
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a cause de la grande irrégularité du paysage énergétique et du bruit thermique, la
distribution de probabilité dynamique, obtenue en prenant comme condition ini-
tiale une configuration quelconque atteinte pendant 1’évolution dynamique, s’étale
completement ; donc, en particulier, les aimantations, qui représentent “le centre” de
cette distribution, tendent vers zéro asymptotiquement.

— Vieillissement et évolution dans les directions plates de l’énergie libre. Cette troisieme
solution représente un comportement intermédiaire par rapport aux deux solutions
précédentes puisque les fonctions de corrélation et réponse sont caractérisées par une
dynamique lente comme celle trouvée en [25, 146], mais les aimantations ne tendent
pas vers zéro a grands temps. En effet leur limite a grands temps n’existe pas : elles
continuent toujours a évoluer et donnent lieu a une fonction de recouvrement, égale a
la fonction de corrélation (C(t,t') = Q(¢,t')). Ce comportement est di au fait que, a
grands temps, les aimantations se trouvent dans la partie du paysage d’énergie libre
caractérisée par ’existence de directions plates®. A cause de ces directions les termes
‘H; jouent alors un réle fondamental, puisque ils arrivent a faire toujours évoluer le
systéme (méme si plus lentement plus le temps passe), ce qui donne lieu au vieillisse-
ment. Cette solution asymptotique est obtenue en prenant comme condition initiale
une configuration au hasard et en forcant la distribution dynamique & ne pas s’étaler”
(comme on a vu au point précédent, ceci est l'effet responsable de I"annulation des
aimantations a grands temps).

6.3.3 Paysage d’énergie exploré pendant I’évolution dynamique

L’analyse des équations TAP dynamiques a permis de montrer explicitement que les
propriétés locales du paysage d’énergie libre, c’est-a-dire les minima et le hessien évalué
dans les minima, sont reliées a la dynamique a grands temps. Pour montrer clairement
que, dans la dynamique, les paysages de 1’énergie libre et de ’énergie jouent des roles
différentes, dans la publication V, j'ai étudié le paysage d’énergie vu par le systeme pendant
I’évolution dynamique. En particulier j’ai calculé la densité d’états du hessien de I’énergie
p(A,t) = . 0(A—A;), out \; sont les valeurs propres du hessien

0*H

M= Bsds, |,

si=si(t)}

évalué dans les configurations {s; = s;(t)} atteintes par la dynamique au temps t (& partir
d’une condition initiale prise au hasard). Ce spectre, qui est une loi de Wigner avec une
largeur fixe (dépendant de p) et un centre qui est une fonction du temps, ne montre aucun
changement particulier a la température dynamique. Cette analyse montre explicitement

6Plus précisément, on peut montrer que la densité des valeurs propres du hessien de 1’énergie libre TAP
statique 8*Frap/0m;0m; évalué en {m;(t)} tend & grands temps vers une loi semi-circulaire de Wigner

centrée en /2¢P2p(p — 1) et avec support [0,2+/2¢P~2p(p — 1)].

"Voir la publication V et le compte-rendu I pour plus de détails.
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que, a la transition dynamique les propriétés locales du paysage de I’énergie exploré pendant
I’évolution ne changent pas, tandis que celles globales changent et ceci se traduit dans
I’existence des directions plates dans le paysage d’énergie libre.

6.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié le lien entre le paysage de l'énergie libre et la
dynamique. Cette étude a été effectuée en généralisant I’approche TAP a la dynamique et
aussi en calculant explicitement les plus petites valeurs propres de I'opérateur de Glauber
pour des modeles de champ moyen simples et pour des systemes en dimension finie dans
I’approximation large S. Nos résultats suggerent que seulement la dynamique a temps
longs peut étre interprétée en terme d’évolution dans le paysage d’énergie libre. Nous avons
trouvé que le paysage d’énergie libre autour de minima joue un role tres important pour la
dynamique. En particulier, les minima stables sont reliés aux distributions de probabilité
dynamiquement stables (c’est-a-dire qui n’évoluent pas sous I’évolution dynamique) et le
paysage autour d’eux est relié a la dynamique de relaxation a l'intérieur de la composante
ergodique correspondante. Tandis que les minima marginalement stables jouent un role
tres important pour le vieillissement. En fait, la dynamique lente a grands temps peut étre
vue comme une évolution dans le paysage d’énergie libre avec des termes supplémentaires
qui s’annulent a grands temps. Ces termes forcent le systéeme a évoluer dans les directions
plates de I’énergie libre : plus le temps est grand, plus ces termes deviennent faibles et plus
la dynamique se ralentit. Cependant, elle ne s’arréte jamais : le systeme arrive toujours a
s’éloigner de lui méme mais de plus en plus lentement plus le temps est grand.

Enfin, il faut souligner que dans notre étude les barrieres dans le paysage d’énergie libre
n’ont joué aucun role. Mais ceci est probablement dii au fait que nous avons considéré des
modeles en champ moyen. A ce propos, il serait trés intéressant d’étudier les processus
instantoniques, qui devrait étre reliés au processus activés, dont on a parlé dans le chapitre
précédent et qui pourrait étre relié au barrieres dans le paysage d’énergie libre [162, 163].
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Chapitre 7

Etats métastables dans les systemes
vitreux

7.1 Introduction

Dans le chapitre 5 nous avons souligné que les verres de spins discontinus semblent four-

nir une image de champ moyen de la transition vitreuse. La description, qui en découle,
est basée sur I'existence d’'un nombre exponentiellement grand d’états, qui ont un temps
de vie infini en champ moyen mais nécessairement fini dans un systeme réel. La prise en
compte du temps de vie fini des états, qu'on appellera états métastables, semble donc étre
une difficulté essentielle & surmonter pour batir une théorie de la transition vitreuse (basée
sur 'analogie avec les verres de spins discontinus). Il semble naturel de définir un état
métastable, sur une échelle de temps 7, comme une distribution de probabilité dynamique
qui n’évolue presque pas sur des temps d’ordre 7. Si I’on était capable alors de calculer les
propriétés des états métastables ainsi définis : leur nombre, leur énergie, ..., on pourrait
espérer d’obtenir une théorie capable de décrire la physique des systémes vitreux (dont
les verres des spins discontinus fournissent une image de champ moyen). Le travail exposé
dans ce chapitre, qui a donne lieu au preprint I, est un premier pas dans cette direction.
Dans la suite, d’abord, nous introduirons a travers des exemples simples la définition
mathématique d’état métastable [167]. Ensuite nous montrerons comment 1’on peut cal-
culer les propriétés des états métastables en analysant le cas simple d’un verre de spins
discontinu en champ moyen.
Il est intéressant de remarquer qu’il existe des systemes ayant un comportement thermo-
dynamique trivial [168, 169, 170] (il n’y pas de transition de phase), qui montrent, d’un
point de vue dynamique, toutes les caractéristiques vitreuses décrites dans le chapitre 5.
Dans ce cas, il est clair que seulement une définition dynamique “d’état” peut permettre
d’expliquer ce comportement en terme d’un scénario basé sur 1’analogie avec les verres de
spins discontinus.
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7.2 Définition dynamique d’état métastable

Dans cette section nous introduirons le concept d’état métastable a travers des exemples
simples, qui permettrons de dévoiler le lien avec les vecteurs propres correspondants aux
valeurs propres plus petites de 'opérateur d’évolution dynamique. Nous nous concentre-
rons sur une dynamique de Langevin, pour laquelle 'opérateur d’évolution est e=*#, o
H est Vopérateur de Fokker-Planck [171, 172]. Ensuite nous rappellerons des résultats
mathématiques [167] concernant les états métastables. Comme nous avons souligné dans
I’introduction, nous voudrions aboutir a une définition d’état métastable qui puisse per-
mettre d’appliquer a des systemes réels I'image physique obtenue par ’analyse des verres
de spins discontinus. Le but serait de pouvoir donner un sens a une phrase comme celle-ci :
“’'espace de phase contient un nombre N,, d’états métastables sur 1’échelle de temps T,
auxquels le systéme a acces par ’évolution dynamique avec une probabilité p. Aux temps
longs les observables peuvent étre calculées en moyennant sur les états métastables avec
avec un certain poids p”. Cette phrase assume implicitement : qu’on sache 1) définir le
concept d’état métastable et 2) montrer, avec des arguments ergodiques, que la distribu-
tion de probabilité de trouver le systeme dans une certaine configuration a grands temps
peut étre approchée par une distribution sur les états métastables. Ceci permettrait de
généraliser le scénario obtenu pour les verres de spins discontinus aux systemes en dimen-
sion finie pour lesquels les “états” ont forcement un temps de vie fini.

Dans la suite nous nous concentrerons sur le point 1). Par contre, il semble difficile de pou-
voir attaquer le point 2), exactement comme il est trés dur (voire infaisable dans la majorité
de cas) de démontrer que la dynamique a grand temps converge vers la mesure de Gibbs.
Concernant le point 2), & I’heure actuelle il n’y a pas des vérifications expérimentales et
il existe des résultats seulement pour les systéemes de champ moyen ou pour des systemes
en dimension finie particulierement simples. En effet dans ’analyse des verres de spins
discontinus en champ moyen, il a été trouvé que la dynamique hors équilibre a grands
temps est completement dominée par les états TAP plus nombreux, qui ont aussi I’énergie
libre la plus grande. En particulier les observables a un temps peuvent étre obtenue par une
moyenne uniforme sur les états (méta)stables ayant I’énergie libre la plus grande. En outre,
récemment il a été montré que pour un systeme cinétique de gaz sur réseau en dimension
finie [170], qui montre les propriétés dynamiques caractéristiques de la transition vitreuse
[168, 169], la procédure définie au point 2) s’applique si I'on fait une moyenne uniforme
sur tous les états avec une certaine densité (qui coincide avec la densité asymptotique).
On peut espérer que, si le scénario obtenu pour les verres de spins discontinus est générali-
sable aux systemes réels, la procédure qui consiste a faire une moyenne plate sur les états
métastables, éventuellement restreinte seulement aux états caractérisés par une certaine
valeur d’une observable macroscopique (énergie, densité, ...), soit correcte. Nous suppo-
serons ceci dans la suite, mais ce point a sans doute besoin d’une justification et d’une
analyse ultérieures.

Nous remarquons que remplacer la distribution de probabilité obtenue dynamiquement a
grands temps avec une moyenne uniforme sur les états métastables est une généralisation
de la proposition d’Edwards pour les matériaux granulaires, qui consiste a moyenner sur
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toutes les configurations mécaniquement stables [173]. Pour cette raison dans la suite nous
appellerons cette type de moyenne : moyenne a la Edwards.

7.2.1 Exemples et remarques simples

Dans le cadre de la dynamique de Langevin la distribution de probabilité dynamique
vérifie I’équation suivante :

OP(S,t)
———* = —HP
o (5,1)
0 0 )
H = ~ 35, (TaSiJraSi) (7.1)

ou H est 'opérateur de Fokker-Planck et E est I’énergie potentielle. La distribution de
probabilité dynamique peut s’écrire :

P(z,t) =) a(tyie)  clt) = e (7.2)

i

ou 9;(z) sont le vecteurs propres a droite de H et \; les valeurs propres correspondantes.
La formule (7.2) suggere qu'une distribution de probabilité qui évolue lentement sur une
échelle de temps T est concentrée sur les vecteurs propres de H correspondantes a une valeur
propre A telle que A7 << 1. En effet, les inverses des valeurs propres A ont I'interprétation
d’échelles de temps caractéristique. La question qu’on se pose est alors : pour une échelle
de temps 7 >> 1 donnée, est-ce-que 1’on peut construire a partir des vecteurs propres
correspondant aux valeurs propres les plus petites, des distributions qui soient positives,
normalisées, non nulles dans des régions différentes de 1’espace et qui n’évoluent presque
pas sur I’échelle de temps 7 7 Si ’on était capable de faire ceci alors on aurait a disposition
une fagon de construire les distributions de probabilité associées aux états métastables.
On peut d’abord considérer le cas idéal correspondant aux états stables, ou I'espace des
configurations peut étre divisé en p composantes ergodiques séparées Cy, . . ., Cp. Dans ce cas
le lien entre états (méta)stables et vecteurs propres de H est particulierement simple. En
effet a 'intérieur de chaque composante ergodique C, il y a une distributions d’équilibre
P,(z), qui est un vecteur propre de valeur propre nulle de H. L’ensemble des vecteurs
propres (indépendants) P,(x) engendre le noyau de H. Donc a partir des vecteurs propres
de H avec valeur propre nulle on peut construire les états stables du systeme. En particulier
on peut calculer leur nombre a partir de la trace de 'opérateur d’évolution :

ule ] = [ do [ dytale ) yle )
p p " o

= 23yl Sl )
— TECq y€Cy

a=1 b=1

M=

[ dn [yl e (73)
z€C, y€Cq

a=1
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o)

b —
a — It ~exp(cT)

FiGg. 7.1 — Spectre de 'opérateur de Fokker Planck pour un potentiel a double puits.
Sur la gauche nous avons tracé les valeurs propres les plus petites : si la température est
suffisamment faible il y une valeur propre nulle, une valeur propre ~ e <7 qui correspond
au temps d’Arrhenius pour sauter la barriere entre les deux puits et ensuite des valeurs
propres qui sont d’ordre un. Nous avons aussi dessiné I’allure des fonctions d’ondes associées
a la valeur propre nulle (courbe a) et au premier état excité (courbe b).

Si t* est plus grand que tous les temps caractéristiques des relaxations a l’intérieur des
&

composantes ergodiques alors (yle” =7 |z) ~ P,(y), o C, est la composante ergodique &
laquelle z appartient, et par conséquent on obtient :

trfe M) =Y / . da / . dy P(z)P(y) ~p (7.4)

Dans cet exemple les composantes ergodiques sont strictement séparées. Pour montrer
les difficultés (et une solution possible) qui interviennent quand on a a faire a des états
caractérisés par un temps de vie fini, nous avons considéré le cas simple d’une dynamique
de Langevin d’une particule dans un potentiel a deux puits, voire fig. 7.1. Si la température
est suffisamment faible le spectre consiste en une valeur propre nulle, une valeur propre
~ e ¢T qui correspond au temps d’Arrhenius pour sauter la barriére entre les deux puits et
des valeurs propres qui sont d’ordre un. Nous avons dessiné en fig. 7.1 ’allure des fonctions
d’ondes associés a la valeur propre nulle (courbe a) et au premier état excité (courbe b) pour
un potentiel asymétrique et symétrique. Si I’on considere une échelle de temps 7, beaucoup
plus grande que ’échelle de temps caractéristique des excitations dans un puits et beaucoup
plus courte que le temps d’Arrhenius pour sauter la barriere (O(1) << 7 << e“7), on
voudrait pouvoir définir deux états métastables qui correspondent a avoir le systeme confiné
respectivement dans un des deux puits. Ceci est en effet possible en faisant une combinaison
linéaire de fonctions d’onde a et b. Utilisant la notation P; et P, pour les distributions
de probabilité associées aux deux états métastables, on obtient respectivement P; ~ a et
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P; ~ a+ b dans le cas asymétrique, et P, ~ a+ b et P, ~ a — b dans le cas symétrique.

7.2.2 Définition mathématique

On peut se demander si la construction des états métastables a partir des vecteurs
propres de H est généralisable a des cas plus compliqués. La réponse a cette question se
trouve dans un travail récent de Gaveau et Schulman [167]. Dans la suite nous rappellerons
leurs résultats principaux. Nous considérerons un opérateur d’évolution construit a partir de
I'opérateur de Fokker-Planck, mais leur résultats s’appliquent a des opérateurs d’évolution
plus généraux.

Si un opérateur de Fokker-Planck est caractérisé par un spectre ayant les p valeurs propres
plus petites Aq,..., A, séparées des autres par un “gap”, on peut trouver une échelle de
temps t* telle que :

'\ <e pour i=1,...,p
1
t* )\

e << 1

<e€ pour i=p+1,.. (7.5)

t* est donc une échelle de temps beaucoup plus grandes que celles des excitations a
I'intérieur des états métastables et beaucoup plus petite que le temps nécessaire pour
en sortir. A des termes d’ordre € pres, on peut trouver de fagon unique p vecteurs propres
a droite |P;) :

— positifs : P(z) = (z|P;) >0
— presque stationnaires : H|P;)) ~0 Vi=1,..,p
— normalisés et non nuls en des régions différentes de 1’espace.
La derniére propriété est reliée au fait qu’il existe p vecteurs propres a gauche (Q;/, tels que

chaque Q;(x) est égale a un sur le support de P;(x), est nul ailleurs et satisfait les relations
de normalisation et orthogonalités suivantes :

(Qil Pj) ~ 6y (7.6)
De plus, toujours a moins de termes d’ordre ¢, I’'opérateur d’évolution s’écrit :
P
e 3 PR (7.7)
i=1

Les vecteurs |P;) ont donc toutes les bonnes propriétés pour représenter des états mé-
tastables : ils donnent lieu a des distributions P;(x) positives, normalisés a un, presque
stationnaires sur I’échelle de temps t* et non nulles en des régions différentes de 1’espace
des configurations.
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7.2.3 Moyenne uniforme sur les états métastables

Si ’hypothése ergodique qui donne lieu a la moyenne a la Edwards est correcte, ce
qu’on va supposer dans la suite, alors en utilisant la définition d’état métastable donnée
auparavant on obtient :

(AN =D (A); ot (A); = (Qi|A|P) (7.8)
i=1

ou lindice ({-))4 indique la moyenne sur la distribution dynamique P(S;,t). On peut
réécrire cette formule de la fagon suivante :

(Ane = T (7.9)

Dans cette notation le lien avec les états métastables apparait seulement a travers la valeur
de t* dans la trace. De plus, il peut étre aussi intéressant, comme il a été trouvé en [170]
et pour les verres de spins discontinus, de considérer des moyennes plates sur les états
métastables avec une certaine énergie, densité, .... Si l’on fixe la valeur de ’énergie E, par
exemple, on peut alors généraliser (7.9) de la fagon suivante :

(A (B,) = tr[0(E — E,) e "HA]  trg,[e T HA]

PN T GS(E — B,) e P H] T trg, et H]

Dans ce contexte I’équivalent de I'entropie configurationnelle ou de la complexité est le
logarithme du nombre d’états métastables, qui est défini de la fagon suivante :

Si-(E,) = Intr[6(E — E,) e "] = Intrg, [e™" 1] (7.11)

(7.10)

Quand t* — 0, on est en train de considérer comme état métastable chaque configuration
et, en effet, (7.10) coincide avec la mesure microcanonique (et (7.11) avec I’entropie & moins
d’une constante). Par contre quand t* = oo, (7.11) coincide avec la complexité.

La valeur de t* qu’il faut considérer devrait étre intermédiaire entre celle caractéristique
des excitations a l'intérieur des bassins et celle nécessaire pour sortir des bassins. L’ana-
logie avec les verres des spins discontinus et aussi les résultats de dynamique moléculaire
semblent suggérer que la premiere échelle de temps soit celle correspondante au mouve-
ment a l'intérieur d’une cage (73) et la deuxieme, celle qui correspond a la sortie de la cage
(Ta). Par conséquent il faudrait considérer ' une valeur de t* telle que 75 << t* << 7,
(si le scénario proposé est correct alors deux valeurs différentes de t* qui vérifient les deux
inégalités précédentes devrait redonner a peu prés le méme résultat).

Avant de terminer cette section il est important de remarquer que dans la démonstration
mathématique de Gaveau et Schulman, on fait I’hypothése que le nombre d’états méta-
stables p est fini et qu’il y a un gap. Ces deux hypothéses ne sont pas vérifiées pour les
systemes vitreux réels. Cependant, nous supposerons, guidés de I'analyse des cas simples
considérés précédemment, que ce formalisme soit applicable aussi aux systeémes vitreux
fragiles. Bien siir, cette hypothése & besoin d’une analyse et une justification ultérieure.

LA cause de la limite thermodyanmique des subtilités interviennent dans le choix de ¢*. Voir le preprint
I, pour une discussion de ce point.
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7.3 Analyse d’un modele de champ moyen

Dans cette section nous montrerons comment le formalisme introduit précédemment
s’applique a un verre de spins discontinu en champ moyen, i. e. le modeéle & p-spins
sphériques. Ceci nous permettra de vérifier que ce formalisme redonne les résultats corrects
en champ moyen (quand les états sont vraiment stables). De plus, 1’analyse de ce cas simple
nous permettra d’étudier les propriétés de la solution dynamique, qui est d’un type nouveau
par rapport aux solutions trouvées jusqu’a maintenant pour les équations dynamique de
champ moyen, et d’élucider les limites et la signification des approches purement statiques
utilisées jusqu’a maintenant pour obtenir des renseignements sur les états dynamiquement
stables.

7.3.1 Quelques détails techniques

La trace de l'opérateur d’évolution, restreinte aux configurations avec une densité
d’énergie Ey, peut se réécrire comme une intégrale fonctionnelle sur les champs de spin S;(t)
et les champs de réponse S;(t) [172] avec des conditions périodiques au bord sur S;(t). La
théorie des champs ainsi obtenue est appelée de Martin-Siggia-Rose-DeDominicis-Janssen
(MSRDJ) [157],[156],[158].

Apres avoir moyenné sur le désordre ?, (puisque le modele & p-spins sphériques est de champ
moyen) on peut effectuer 'intégrale sur les variables locales S;(t) et S;(t), en introduisant
les variables globales :

Ctt) = 5 (SO (7.12)

R0 = 3 {SmSW) =+ % (7.13)

pit) = + Y (805) (714

ou (-) indique la moyenne par rapport a la théorie de MSRDJ. Puisque I’on considére la
trace de 'opérateur d’évolution on s’attend a ce que C, R, D soient invariants par transla-
tion du temps et donc fonctions seulement de ¢ — t'.

L’intégrale fonctionnelle se réécrit en termes de C, R, D de la fagon suivante :

/ DC DR DD exp(NS(C, R, D)) (7.15)

2Nous avons calculé le logarithme de la moyenne de la trace. Tandis que la procédure correcte serait
de calculer la moyenne du logarithme de la trace. Cependant, au moins dans le cas statique les deux
procédures donnent lieu au méme résultat.
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ol 'action S est égale a :
t*
s = _ / dt (B,R(t,¢') + AR(1, ) — TD(t, )]+ (7.16)
0

+ % / " (D(t, YO (t,t) + (p — DR(t, ') R(', 1)CP2(t, 1))

~

A" 1
— —/ dt (C(t,t) —1)+ zTrInM
2/, 2

et 'opérateur M s’écrit :

_( R(tt) C(t)
M= ( D(t,t') R(t',t) ) ) (7.17)

La valeur de X est fixée et reliée & la valeur de D'énergie Ey (cf. 7.11) et la valeur de A
est choisie pour que la contrainte sphérique C(t,t) = 1 soit vérifiée. Dans la suite nous
considérerons des temps d’ordre un par rapport a N, par conséquent 'intégrale (7.15) peut
étre effectuée par la méthode du col. En imposant que C, R, D doivent rendre stationnaire
I’action S on obtient les trois équations suivantes :

C'(r) = —)\C(T)-i-QTR(—T)-f-g / ’ dt"CP it —t"R(t —t") (7.18)
+ p(p2— 1) /0 ; R(t —t")CP2(t —t")C(t" —t')dt"
R(r) = —)\R(T)+2TD(T)+§ / e (s — DY — ) (7.19)

+ p(p2— 1) /0 ; dt"CP2(t — t"YR(t — t")R(t" — t') + 6(7)
D) = —AD(r)+ 221 3 2 /0 t dt"D(t' — ") R(t" — t)CP2(t — ") (7.20)
+ p(pQ— 1) /0 ; dt"D(t — t")CP*(t — t")R(t" — ')

-
2zl > D9 / dt"R(t — ")R(t" — )R(t" — )CP (¢ — ") = \R(r)
0

En injectant les solutions de ces équations dans S on obtient I’entropie configurationnelle
(7.11). Il est intéressant de remarquer que ces équations deviennent celles étudiées pour la
dynamique du modele & p-spins sphériques [124, 25, 122, 164] si I'on considére des fonctions
non invariant par rapport a des translation du temps et 'on impose D = A = 0. En fait
D # 0 ne permet pas de trouver une solution causale [161]. Pour cette raison, au début des
études sur la dynamique, les solutions avec D non nul n’ont pas été considérées. Ensuite
il est apparu que ces solutions sont reliées aux instantons de la théorie dynamique, mais
jusqu’a maintenant trés peu de résultats ont été obtenus concernant ce point [162, 163].
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7.3.2 Caractéristiques de la solution dynamique et résultats

La solution des équations (7.18,7.19,7.20) est caractérisée par les propriétés suivantes :
1. elle est non causale (R(—7) # 0 pour 7 > 0) et est caractérisée par un D non nul.
2. elle satisfait I'invariance par translation du temps.

3. elle satisfait une généralisation (non causale) du théoréme fluctuation-dissipation :

10
- = R(—7) — 21
T 2-0(r) = R(~7) ~ R(7) (7.21)
4. quand on la remplace dans l'action on obtient un résultat non nul (d’ordre N).

Les propriétés (1) et (4) sont caractéristiques des instantons et sont reliées au fait qu’on
regarde des événements rares par rapport aux solutions dynamiques classiques. De plus, le
comportement de la solution pour des grandes valeurs de t* est différent selon qu’il existe
ou non des états (TAP) stables avec énergie Ej :

— ¢'il existe des états stables, alors la solution est du type :
1
Clr) = Cudr)+ 4
1
_l.

Dir) = 7Do) (tl)QD(ti*)

C(r),  R(1) = Re(r) +

ou la fonction R.(7) est causale, les fonctions C‘,R,f) sont d’ordre un seulement
quand leur arguments sont d’ordre un et B est une constante. En particulier les
fonction C.(7) et R.(7) correspondent a la relaxation & l'intérieur des états avec
énergie E, étudié en [122, 164]. Il est important de remarquer que les corrections en
1/t* ne peuvent pas étre négligées quand on calcule la trace, parce que on intégre sur
'intervalle de temps (0, t*) et donc elles peuvent donner une contribution importante.

— ¢’il n’existe pas des états stables, alors la solution est similaire a la précédente sauf
que D acquiert une partie d’ordre un :

AT
D(r)=D,(T) + D (—)

( ) 0( ) (t*) t*
et maintenant C'(7) et R(7) ne vérifient plus les équations de “relaxation a I'intérieur
d’un état” et il n’existe plus un régime de temps courts pour lequel R(7) est causal.

Nous avons vérifié que cette méthode (quand t* — oco) permet de retrouver la complexité
, i.e. le logarithme divisé par N du nombre des configurations dynamiquement stables, qui
est en général obtenue a travers des calculs statiques (en sommant sur les équations TAP,
en utilisant I’Ansatz a deux groupes a la Bray et Moore ou la solution & un pas de brisure de
la symétrie des répliques non-optimisée par rapport & m ou la méthode du potentiel). Pour
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Fic. 7.2 — Logarithme divisé par N de la trace de 'opérateur d’évolution en fonction
de la densité d’énergie e pour p = 3 et différentes valeurs de ¢* (de haut vers le bas
t* = 5,10,100, 1000, 2000). Les différentes courbes convergent vers la complexité statique
pour t* — oo.

effectuer ce calcul nous avons décomposé la solution dynamique, qu’on notera de facon
compacte Q(7;t*) = (C(r;t*), R(7;t*), D(T;t*)), en deux termes : Q(7;t*) = Qo(7;t*) +
Q1(7;t*)/t*, ol Qq est égale & :

(7.22)

aulrit) = (Cutr), mutr) + 21 2000

ou B et C sont deux constantes, dont les valeurs peuvent étre obtenues a partir des
équations (7.18,7.19,7.20) :

T = /Ot* dr(R(7) — Re(1)) ?—C; = /Ot* drD(r)

Si 'on remplace @ dans action, le terme ()/t* donne lieu & des contributions sous-
dominantes quand t* — oo, par conséquent la valeur de la complexité statique est égale a
S(Qo).

De plus, a température zéro nous avons pu résoudre les équations (7.18,7.19,7.20) et obtenir
le logarithme de la trace de 'opérateur d’évolution a énergie £ fixée pour un temps t*
quelconque. Le résultat est tracé en fig. 7.2 pour p = 3 et son expression analytique est :

0
dwpy(w + p€) In(1 — exp(—t*|w|)) +t* / dwpy(w + pElw  (7.23)

-0

“+00

s@=oe)- [

o0
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ou o(€) coincide avec le logarithme divisé par N du nombre de points de stationnarité
de I’énergie potentielle ayant une densité d’énergie £ [134]; tandis que p,(w + p€), qui est
la loi de Wigner centrée en —p& et de largeur /2p(p — 1), coincide avec la distribution
des valeurs propres du hessien de I’énergie potentielle autour des points de stationnarité
ayant une densité d’énergie £ [174]. Par conséquent, puisque que le spectre de 'opérateur
de Fokker-Planck pour un oscillateur harmonique de fréquence w est [172] : E, = (n +
1/2)|w| — w/2, la formule (7.23) est la méme que celle que l'on aurait obtenue en faisant
une expansion harmonique de ’énergie autour de chaque point de stationnarité (en incluant
ceux instables) et en traitant chaque point de stationnarité de facon indépendante.

7.3.3 Brisure de la symétrie des répliques a la Bray et Moore et
brisure de supersymeétrie.

Il y a vingt ans, pour analyser la phase de basse température du modele SK, Bray
et Moore [175] introduisirent un Ansatz, appelé & deux groupes, sur la matrice Qg p (cf.
chapitre 2.). A premieére vue les résultats obtenus par ce type de brisure de la symétrie
des répliques peuvent sembler étranges puisque : lim,_,o Z" # 1. En fait, Bray et Moore
montrerent que cet Ansatz permet de calculer la complexité, en particulier ils obtinrent que
pour le modele SK lim,,_,oIn Z" = No, oi1 ¢ est la complexité [176]. De plus, pour d’autres
modeles, la complexité fut calculée en sommant sur les solutions stables des équations TAP
([177], publication IIT) et ensuite il fut vérifié que I’Ansatz a la Bray et Moore redonnait
bien le résultat correct. Néanmoins la raison pour laquelle ce type de Ansatz permet de
calculer par la méthode des répliques le nombre d’états dynamiquement stables est restée
obscure jusqu’a maintenant. La procédure dynamique utilisée dans la section précédente
pour calculer la complexité nous a permis de dévoiler la signification de la brisure de la
symétrie des répliques a la Bray et Moore et d’expliquer pourquoi elle permet de calculer
la complexité.

En fait, en réécrivant la théorie des champs de MSRDJ en termes supersymétriques [172],
toutes les fonctions a deux points C, R et D peuvent étre englobées en [172, 178, 179] :

Q(1,2) = i 1= (Tt,0,,6)) (7.24)

=1

Sz(l) = S tl) + 0 Hlsz(tl) + cz(t1)01 + Qlcz(tl) (725)

oi1 61,6, sont des variables de Grassmann et ¢;(t), ¢;(t) sont les champs fermioniques.
La solution (Qy, qui replacée dans 'action S redonne la complexité, se réécrit dans cette
notation de la fagon suivante :

B /T 2C/T*
(*)?

Qc(l, 2) = (1 ( 92)[(91 + 02 — ((91 — 92)51gn(t1 — tz)

Q(L2) = Qc(1,2)+q+ (6161 + 0205) —— + 0:01050,— - (7.26)

0

o) €t =t =)
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ol ¢ est le parametre d’Edwards et Anderson et coincide avec la valeur asymptotique de
C.(7). La fonction Q. + ¢ est invariant par supersymétrie [172], & 'inverse des deux autres
termes en (7.26).

La forme de Q(1,2) ressemble & celle de la matrice @, 5. En effet, I’Ansatz & deux groupes
consiste en une matrice @, ; symétrique telle que 3 :

Qop = 1+— a=b<m (7.27)
m
B

Qap = 1—— m<a=b<n (7.28)
m
B

Qap = Q+E a#b, a,b<m (7.29)
B

Qap = ¢— — a#b, m<ab<n (7.30)
m

Qap = —% a<m, m<b<n (7.31)
m

ou il faut prendre les limites m — oo (qui rappelle la limite t* — oo)et n — 0 (qui rappelle
la supersymétrie). En effectuant respectivement l'intégrale sur les champs ou sur les spins
on se ramene a chercher la solution des équations d’extremisation d’une fonctionnelle de
Q(1,2) dans le cas dynamique (cf. eq. (7.16)) et de @, dans le cas statique (cf. eq. (3.5)).
En remplacant la solution des équations d’extremisation dans la fonctionnelle on obtient
la valeur du logarithme divisé par N de I'intégrale de MSRDJ, dans le cas dynamique, ou
de Z" dans le cas statique. Avec la notation supersymétrique les fonctionnelles dynamique
et statique coincident [178, 179] & moins d’un terme cinétique, qui est nul pour la solution
(7.26). De plus, les deux opérateurs Q(1,2) et Q,p se comportent de la méme facon par
rapport a la trace, la convolution ou le produit terme a terme. Par exemple on peut obtenir
facilement les identités suivantes :

Zf(Qa,a) = /dlf(Q(l, 1)) =2B

S F(Qus) = / d1d2/(Q(1,2)) = 2(/'(1) - J'(@))B + f(a) B> + 2/ (q)C
a,b
Troplog@ = Triplog@Q = —2log(1 — ¢) +1log[(1 — ¢ + B)* — 2¢C]

Par conséquent le calcul statique par la méthode des répliques, qui utilise I’Ansatz a
deux groupes, est “isomorphe” & celui dynamique. Ceci explique pourquoi la brisure de
la symétrie des répliques a la Bray et Moore permet de calculer la complexité ; en effet elle
n’est rien d’autre qu'une réécriture par la méthode de réplique du calcul dynamique pour
t* — o0. Il y a quand méme deux différences importantes entre les deux approches. D’abord

3En général I’Ansatz & deux groupes a été toujours appliqué & des modeles avec des spins d’Ising donc
les termes diagonaux de la matrice @, n’étaient pas présents. Les équations (7.27,7.28) correspondent &
une généralisation de I’Ansatz de Bray et Moore pour un systéme avec des spins sphériques.
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, dans le cas dynamique on n’a pas la liberté de choisir entre les différents Ansétze celui
qui redonne la complexité, mais il faut simplement résoudre les équations du mouvement.
Ceci rend la procédure dynamique non ambigué au contraire de celle statique. Ensuite,
il pourrait se passer que méme s’il existe une solution aux équations “statiques” fermées
sur les constantes ¢, B, C, il n’y aucune solution dynamique correspondante a ces valeurs.
Dans ce cas, le calcul statique prédirait un nombre exponentiel d’états stables quand le
calcul dynamique, qui est plus correct, ne le ferait pas®.

7.4 Conclusion

La dynamique de certains systemes, comme les liquides surfondus, les verres de spins ou
les parois magnetiques, est caractérisée par une séparation d’échelles de temps. D’une part
il y a des échelles de temps courtes souvent interprétées en terme de dynamique d’équilibre
de degrés de liberté “rapides”, qui correspondent par exemple a la dynamique a 'intérieur
d’une cage pour les liquides surfondus ou les fluctuations a I'intérieur des parois pour la
croissance de domaines. D’autre part, il y a aussi des échelles de temps longues, qui sont
responsables de la dynamique lente et hors équilibre du systeme, qui correspondent par
exemple aux rearrangements structurelles pour les liquides surfondus ou au mouvement
des parois pour la croissance de domaines. Dans le cas des liquides surfondus, 1’analogie
avec les verres de spins discontinus et les simulations numériques semblent indiquer que le
mouvement rapide correspond a une dynamique d’équilibre a I'intérieur d’un bassin ou d’un
état métastable, tandis que le mouvement lent est dii au fait que le temps nécessaire pour
sortir d’un bassin (grace a un saut d’une barriére énergétique ou entropique) devient de plus
en plus grand plus le temps passe, ceci donne lieu au phénomene dit du vieillissement. Le
concept de bassin joue donc un réle crucial dans ce scénario. Néanmoins, jusqu’a maintenant
I’image qu’on en avait était assez insatisfaisante. En effet d’une part pour avoir une intuition
on utilisait les structures inhérentes, qui peuvent donner une image fidele seulement a temps
trés courts (et méme dans ce régime de temps elles ne semblent pas étre cohérentes avec le
scénario proposé parce qu’elles prédiraient une température de transition nulle), et d’autre
part on avait a disposition, grace a ’analyse des modeles de champ moyen, le concept d’état
TAP ou état pur qui est pertinent seulement si les bassins ont un temps de vie infini.
Dans ce chapitre nous avons cherché a combler cette lacune. Nous avons rappelé la définition
mathématique d’état métastable (de bassin) [167] et nous avons proposé, en s’inspirant de
ces résultats mathématiques, une méthode pour calculer la valeur moyenne des observables
en faisant une moyenne uniforme sur les états métastables. Ceci devrait permettre, si
I’hypothese ergodique & la Edwards est correcte (ce qui reste un probleme ouvert!), d’avoir
une description pseudo-thermodynamique de la dynamique a grands temps d’un systeme

4Dans le preprint I nous avons présenté un argument heuristique qui suggere que cette différence entre
le calcul dynamique et statique des états stable pourrait survenir pour le modele SK. Cette différence
pourrait permettre de comprendre pourquoi le comportement dynamique est si différent entre les modeles
caractérisés par une brisure complete de la symétrie de répliques, comme le SK, et ceux caractérisés par
une brisure & un pas, comme le modele & p-spins sphériques.
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vitreux fragile. De plus, ’application de ces idées au modele a p-spins sphériques nous a
permis de dévoiler quelles sont les propriétés de la solution dynamique qui interviennent
dans ce type de calculs. Cette solution est d’un type nouveau par rapport a celles étudiées
jusqu’a maintenant et montre des propriétés caractéristiques des instantons. L’étude qui
nous avons menée peut se révéler utile en vue d’une application de la méme méthode a
des systemes en dimension finie ou de 1’étude des processus activés dans les modeles de
champ moyen. Enfin, nous avons établi un lien entre le calcul dynamique et la brisure de
la symétrie de répliques a la Bray et Moore, qui a permis de comprendre la signification et
les limites de I’Ansatz a deux groupes.



Chapitre 8

Conclusion

Les systemes désordonnés sur des réseaux completement connectés sont tres intéressants
d’un point de vue théorique parce qu’ils sont assez simples pour étre étudiés analytiquement
et en méme temps exhibent des comportements intéressants et inattendus. En particulier
le scénario physique, qui correspond a la brisure de la symétrie des répliques, est tres riche
et différent par rapport a ce qu’on trouve pour les systemes ordonnés et il est difficile de
penser qu’il aurait pu étre obtenu d’une facon autre que a travers une solution exacte.
Cependant, ces systémes ne contiennent pas certains ingrédients pertinents et exhibent
des simplifications drastiques par rapport a leurs correspondants en dimension finie. Par
exemple, comme nous avons souligné aux chapitres 2 et 5, les minima locaux de I’énergie
coincident avec la limite de température nulle des états purs pour les modeles compléetement
connectés. Cela n’arrive clairement pas pour les modeles désordonnés en dimension finie,
pour lesquels le paysage d’énergie est en général tres irrégulier et caractérisé par un nombre
exponentiel, dans le nombre de degrés de liberté, de minima locaux, sans qu’il y ait un
grand nombre d’états purs.

Pour comprendre comment les résultats obtenus grace a ’analyse des modeles complete-
ment connectés s’étendent en dimension finie, il faut d’ une part réussir a tenir compte
des effets physiques qui sont absents de cette analyse mais qui sont pertinents pour les
systemes réels, comme par exemple les événements rares diis aux fluctuations spatiales
du désordre. D’autre part il faut aussi comprendre comment la levée des simplifications,
caractéristiques des modeles completement connectés, change 1'image physique obtenue a
travers la solutions de ces modeles. Par exemple, la majorité des états purs qu’on trouve
dans ’analyse de basse température de ces systemes, disparaissent en dimension finie; en
général on dit de fagon un peu ambigué qu’ils deviennent métastables. Il est donc crucial
de savoir comment ceci va changer la description physique et de développer des techniques
qui puissent permettre d’obtenir des prédictions qualitatives et quantitatives.

Le travail présenté dans le chapitre 7 est un point de départ dans cette direction, mais
beaucoup reste encore a faire : de nombreuses hypotheses nécessitent une justification
ultérieure et différents points méritent une analyse plus approfondie. De plus, je pense
qu’une analyse des processus activés, déja dans le cadre du champ moyen, est cruciale
pour améliorer la compréhension de la dynamique vitreuse. D’un point de vue technique,
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Iétude des processus activés (en champ moyen) se traduit en une analyse d’événéments
rares, et donc de solutions instantoniques des équations du mouvement. Les propriétés de
la solution dynamique trouvée au chapitre 7 seront stirement d’aide dans la recherche de
la solution associée aux processus activés.

En outre, je pense que les systémes & connectivité finie peuvent étre tres utiles afin d’étendre
I'image physique obtenue a travers I’étude des systemes completement connectés. Dans
cette these je me suis principalement concentré sur les aspects statiques des systemes a
connectivité finie. Un prolongement naturel concerne les aspects dynamiques. D’une part
je pense qu’une étude de la dynamique hors-équilibre pourrait se révéler tres intéressante.
Ce travail devrait pouvoir étre effectué en généralisant la méthode variationnelle et I’ap-
proximation a un défaut, que nous avons développées dans cette theése, au cas dynamique.
D’autre part, concernant les problemes d’optimisation, je pense que le lien entre la dy-
namique de certains algorithmes (algorithmes stochastiques de recherche locale) et les
systemes de spins quantiques dilués (cf. chapitre 3) pourrait se révéler trés fécond et mérite
une analyse approfondie.

Enfin, un prolongement intéressant du travail sur les équations TAP dynamiques concerne
les verres de spins quantiques en champ moyen, qui ont recu beaucoup d’attention dans
les derniéres années [180]. Jusqu’a maintenant l’analyse de ces modeles a été effectuée
par la méthode des répliques ou en étudiant leur dynamique hors-équilibre. Je pense
qu'une approche TAP permettrait probablement d’obtenir une image physique plus in-
tuitive, comme cela arrive pour les systemes classiques. Techniquement, ’approche TAP
quantique peut étre effectuée par la méme méthode développée dans la publication V,
en exploitant I’écriture de la fonction de partition “quantique” en terme d’une intégrale
fonctionnelle, o 5 joue le role du temps.
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