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PREFACE, INTRODUCTION...

MOTIVATION

Physique statistique

L'exploitation systématique de l'invariance conforme des théories des
champs en deux dimensions [6] a produit des méthodes de calcul extré-
mement puissantes pour obtenir exactement les propriétés des modeles
de mécanique statistique a leur point critique et a grande distance (in-
frarouge). Les exemples classiques sont les systemes ferromagnétiques
multicritiques[23], les probléemes de percolation [40], les polymeres, et les
marches hamiltoniennes [[5, 4, 44} [43] : dans tous ces cas, les spectres d’ex-
posants critiques et de nombreuses fonctions de corrélation sont mainte-
nant connues exactement. Plus récemment, la relation entre l'invariance
conforme et la théorie des processus d’évolution stochastique de Loew-
ner (SLE) [45) [78] a fourni un point de vue différent et tres riche sur ces
questions, et ouvert la porte a la preuve rigoureuse de nombreux résultats
considérés exacts mais non démontrés par les physiciens.

Dans tous les modéles que nous avons mentionnés, le passage a la
description des propriétés infra-rouges par une théorie conforme est, si
on peut le dire, systématique : i) on trouve une reformulation du mo-
dele statistique par un modele de boucles qui ne s’intersectent pas; ii) on
interprete les boucles comme des lignes de niveau dans un modele de
hauteurs iii) le dernier est emporté par le flot du groupe de renormalisa-
tion vers un gaz de Coulomb [74]. L'approche par SLE fait aussi jouer aux
boucles sans intersections un role essentiel - elles sont alors interprétées
comme des interfaces entre différents domaines.

Il est certainement tentant de changer légerement la perspective, et
d’étudier les modeles de boucles indépendamment des modéles “classi-
ques” qui les ont motivés. Dans la plupart des cas, on se rend compte que
les boucles cachent des symétries. La raison simple de ce phénomene est
que ces boucles, au lieu d’étre interprétées de fagon duale comme des pa-
rois (dans un modéle de hauteur, par exemple) peuvent aussi étre considé-
rées comme des trajectoires de “particules” transportant un indice vivant
dans une certaine représentation d'un certain groupe. En fait, les modeles
de boucles possédent typiquement des symétries continues de groupes
de Lie [5, 61], de groupes quantiques [52], et méme des symétries conti-
nues qui contiennent les (super)algebres de Lie en tant que sous-algebres.
En [63], ces dernieres ont été appelées des algebres de symétrie étendues
ou, techniquement, elles se présentent comme le commutant des algebres
de Temperley-Lieb sur certaines chaines quantiques. On s’attend naturel-
lement que cette symétrie continue soit présente dans la théorie conforme
qui décrit les propriétés infra-rouges. Pour l'instant, les seules de théories



Préface, Introduction. . .

conformes avec symétrie continue relativement bien comprise sont les mo-
dele sigma de Wess-Zumino-Witten. Une question encore non résolue est
de caractériser les autres classes possibles [61], on y reviendra dans cette
these.
En revenant aux modeles de boucles, la relation avec les symétries
continues fait naturellement réaliser que la contrainte de non intersection
est tres spécifique, et impose en fait une extension considérable de la sy-
métrie de (super)groupe (quantique) naturellement présente [63]. Généri-
quement, on devrait introduire dans ces modeles des intersections. Bien
sur, cette simple modification rend immédiatement impossible la descrip-
tion en termes de modeles de hauteur ou d’interfaces. En fait, les pre-
mieres études sur le sujet [42] ont montré que, pour des symétries arbi-
traires, ou bien les intersections étaient irrelevantes, ou bien elles chan-
geaient profondément la classe d'universalité, la nouvelle classe étant de
type phase de Goldstone et, donc, peu intéressante, car les exposants des
opérateurs a k-pattes s’annulent tous. Il y a néanmoins, comme nous al-
lons le voir, des exceptions a cette regle un peu décevante. Il s’agit
* du modele de boucles avec fugacité 2 et vertex a 4 pattes, qui, nous
le verrons, est relié au modele sigma sur la supersphere $?5+1125 ~
OSp(2S +2|25)/ OSp(2S + 1]25)

* du modele de boucles avec fugacité o et vertex a 6 pattes, qui, nous
le verrons, est relié au modele sigma sur le superespace projectif
CPN-UN ~ U(N|N)/ U(N —1|N) x U(1).

Théorie conforme des champs

D’un point de vue assez différent, un des problemes les plus impor-
tants en théorie conforme des champs moderne est la quantification des
cordes se propageant sur des fonds qui définissent une correspondance
AdS/CFT [41]. La propagation d'une corde bosonique dans le fond M
peut étre reformulée a partir d'un modele sigma avec superespace cible
M [56]. La théorie conforme qui décrit, par exemple, la quantification de
la corde supersymétrique sur le fond AdSs x S° [59], est un modele sigma
avec espace cible homogene M = PSU(2,2|4)/SO(1,4) x SO(5), qui a
comme sous-espace de base AdSs x S°, et une action métrique standard.
Le modeéle sigma est conforme au niveau quantique et possede une symé-
trie continue globale, dans ce cas, PSU(2,2[4). Le point crucial, qui rend
le modele difficile, est ’absence d'une symétrie de Kac-Moody. Jusqu'a
présent, cette symétrie avait été absolument cruciale pour résoudre les
théories conformes avec symétrie continue. Par ailleurs, la présence d'une
symétrie globale de supergroupe rend la théorie conforme non seulement
non-unitaire, mais aussi logarithmique! La situation est telle que, jusqu’a
présent, le modeéle sigma n’est simplement pas résolu.

Dans ce contexte, de nouvelles méthodes d’analyse — analytiques ou
méme numériques — sont, comme nous allons le voir, les bienvenues.

SUJET DE LA THESE

Le contexte de cette these est I'étude des modeles sigma avec symétrie
continue et invariants conformes en deux dimensions, qui sortent du
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cadre traditionnel des modeles gaussiens ou des modeles sigma de Wess-
Zumino-Witten.

Les modeles sigma sur des superespaces symétriques, définis par une
action métrique standard, exhibent de telles propriétés [1]. Ils ont de plus
une particularité qui, sur le fond des modeles sigma invariants conforme
les plus étudiés, est assez intrigante, a savoir 1'existence d’une ligne de
points critiques sur laquelle la charge centrale ne varie pas alors que les
exposants changent. Les seules théories conformes connues a présent qui
sont relativement bien comprises et qui possedent cette propriété sont les
modeles gaussiens. L'intérét et la difficulté de ces modeles sigma vient
encore une fois du fait qu’ils ne possedent pas d’algebre de courant, au
moins génériquement sur la ligne critique. On montrera néanmoins (ce
qui était déja suspecté [g]), qu’ils possedent une algébre chirale qui est
beaucoup plus grande que l’algebre de Virasoro et qui garde ses carac-
téristiques sur toute la ligne critique, comme 1’algébre de Virasoro elle
méme.

Pour explorer ces nouveaux aspects d une théorie conforme, nous nous
sommes restreints a I'étude des modeles sigma les plus simples satisfai-
sant les critéres suivants : i) ’espace cible doit étre un superespace symé-
trique de rang un et compact; ii) la théorie continue doit admettre une
discrétisation dont I'algebre des matrices de transfert [19] est relativement
bien comprise aussi bien du point de vue de la théorie des représentations
que de la possibilité de faire des calculs numériques.

Les modeles sigma sur les supersphéres S2°1125, dont la sous-variété
de base est la sphere S2°*1, sont conformes et possédent une symétrie
continue globale de supergroupe de Lie OSp(2S + 2|2S). On va montrer
qu’ils admettent une discrétisation par un gaz de boucles, dont 1’algebre
des matrices de transfert est ’algébre de Brauer. Cette algebre a été étu-
diée depuis longtemps [58] et des résultats importants sur sa théorie des
représentations sont connus [20, [17]. De plus, une expérience importante
de calculs numériques sur les modeles statistiques, dont les objets sont des
boucles, a été déja accumulée [42].

Une autre série de modeles sigma conformes, qui satisfont les criteres
de simplicité mentionnés, ont comme espace cible les superespaces pro-
jectifs CPN~1IN, dont I'espace de base est CPN~1. Ces modeles possédent
une symétrie globale GL(N|N) et on va montrer qu’ils admettent une dis-
crétisation par un gaz de boucles, dont 1’algébre des matrices de transfert
est l'algebre de Brauer avec paroi.

L'étude des modeles sigma sur les superspheres , par le modeéle
de boucles associé, est 1’objectif principal de cette thése. Une étude moins
élaborée pour le modele sigma sur les superespaces projectifs CPN-1IN,
par le modele de boucles associé, est aussi effectuée.

La stratégie principale qu’on a adoptée dans la recherche des résultats
exacts sur ces modeles sigma est I'étude détaillé des symétries de la théorie
continue, d'un coté, et du modele discret, de 1’autre. Ce analyse permet de
fait le pont entre le comportement du modele discret et la théorie continue.

§25+1[25
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STRUCTURE DE LA THESE

Cette these suppose que le lecteur a des connaissances de base sur les
théories conformes et les modeles sigma, connaissances que nous ne rap-
pelons pas.

Le premier chapitre introduit les notions mathématiques utilisées au
cours de l'exposé. Pour mieux expliquer la différence entre les théories
des représentations des algebres et superalgebres de Lie on introduit les
concepts de base — produit tensoriel, (super)algébre enveloppante, Ca-
simir, dualité, forme invariante, solvabilité, simplicité, espace des poids,
systémes de racines, systemes de racines simples, représentation, modules
de plus haut poids, caracteres centraux, blocs — par contraste. Une discus-
sion importante de ce chapitre porte sur les représentations indécompo-
sables des superalgebres de Lie qui sont relevantes dans les applications
physiques aux modeéles de boucles et aux modéles sigma sur des superes-
paces symétriques. On conclut par la définition des supergroupes de Lie
GL(M|N) et OSp(R|2S) et on fait quelques remarques sur leur topologie.

Le deuxiéme chapitre commence par une breve discussion sur le role
de l'unitarité dans les modeles de physique théorique et continue par
une courte introduction a certaines théories non-unitaires appelées théo-
ries conformes logarithmiques. Dans la section suivante on introduit les
modeles sigma avec action métrique standard. Les différences essentielles
entre les modeles sigma avec symétrie de groupe de Lie, d"un coté, et sy-
métrie de supergroupe de Lie, de 'autre, sont discutées. Ensuite on ana-
lyse les déformations des modeles sigma par des termes de Wess-Zumino
ou des termes topologiques. Apres cette partie introductive, on classifie
dans la derniére section les modéles sigma métriques avec ligne de points
critiques sur des superespaces symétriques. On conclut par une revue des
approches possibles pour résoudre exactement ces modeles sigma avec
ligne critique, qui sont en interaction hautement non-linéaire.

Le troisiéme chapitre commence par une introduction rapide a la géo-
métrie de la supersphere. Ensuite on utilise des méthodes perturbatives et
non-perturbatives pour révéler quelques propriétés nécessaires d’'un mo-
dele discret dans la méme classe d’universalité que le modele sigma. On
continue en proposant un modele de boucles et en vérifiant que toutes
les contraintes dérivées précédemment sont satisfaites. Apres on étudie en
grands détails 1'algebre de symétrie complete du modele discret associé
au modele sigma sur la supersphére 532, Dans la derniére section on uti-
lise cette analyse pour élucider les dimensions conformes des opérateurs
de bord de la théorie conforme du modele sigma S3? et on propose une
généralisation a tous les modeles sigma $25+1125, Une observation impor-
tante sur la forme conjecturée de la fonction de partition est sa coincidence
avec la fonction de partition du modele de Gross-Neveu OSp(4|2) dans la
limite de couplage faible.

Le quatriéme chapitre commence par une définition des superespaces
projectifs CPN~1IN et des modeles sigma correspondants. On continue par
lI'introduction d’'un modele de boucles et d"une chaine quantique qui pos-
sedent toutes les symétries des modeles sigma superprojectifs CPN~-1IN,
Dans la derniere section on présente des calculs numériques qui sou-
tiennent 1’hypothese que le modele de boucles et la chaine quantique
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qu’on considere sont des discrétisations des modeles sigma superprojec-
tifs CPN-1IN,

Les deux derniers chapitres forment le cceur de la these. Dans chacun
de ces chapitres on découvre une discrétisation de modeles sigma inva-
riants conformes sur un réseau X par un modele statistique dont les objets
sont des boucles qui couvrent entierement =. A chaque vertex du réseau £
les boucles soit s’(auto)évitent soit s’intersectent. L’algebre des matrices de
transfert des modeles discrets admet naturellement une interprétation en
tant qu’algebre des invariants du supergroupe de symétrie OSp(2S +2|25)
ou GL(N|N). La fugacité des boucles contractibles est fixé a 2 dans le cas
de I’algeébre de Brauer et a o dans le cas de 1’algébre de Brauer avec paroi.
La fugacité des boucles non-contractibles détermine les conditions de bord
du modeéle discret et correspond dans la limite continue aux conditions de
bord du modele sigma.

Des arguments de théorie des représentations combinés a la solution
exacte de certains “sous-secteurs” et des calculs numériques montrent que
le poids des intersections correspond, dans la limite continue, au couplage
exactement marginal du modele sigma qui parametre la ligne critique.
L’analyse détaillée des symétries discretes - en particulier la structure des
blocs de l'algebre de Brauer - combinée a des calculs perturbatifs donne
lieu a une proposition pour, selon les cas, le spectre partiel ou complet de
la théorie conforme. Une dualité exacte est également conjecturée dans les
cas des modeles sur la supersphere.

Cette these a fait I'objet des publications suivantes :

— Constantin Candu and Hubert Saleur, A lattice approach to the confor-
mal OSp(2S + 2|2S) supercoset sigma model Part I : Algebraic struc-
tures in the spin chain. The Brauer algebra., accepté par Nucl. Phys. B,
numéro de référence : NPB-D-08-00181R1, preprint arXiv:0801.
0430,

— Constantin Candu and Hubert Saleur, A lattice approach to the confor-
mal OSp(2S + 2|2S) supercoset sigma model. Part II : The boundary spec-
trum., accépté par Nucl. Phys. B, DOl http://dx.doi.org/10.
1016/7.nuclphysb.2008.08.015

— Constantin Candu, Jesper Lykke Jacobsen and Hubert Saleur, New
universality classes of dense polymers and conformal sigma models, pre-
print arXiv:toappearsoon

qui ont été attachées dans I’annexe.
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APRES un bref rappel sur la théorie des algebres de Lie simples et, no-

tamment, du théoreme de Weyl, qui est central a la théorie des repré-
sentations de dimension finie, j'introduis les notions générales sur les su-
peralgebres de Lie. La premiere section de ce chapitre est conclue par une
discussion des représentations indécomposables qui sont utiles dans les
applications aux chaines quantiques et aux modeles sigma sur des super-
espaces symétriques. Dans la deuxieme section je définis les supergroupes
GL et OSp.






1.1. Superalgebres de Lie

1.1 SUPERALGEBRES DE LIE

1.1.1  Rappel sur les algébres de Lie

Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur le corps des nombres
complexes C . On va noter par End V 1’ensemble des transformations li-
néaires de V. On va appeler l'algebre obtenue en munissant End V' d’une
opération binaire, qui est le commutateur :

[x,y] := xy — yx, x,y € EndV

de deux endomorphismes de V par gl(V).
Une représentation linéaire d'une algébre de Lie L est une application
C-linéaire :
¢:L—gl(V),

ou linéaire tout simplement, telle que :

¢(lx y]) = [p(x), o(y)],

pour x,y € L quelconques. L'espace vectoriel V est appelé 'espace de base
de la représentation ¢. Souvent, lorsqu’on veut mettre en évidence 1'espace
de base de la représentation ¢, on dit que V — un espace vectoriel muni
d’une action linéaire de L — est un module de L.

La représentation ¢ est appelé fidele si ¢(x) = 0 implique x = 0. Selon
le théoreme de Ado, toute algebre de Lie a une représentation fidéle de
dimension finie. Ainsi, toute algébre de Lie peut étre considéré comme
sous-algebre de gl(V).

On peut associer a ¢ une représentation appelé représentation conjuguée
¢* par la formule :

9" (x) = =¢'(x),
ou ¢'(x) signifie la transposée de la matrice ¢(x). L'enchainement des
raisonnements qui suit prouve que ¢* est, en effet, une représentation de
l'algebre de Lie L :
[9*(x), 9" ()] = [(x)", 9" )] = ¢ (x)¢" (v) = @' (V)9"(x) = =" ([, 1) = ¢" ([, y])-
Dans le langage des modules, I'espace de base de la représentation ¢*
est 'espace vectoriel dual V* munie d"une action de L donné par :

(x - w)(v) := —w(x-v), veV, weVs,

oll w est une forme et v un vecteur.
Plus généralement, si

Hom(V,W)> f:V —-W

dénote 1'ensemble des applications linéaires de 1’espace vectoriel V dans
W, alors l'action de L définie par

(x-f)(0) :=x- f(v) = fx-0)

lui donne une structure de module de L. Cette action apparait de fagcon
naturelle a la suite de l'isomorphisme ¢ : Hom(V, W) — W ® V*, donné

par
¢(w® w)(v) = ww(x)
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et l'action traditionnelle de L sur le produit tensoriel M ® N de deux mo-
dules :
x-(m@n)=(x-mn+me (x-n).

Une algebre de Lie s’appelle simple si elle n’a pas d’idéaux propres.
Une algebre de Lie s’appelle nilpotente si la série d’idéaux

L°=1r, L' =1[%1), L2=[L,1),...

est finie. Selon le théoreme d’Engel, pour toute algebre de Lie nilpotente L
qui est une sous-algebre de gl(V) il existe une base de V dans laquelle les
matrices de L sont strictement triangulaires.

Une algebre de Lie s’appelle résoluble si la série d’idéaux

LO =, LV =[O, O], 1@ =0, 0], .

a un nombre fini de termes non triviaux. Selon le théoreme de Lie, pour
toute algebre de Lie résoluble L qui est une sous-algebre de gl(V) il existe
une base de V dans laquelle les matrices de L sont triangulaires. L'algebre
de Lie L est résoluble si et seulement si [L, L] est nilpotente.

Une algebre de Lie L a un idéal résoluble maximal unique. Cet idéal
est appelé le radical rad L de L.

Une algebre de Lie s’appelle semi-simple si son radical est zéro. Pour
une algebre semi-simple [L, L] = L.

Le centre Z(L) d’une algebre de Lie L est composé des éléments dont
le crochet avec tout autre élément de L est zéro.

Une algebre de Lie L s’appelle réductive sirad(L) = Z(L). Par exemple
la superalgebre gl(n) est réductive.

Le radical rad B d'une forme bilinéaire g : V x V' — C sur un espace
vectoriel V est définit par

radp={xeV|B(x,V)=0}

Une forme nondégénérée a un radical zéro. Soit ¢ : L — gl(V') une repré-
sentation d’une algebre de Lie. On peut définir une forme bilinéaire sur
L

Bv(x,y) = trv ¢(x)¢(y)

qui possede la propriété de symétrie

Bv(x,y) = Bv(y,x)

et d’invariance
pv(xly,z]) = Bv([x,y]z)

L'importance de la propriété d’invariance réside dans le fait que le rad
est un idéal de L. Le théoreme de Cartan prouve essentiellement que rad
est un idéal résoluble si ¢ est une représentation fidele. Pour une algebre
de Lie simple, qui n’a pas d’idéaux propres, toute représentation, outre la
représentation triviale, est fidele.

Soit ¢ : L — gl(V) une représentation d'une algebre de Lie L simple.
Soit x; une base de L et y; sa base duale par rapport a By, qui n’est pas
dégénérée. Alors 'endomorphisme

C(g) =Y o(x)p(y:)
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commute avec L. Selon le lemme de Schur, C(¢) est proportionnel a I'iden-
tité. Le coefficient de proportionnalité c(¢) se déduit de

try C(¢) = c(¢) dimV =} trp(xi)p(yi) = }_Pv(xi,yi) = dim L. (1.1)

Théoreme de Weyl

On est maintenant préparé a prouver le théoreme de Weyl.

Théoréme de Weyl Soit ¢ : L — gl(V) une représentation de dimension finie de 1'algebre

semi-simple L. Alors ¢ est entierement réductible.

La preuve détaillée du théoreme peut étre trouvée dans le livre a la fois
trés compact et complet de J. E. Humphreys [36]. Je vais présenter plus
bas I'idée générale seulement pour mettre en évidence ce qui empéche sa
généralisation.

On commence par un cas spécial. Soit W un sous-module simple, c’est-
a-dire irréductible, de V tel que le module quotient V/W est de dimen-
sion 1. Soit C(¢) le Casimir de L dans la représentation ¢. L'algebre de
Lie L étant semi-simple, c’est-a-dire [L,L] = L, toute représentation de
dimension 1 est triviale. Ainsi, C(¢) agit de facon triviale sur V/W. Se-
lon le lemme de Schur, C(¢) restreint a W est proportionnel a I'identité. La
constante de proportionnalité est strictement positive a cause de I'eq. (1.1).
Comme le Casimir C(¢) commute avec L, il fournit un endomorphisme
du module V. Le noyau Ker C(¢) ~ V /W et son image Im C(¢) ~ W sont
deux sous-modules de V dont l'intersection est zéro. On vient, donc, de
démontrer la décomposition V>~ W o V/W.

Avec ce résultat, est ensuite possible de démontrer, par induction sur
la dimension de W, que V est toujours une somme directe quel que soit
le sous-module W tel que dim V/W = 1, c’est-a-dire pas nécessairement
irréductible.

On considére maintenant le cas général d’un module M qui contient
un sous-module N. Soit V le sous-espace de Hom(M, N) composé des
applications linéaires f, telles que f|y o 1ly. Soit W le sous-espace de
Hom(M, N) composé des applications linéaires f, telles que f|y = 0.
Comme l'action de L envoie V en W, le dernier est un sous-module de
V tel que dimV /W = 1. Selon le cas spécial qu'on a traité plus haut,
V /W est un sous-module trivial de V, ce qui veut dire qu’il existe une
application f|y = 1y telle que 0 = (x - f)(m) = x- f(m) — f(x - m). Ainsi,
on vient de prouver que M ~ N @ Ker f.

Le point crucial dans la preuve c’est que la représentation triviale
d'une algebre de Lie semi-simple est la seule représentation irréductible
a avoir un Casimir nul. Comme on va voir dans la suite, la généralisation
de la semi-simplicité pour les superalgeébres de Lie assure que toutes les
représentations unidimensionnelles restent triviales, donc ont toujours un
Casimir nul, mais, par contre, il est tout a fait possible que le Casimir
d’une représentation non-triviale soit zéro.
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1.1.3 Superalgebres de Lie

Exemple 1.1

Exemple 1.2

Une algebre A sur C est une superalgebre s’il existe une décomposition A ~
Ay @ Aj telle que A Ap C Ayyp, 0ol les indices de gradation o, B € Z/27Z.
Pour un élément a € A, on dit que a est homogeéne de degré |a| := a.
Pour la suite, on suppose implicitement que a est homogene dans toute
expression qui fait intervenir le degré |a| de fagon explicite.

Pour un espace vectoriel gradé V ~ Vg @ Vi sur C 'algebre End V devient une
superalgebre si on la munit de la gradation suivante :

(EndV) ={acEndV |a Vs C Vyp}. (1.2)

Une superalgebre L = Ly @ L est une superalgebre de Lie si elle est
munie d'un crochet C-bilinéaire [ , | qui est super-anti-commutatif :

[a,6] = (=1)""I[b, a] (1.3)

et qui satisfait I"identité de super-Jacobi :

[[a,0],¢] = [, b, c]] = (=1)“"I[b, [a, c]]. (1.4)

La superalgebre End V devient une superalgebre de Lie notée par gl(V') si on la
munit du crochet

[a,b] = ab— (—1)11%pq.
Pour verifier 1'identité de super-Jacobi 1'identité suivante est tres utile
[a,bc] = [a,b]c + (—1)11¥p]a, c].

Une fagon équivalente de voir les superalgebres de Lie est la suivante.
Une superalgebre de Lie est un triplet (Lg, L, ¢), ol Ly est une algebre de
Lie, Ly est un module de L; et ¢ est homomorphisme ¢ : S?’L; — Lg qui
satisfait :

¢(a,b)c+ ¢(b,c)a+ ¢(c,a)b =0, a,b,c € L.

Ici "V dénote la n-eme puissance symétrique d’un module V.
Une représentation d’'une superalgebre de Lie L ~ Ly @ L1 est une ap-
plication linéaire :
¢:L—gl(V),

ot V =~ Vg @ Vj, telle que ¢(Ly) C gl(V), et

o([x,y]) = p(x)p(y) — (1) ¥p(y)p(x)

pour x,y € L homogenes quelconques. Ainsi défini I’espace de base V' ~
V5 @ Vi de la représentation ¢ est un module gradé de L. On peut associer
a ¢ une représentation conjuguée ¢* dont l'espace de base est le module
dual a V, cet a dire l'espace vectoriel V* ~ (V5)" @ (V;)" munie de 'action
suivante de L

(x-w)(v) = —(=1)H@lw(x - v), veV, weV, (1.5)

ou x et w sont homogenes.



1.1. Superalgebres de Lie

13

Pour M ~ My ® Mj et N ~ Ny @ N; deux modules de la superalgéebre
L ~ Ly @® Ly, on peut construire le module M ® N appelé produit tensoriel
de M et N, dont la gradation est donné par :

(M®N)02MO®NO@MT®N1
(M@N)iZMi(@Ng@M()@Ni,

et 'action de L est définie comme :
x-(men)=(x-m)on+ (~)H"me (x-n). (1.6)
Ainsi, a la suite de I'isomorphisme des espaces vectoriels
Hom (M, N) ~ N ® M*, (1.7)

I'action de L définie par

(x+ f)(m) s=x- f(m) = (=1)/f(x - m)

munit Hom(M, N) d’une structure de module de L, dont la gradation est

f(M;) C Nigg-

On appelle un homomorphisme de modules d’'une superalgebre de Lie L,
une application linéaire Hom;(M,N) > ¢ : My — N,y d'un module
M ~ My ® M;j a un module N ~ Nj @& Ny qui commute avec I'action de L.

Le théoreme d’Ado est applicable aux superalgebres aussi, c’est-a-dire
que pour toute superalgébre de Lie L ~ Ly @ Ly il existe un espace vecto-
riel V ~ V5 & Vi tel que L peut étre vu comme sous-algebre de gl(V). On
sous entend que Ly C gl(V),.

La définition de simplicité, nilpotence, résolubilité et semi-simplicité se fait
de la méme fagon que pour les algebres de Lie en sec.

Le théoreme d’Engel reste vrai pour les superalgebres de Lie, c’est-
a-dire que pour toute superalgébre de Lie nilpotente L ~ Ly ® L; vue
comme sous-algebre de gl(V) il existe une base homogene de V ~ V5 & V5
dans laquelle les matrices de L sont strictement triangulaires.

Le théoreme de Lie n’est plus valide, c’est-a-dire que ce n’est plus
possible de représenter les éléments de toute superalgebre résoluble par
des matrices triangulaires. Ceci est le cas de la superalgebre de Lie g[(1|1).

Une forme bilinéaire f sur une superalgebre de Lie L ~ Ly @ Lj est
appelé consistante si

supersymétrique si
Blx,y) = (=) VB(y,x)
et invariante si

B(xly,z]) = B([x, yl2).

L'étude des algebres de Lie commence naturellement par 1'étude de ses
idéaux. Avec les mémes arguments que pour les algebres de Lie, I'étude
des idéaux des superalgebres de Lie peut étre ramenée a 1'étude des radi-
caux des formes bilinéaires sur L qui possedent les propriétés de consis-
tance, supersymétrie et invariance. Comme le critére de Cartan n’est plus
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1.1.4

valide pour les superalgebres, les radicaux de ces formes ne sont pas né-
cessairement solubles.

Une superalgebre de Lie L ~ Ly © L; s’appelle classique basique si L est
simple, L est réductive et L admet une forme consistante, symétrique et
invariante. Pour une superalgebre de Lie simple toute forme consistante,
symétrique et invariante est soit non-dégénérée soit s’annule identique-
ment. De plus, deux formes consistantes, symétriques et invariantes sont
proportionnelles.

Soit L ~ Ly @ L; une superalgebre de Lie classique basique dont B est
une forme consistante, symétrique et invariante. Soit ¢ : L — gl(V) une
représentation irréductible de L. La représentation ¢ est nécessairement
fidele si dimV > 1, car dans le cas contraire Ker ¢ est un idéal propre
de L. Soit x; une base homogene de L et y; sa base duale par rapport a
la forme B. La consistance de B implique |i| := |x;| = |y;|. Alors on peut
définir un élément de End V' qui commute avec L appelé le Casimir de la
représentation ¢ :

C(¢) = L ¢(x)o(yi) = Y (=) p(yi)p(x)-
1 1
On appelle sous-algebre de Borel d’une superalgebre de Lie L ~ Ly ®
L7 une sous-algebre résoluble maximale. Kac a prouvé dans [46] qu'une
superalgebre de Lie L ~ Ly ® Lj est résoluble si et seulement si Lj est
résoluble. Ainsi, toute sous-algébre de Borel d"une superalgebre L ~ Ly @
L; contient nécessairement la sous-algebre de Borel de L;.

Superalgebres de Lie classiques basiques

On va noter la superalgebre gl(V) également par gl(m|n) ou m = dim V;
et n = dim V7. Pour définir une forme consistante, supersymétrique et in-
variante sur gl(V) introduisons la représentation matricielle suivante pour

a € EndV: ;
14
. (7 5), (1.8)

ot w € EndVy, 6 € EndVy, B € g1 = Hom(V;, V) et, finalement,
v € ¢1 = Hom(V, V7). Notons que les matrices a avec v = B = 0 sont
paires, tandis que celles avec « = J = 0 sont impaires. En utilisant les
isomorphismes canoniques Hom(V, W) ~ W ® V* on obtient la décom-
position suivante de la partie impaire

gl(V)i>Ve@VioVieVy=¢1®g (1.9)

en tant que modules de gl(V)5 ~ go = gl(Vg) @ gl(V7).

Si les indices de gradation de V ~ V5 @ V;7 sont vus comme apparte-
nant au Z et non pas au Z /27, alors gl(V') acquiert, par la méme eq. (1.2),
une structure gradée sur Z :

gl(V)~ g 1P 0P Q1. (1.10)

Soit ey, ...,e, une base de Vj et ey41,...,em+n une base de Vj. Si Eji
est la base canonique de End V'

Ei]ek = (5£ei,
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alors le crochet de la superalgeébre gl(V) a la forme explicite
P & g p
[EiJ’EkI] _ 5]kEil _ (_1)(Ii\+|j\)(\k\+\l|)(5llgkf,

A T’aide de 'homomorphisme (des modules) supertrace str : End V —
C défini par
stra=tra —tré

on peut construire une forme consistante, supersymétrique et invariante
donnée par
Bv(x,y) = strxy, x,y € gl(V). (1.11)

L’'invariance et la supersymétrie de By peuvent étre déduites seulement
du fait que str est un homomorphisme de modules.

L'ensemble des éléments de gl(V) avec supertrace zéro constitue un
idéal noté par sl(V) ou sl(m|n). Apreés un calcul direct dans la base ca-
nonique de End V il est possible de démontrer que les seuls idéaux de
gl(V) sont sl(V) et les endomorphismes proportionnels a l'identité idy ou
idj44. Il y a deux cas possibles.

Si m # n alors sl(V)Nidy = @. A nouveau, aprés un calcul direct
dans la base canonique de End V, on montre que s[(V) ne peut pas avoir
d’idéaux et, donc, est simple. De plus, comme

sl(V)g ~ sl(Vg) +sl(Vg) +u(1)

est réductive, alors sl(m|n) est classique basique, car la forme invariante
dans I'éq. est non dégénérée lors de sa restriction a sI(V). On peut
prendre comme générateur de u(1), par exemple, I'élément

m m+n
n) Ei+m ) Ej
i=1 j=m+1

de la superalgebre de Lie sl(m|n).

Si m = n alors idy, constitue le seul idéal de s[(n|n) et, donc, la super-
algebre quotient psl(n|n) = sl(n|n)/Cidy, est simple.

La partie paire de psl(n|n) étant semi-simple

psl(n|n)y = sl(n) @ sl(n),

dong, réductive et la forme invariante de 1'éq. non-dégénérée mo-
dulo Cidy,, la superalgebre psi(n|n) est basique classique. Notons que
méme si on a utilisé I'espace vectoriel V pour construire la forme inva-
riante de psl(n|n), V est exactement le noyau Cidy -V ~ V de la projection
canonique du quotient 7t : sl(n|n) — psl(n|n), ce qui veut dire que V est
équivalent au module trivial de ps((n|n).

Notons que les superalgebres sl(m|n) avec m # n et psl(n|n) ont la
méme décomposition de la partie paire en tant que module de la partie
impaire que celle dans 1'éq. et on peut leur attribuer la méme struc-
ture gradée sur Z que dans l'éq. (1.10).

Soit (+,+) : V. x V. — C une forme bilinéaire, consistante, supersymé-
trique et non-dégénérée sur V ~ V5@ Vi et pr: V® V — C la projection
associée

VR wW 5 (v,w).
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La superalgebre osp(V) ou osp(m|2n) est définie comme la sous-algebre
de gl(V) qui commute avec pr. Autrement dit, osp(V) laisse invariant le
produit scalaire (-, ) :

osp(m|2n), = {a € gl(V)y | (a-v,w) + (=) (v,a-w) =0, v,weV}.
La partie paire de la superalgebre est
osp(m|2n)y ~ so(m) ® sp(2n)
tandis que la partie impaire a la structure suivante
osp(m|2n); ~ Vo @ Vi

en tant que module de osp(m|2n);. Notons que V; et V; sont auto-duaux
en tant que modules de so(m) et, respectivement, sp(2n). Munie de la
forme consistante, symétrique, invariante et non-dégénérée de gl(V) la
superalgebre osp(m|2n) devient classique basique.

Pour donner la forme explicite du crochet on introduit la matrice

Gij = (e €j) (1.12)

ol ¢; est une base homogene de V. Soit ¢ la base de V* duale a ¢; en V*.
Le produit scalaire (-, -) réalise un isomorphisme entre le module V et le
module dual V* donné explicitement par

el = Glle;, (1.13)
ot G/ Gjx = 5}'{. Notons l'ordre inverse des indices dans la formule
G = (e,e).

La représentation matricielle de —x agissant sur V* dans 1'éq. expri-
mée en terme des éléments de matrice de x agissant sur V s’appelle la
super-transposée de x :

(xst)]f‘ — (_1)|imz‘|+|j\)xij,

Le module V étant auto-dual, il doit exister une transformation d’équiva-
lence entre x € osp(V) et x*. En utilisant I'isomorphisme entre V et V* de

'éq. (1.13) on obtient
ty i I ik
(x° )]. = Gjx G’

On peut prendre en tant que générateurs de osp(V) les matrices dont
’action sur les bases de V et de V* sont

Tijek _ (5£3i _ (_1)(\i|+|f\)\k\(;kief (1.14)
le = Glie; — (—1) Ui+l gl

En utilisant I'inclusion osp(V) C gl(V), I'isomorphisme gl(V) ~ V@V
des modules de osp(V) et la déf. du module produit tensoriel, on
obtient a partir des égs. la forme explicite du crochet

T/, 1] = o1} - (~1)kG,GirT)
 (— ) UHID GHG, TP — (—1) DRI ST ]
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Superalgébre enveloppante

Soit V ~ V; @ Vj un espace vectoriel gradé. Soit V® la somme directe des
puissances tensorielles de V' :

Ve = é vk,
k=0

ot V¥ := C. Doté de la gradation
|vl®"'®vk| = |U1|+...+|vk|’

et de la multiplication V& @¢c V& = V&(k+)) Tespace vectoriel V¥ ac-
quiert la structure d’une superalgebre, appelé superalgebre tensorielle T(V')
sur V.

Soit L = Ly @ Lj une superalgebre de Lie et Z 'idéal généré en T(L)
par les éléments de la forme :

[a,b) —a@b+ (—1)p @ 4.

La superalgebre U(L) := T(L)/Z est appelée la superalgebre enveloppante
de L. I’action de L sur le module puissance tensorielle L¥* induit une
action de L dans la superalgebre enveloppante U(L) qui est, donc, un
module (infini) de L.

Le théoreme suivant est indispensable a la théorie des représentations
des superalgebres de Lie.

Théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt  Soit L ~ Ly ® Li une superalgebre de Lie, b, ..., bp une

1.1.6

base de L et f1,..., fr une base de Ly. Alors les éléments de la forme :
i b FE, i,.ig €N, ji,...,jr € {0,1}
sont une base de U(L).

La preuve peut étre trouvée dans [69].

Systémes de racines

Soit L ~ Ly @® Lj une superalgebre de Lie classique basique. On appelle
sous-algebre de Cartan de b toute sous-algebre de Cartan de l'algebre de
Lie Lj. Les racines de I’algebre de Lie Ly sont appelées des racines paires de
L. Les poids de L1 en tant que module de I'algebre de Lie Lj sont appelés
des racines impaires. Les sous-systemes des racines paires et impaires sont
notés par Ay et Az, respectivement.

La sous-algebre de Cartan b, est engendrée par les matrices dia-
gonales. Pour décrire le systéme de racines de la superalgebre gl(V) on
introduit une base dans f);[( donnée par

ei(E]) =4, 1<i<m
5(E]) =), 1<i<n,

ott j < m + n. Le systéme de racines de gl(m|n) est alors

No={ei—eyU{d—d}, DN ={*eFo}
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ouij<metkl <mn.
Le systéme des racines de sl(m|n) s’obtient par la restriction de bg(|n)
a sl(m|n). Cette restriction induit une équivalence des poids de sl(m|n)

modulo la super-trace :
str = 2(51 — Zek
i k

ou brievement hs[ (mln) = bg[ (m|n) /C str.
Les poids de b, sont des élément de b, qui s’annulent lors-
qu’on les évalue sur I’ 1dentité idy,, c’est-a-dire

Brein _{chs +Zbkek+Cstr€f)sr (nln) |Eaz+zbk—0} (1.15)

Cette contrainte implique que les poids J; et €, ne sont plus linéairement
indépendants dans D st (n[m)-
Pour décrire le systeme de racines de osp(m|2n) on choisit la forme

invariante de 1’éq. (1.12) comme

0 id, | O 0
() = id, O 0 0
o 0O o0 0 —id, |’
0 0 |id, 0
si m = 2r est paire et
0 id, 0] O 0
id, 0 0| O 0
(") = 0O 0 1] 0 0 ,
O 0 0] 0 -—id,
0O 0 0]id, 0
si m = 2r + 1 est impaire. Alors les matrices
hi — Eii . Ei+ri+r’ i S r
W=E/—E.,"", m<i<m+n

sont une base de gy (uj2n)-

Si on prend comme base de h* les formes linéaires :

osp(m|2n)
ek<Ejf> =58, k<r,
_ 5l ] i
5i(E j ) 5l+m 5z+m+n’ 1<n

alors les racines paires de osp(2r|2n) sont
Ao = {*ei+€}inj U {6+ 4},
les racines impaires de osp(2r|2n) sont
A; = {+ei £ 6}
les racines paires de osp(2r + 1|2n) sont

Ay = {j:ei + €j, iei}i# U {i(Sk + (Sl},
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et, finalement, les racines impaires de osp(2r + 1|2n) sont

AT = {j:ez- + (Sk, :E(Sk}.

Pour toutes les superalgebres qu’on a considérées plus haut, la forme
invariante B de 1'éq. restreinte & la sous-algebre de Cartan h reste
non dégénérée. Elle réalise un isomorphisme ¢ : h — h* donné par

¢(h) (1) = B(h,1).

Ainsi, la forme invariante de 1'éq. restreinte a h induit en h* un
produit scalaire symétrique non dégénéré, qu'on dénote par (-,-) pour
gl(m|n) et par 2(-,-) pour osp(m|2n), qui le munit d"une structure d’espace
pseudo-euclidien. Les éléments de matrice du produit scalaire (-,-) dans
la base €;, J; de h* ont la méme forme :

<€i/€j> = 51']', <6k151> = —(Skl, <€i/ (5k> = 0,

pour gl(m|n) et osp(m|2n).
Le groupe de Weyl W du systeme de racines A est par définition le
groupe de Weyl de Ag. Le vecteur de Weyl p est défini comme

0 = pPo— P1,
ou
20=) w (1.16)
IJ(EAIT

pour i € Z;. L’action modifiée du groupe de Weyl est alors par définition

woA=w-(A+p)—p. (1.17)

Systémes de racines simples

Soit V ~ V5 @ Vj la représentation fondamentale d'une superalgebre de
Lie classique basique L ~ Ly ® Li de la sec. Le choix d’une base
totalement ordonnée dans V ~ V4 @ V; induit un ordre total dans la sous-
algebre de Cartan de gl(V) et, donc, dans l'espace de poids I de gl(V).
Lorsque L est une sous-algebre de gl(V) alors son espace de poids X est un
quotient de I'. Ceci est le cas de toutes les superalgebres de Lie classiques
basiques sauf pour la série ps((n|n).

A ce stade, il faut mentionner que au lieu de traiter la série psl(n|n)
séparément du reste des superalgebres de Lie classiques basiques, a cause
de la fagon tres particuliere dont les poids de psl(n|n) sont dé-
finis a partir des poids €;,0; de gl(n|n), il est plus pratique de com-
prendre la théorie des représentations de la superalgebre de Lie sl(n|n)
par les mémes moyens que la théorie des représentations des superal-
gebres sl(m|n), n # m et osp(m|2n), et, ensuite, de construire les repré-
sentations de psl(n|n) par induction. La procédure d’induction est tres
simple, car si V est une représentation de sl(n|n), alors elle consiste, es-
sentiellement, a calculer la valeur propre e du générateur central idy, de
sl(n|n) sur V. Si e # 0 alors la représentation induite

. apsi(nfn) v, :
mds[(n‘n) V=V/id), V



20

Chapitre 1. Notions mathématiques

est la représentation triviale et si e = 0 alors le noyau idy, V = eV de
I'induction est zéro.

Reprenons notre discussion sur les espaces de poids I' et X. L'ordre
total dans I' induit un ordre total dans X. La notion de positivité dun
poids de L est bien définie, c’est-a-dire, tout poids est soit positif soit
négatif. Une base sur IN du systeme de racines positives de L est appelée
systeme de racines simples. Le choix du systéme de racines simples, dans le
systéme de racines positives, n’est pas unique, contrairement a la situation
analogue des algebres de Lie semi-simples. Voyons plus en détail d’ou
provient cette différence de comportement.

On peut renverser la logique. Fixons une base Ay sur Z du systeme
de racines complet A de L. Ce choix définit un ordre total sur X qu'on va
noter <,,. De plus, différents choix de base donnent des définitions dif-
térentes pour l'ordre total et, donc, pour le systeme de racines positives.
Soit s € GL(V) une transformation linéaire qui permute les vecteurs de
base de V. Les transformations de similarité sLs~! ne sont des automor-
phismes de L que si s préserve la gradation L ~ Ly @ Lj. Ceci est le cas
si et seulement si s est homogene et, donc, permute des vecteurs de base
pairs avec des vecteurs de base pairs et des vecteurs de base impairs avec
des vecteurs de base impairs. D’un c6té I’automorphisme s change la défi-
nition de l'ordre total sur I' et, par conséquent sur X aussi. De 1’autre coté
I'auto-morphisme s de L est représenté dans X par une réflexion de Weyl
ws. Par définition, une transformation de Weyl change le signe d’une ra-
cine et, donc, transforme nécessairement au moins une racine simple dans
une racine négative. Par conséquence ws - Ag est un systéme de racines
simples qui définit un nouvel ordre total <, ., sur X. Au cas ot I'image
<yy.a, est I'ensemble de tous les ordres totaux possibles, alors il devient
clair, vu l'injectivité de I'application Ay —<,,, que chaque ordre total <
et, donc, systeme de racines positives, détermine un seul systéeme de ra-
cines simples Ag. Autrement dit, si l'action du groupe de Weyl W sur
les vecteurs de base de V. ~ V; @ Vj est transitive alors un systeme de
racines positives arbitraire détermine un seul systéme de racines simples.
Comme, dans le cas général, YV ne permute pas les vecteurs de base pairs
avec les vecteurs de base impairs alors son action n’est pas transitive.

Comme pour les algebres de Lie simples on peut représenter la classe
d’équivalence des systemes de racines simples WV - A par des diagrammes
de Dynkin [46]. Selon la discussion précédente, une superalgebre de Lie
classique basique aura nécessairement plusieurs diagrammes de Dynkin
possibles.

Parmi les choix possibles de systémes de racines simples Ay d"un sous-
systéme de racines positives d"une super-algebre de Lie classique basique
L il existe toujours un choix préférentiel ou Ag ne contient qu'une seule
racine impaire. Ce systeme de racines simple est appelé systeme de racines
simples distingué. En effet, on peut vérifier que ce choix est pour sl(m|n),
ol m # n, donné par

01 =02, .., 041 —0n, 0y —€1, €1 —€2,..., €y_1 — € (1.18)

avec l’ordre total
01 >0 >+ > €y,



1.1.8

1.1. Superalgebres de Lie

21

pour osp(2r + 1|2n) est donné par
01—02,...,0,-1—0y, 0y —€1, €1 —€2,..., €E4—1 — €, €y, (1.19)
et pour osp(2r|2n) — par
61— 00,0, 0y_1—0n, 0y —€1, €1 —€2y..., €41 — €, €1+ €, (1.20)
avec |'ordre total dans les deux cas

01 >0 > - > €.

Modules de plus haut poids

Soit L ~ Ly @ L; C gl(V) une superalgebre de Lie classique basique, ot
V ~ V@ Vj est I'espace de base de la représentation fondamentale. Le
choix d"une base totalement ordonnée de V induit une décomposition des
éléments de la superalgebre de Lie L dans une partie diagonale h — la
sous-algebre de Cartan, une partie n* nilpotente triangulaire au dessus
de la diagonale et une partie n~ nilpotente triangulaire en dessous de la
diagonale. Dans ces notations, les éléments de n™ ont un poids positif par
rapport a b, tandis que n~ ont un poids négatif.
Par abus de langage, on va appeler la superalgebre de Lie

b=hH+n"

une sous-algebre de Borel. Notons que ce n'est pas la sous-algebre résoluble
maximale. Ceci peut étre vu sur 'exemple de gl(1|1), qui est entierement
résoluble. De la méme fagon que dans la théorie des représentations des al-
gebres de Lie simples, les représentations irréductibles de la sous-algebre
de Borel b sont toutes de dimension un. Soit M ~ Cv une telle représen-
tation, ot1 v est le seul vecteur de base de la représentation unidimension-
nelle. Alors l’action de la sous-algebre de Cartan b sur M

h-v=A(h)v, hep (1.21)

définit une forme A € h* qui est appelée le poids de M ou, plutét, le plus
haut poids de M a cause de 'action triviale de n*

+

n-v=_0, nen’. (1.22)

Si M est un module d"une superalgebre de Lie L et v € M satisfait les
eqgs. [1.22), alors v est appelé vecteur maximal de poids A.

Pour un b-module M(A) de plus haut poids A on peut définir par
induction un module de la superalgébre L

Z(A) =U(L) @ M(A), (1.23)

appelé module de plus haut poids A.

Les modules Z(A) sont infinis et n’admettent des quotients finis que
pour des valeurs particulieres du plus haut poids A. Une propriété tres
générale des superalgebres de Lie est que tout module indécomposable
a un sous-module maximal unique. Le quotient du module de plus haut
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poids Z(A) par le sous-module maximal est, donc, une représentation ir-
réductible S(A) avec plus haut poids A. L'étude des sous-modules de plus
haut poids de Z(A) revient a l'identification des vecteurs maximaux, ot
un vecteur maximal est, par définition, un élément de Z(A) sur lequel
n™ agit de fagon triviale, c’est-a-dire comme dans 1'éq. (1.22). Avant de
passer a 'analyse de sous-modules des modules de plus haut poids des
superalgebres de Lie classiques basiques, il est particulierement utile de se
rappeler les faits suivants sur la théorie des représentations des algébres
de Lie simples.

Soit Z(L) le centre de 'algebre de Lie enveloppante U(L) d'une al-
gebre de Lie simple L et soit Z(A) un module de plus haut poids de L.
L'action de Z(L) sur Z(A)

z-v=x(2)0 (1.24)

définit une application x, : Z(L) — C appelée le caractere de Z(A). Le
caractere x, n’est pas uniquement déterminé par le poids A. En effet, si
Z(A) contient un vecteur maximal v, de poids y, alors il engendre un

sous-module Z() et, par la déf. (1.24),
z -0y = Xu(z)vy.
En méme temps, selon la méme déf.
z-v, = XA (2)vp, vy € Z(A)
ce qui nous amene a conclure que
Z(n) CZ(A) = Xr=Xp- (1.25)

La caractérisation de la classe d’équivalence des poids qui définissent un
seul caractere est connue sous le nom du théoréme de Harish-Chandra
[36]. Si deux poids A et u définissent un seul caractére x, = xj, alors on
va dire que les poids A et u sont équivalents et on va noter cette relation
d’équivalence par A ~ p.

Théoreme de Harish-Chandra  Soit x, le caractere défini par le poids A, x, le caractere défini

par le poids p et p le vecteur de Weyl. Alors x, = xy, c’est-a-dire A ~ p, si et
seulement si A + p et u + p se trouvent dans la méme orbite du groupe de Weyl

W.

Ensuite, il est possible de montrer, par construction explicite d"un vec-
teur maximal, que si A + p et u + p se trouvent dans la méme orbite de W
et 4 < Aalors Z(u) C Z(A). Cela donne l'implication inverse & et,
donc, on peut résumer les derniers résultats sous la forme

Z(p)CZ(A) & pu~xA & W-(u+p)=W-(A+p) (1.26)

Les classes d’équivalence des poids, par rapport a la relation d’équivalence
~, s’appellent des blocs.

Le bloc est une notion trés générale qui apparait dans 1’étude des repré-
sentations indécomposables de tous les types d’algebres non-semi simples
(dans notre cas cette algebre est U(L)). Elle est définie, dans le cas géné-
ral, comme la classe d’équivalence des représentations irréductibles qui
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sont connectées, par paires, par des représentations indécomposables au
sens suivant. Deux représentations irréductibles S et S’ se trouvent dans
le méme bloc si et seulement si il existe une série de représentations indé-
composables

I, I, ..., In

telle que
SNl # @, LN #Q, SNI, #@

pouri=1,...,n.

Pour établir 1’équivalence de cette définition généralisée avec la défi-
nition précédente il suffit d’ordonner les poids d"une orbite du groupe de
Weyl dans une série croissante g < Ay < ... et pour chaque paire A; < A;
de prendre en tant que modules indécomposables I; les modules de plus
haut poids Z(A;), Z(Ait1), ..., Z(A)).

La notion de bloc n’est pas fréquemment rencontrée dans le cadre de
la théorie de représentations finies des algeébres de Lie simples a cause
des faits suivants. Comme on a vu de 1'éq. (1.26), les poids u de tous les
vecteurs maximaux d'un module Z(A) de plus haut poids A peuvent étre
obtenus par 'action modifié du groupe de Weyl

woAd=w-(A+p)—p.

Le point crucial a remarquer est que dans chaque orbite de 'action mo-
difiée du groupe de Weyl il existe juste un seul poids dominant. Cette
affirmation est connue aussi sous une autre forme — l’action modifiée du
groupe de Weyl permute les chambres de Weyl. Cela veut dire que si on
est intéressé par les représentations de dimension finie des algebres de Lie
simples, dont les plus hauts poids sont des poids dominants, alors chaque
bloc ne contient qu'une seule représentation irréductible, ce qui est en ac-
cord avec le résultat général du théoreme de Weyl Comme on va
voir dans la suite, pour les superalgébres de Lie le théoreme de Harish-
Chandra n’est plus vrai. La possibilité qu'un bloc contienne plus qu'un
poids dominant reste, donc, ouverte. Aprés ce rappel sur la théorie des
représentations de plus haut poids des algebres de Lie simples on revient
au traitement des représentations des superalgebres de Lie classiques ba-
siques.

Pour les superalgebres de Lie la situation est beaucoup plus compli-
quée. Tout d’abord, a partir du théoreme de Poincaré-Birkhoff-Witt '} de
la sec. la restriction d'un module de plus haut poids Z(A) a Lg ad-
met un quotient de dimension finie si et seulement si A est dominant par
rapport au systéme de racines simples de Lj induit par 1'ordre total du
systéme de racines simples de L. Pour s((m|n) cela veut dire que les labels
de Dynkin de A, par rapport aux racines simples paires du systéme
de racines simples distinguées, sont des entiers, car le systeme induit des
racines simples de Lj est un sous-ensemble du dernier. Dans le cas de
osp(m|2n), le systeme de racines simples de L induit du systéme
distingué de racines simples de L contient une racine supplémentaire
25,. Pour que Z(A) ait un quotient fini il faut que les labels de Dynkin de
A soient des entiers par rapport aux racines simples paires du systéme de
racines simples distinguées et par rapport a 2J,, aussi.

'Le carré dans U(L) d'un générateur fermionique de L est zéro.
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Apres avoir identifié les modules de plus haut poids Z(A) qui ad-
mettent un quotient fini on se demande naturellement combien de quo-
tients finis possibles il y a. Comme on va voir dans la sec. il est
en effet possible que le quotient fini ne soit pas uniquement déterminé.
Il devient alors utile de distinguer entre deux types de poids. Un poids
dominant d’une superalgeébre de Lie classique basique est appelé typique
sil est le seul poids dominant dans son bloc. Un poids dominant d"une
superalgebre de Lie classique basique est appelé atypique s’il n’est pas le
seul poids dominant dans son bloc. L'identification des blocs des superal-
gebres de Lie classiques basiques est le sujet de la section suivante. Cette
section est utile pour évaluer correctement le degré de complexité que les
représentations indécomposables peuvent atteindre.

Blocs des superalgebres de Lie

On a introduit la définition de bloc d'une algebre de Lie simple dans la
sec. La on a parlé aussi de cette notion dans le cadre de la théorie
des représentations des algebres non-semi-simples génériques. De cette
définition générale, deux poids p et A se trouvent dans le méme bloc si
et seulement si les caracteres des représentations de plus haut poids Z(A)
et Z(u) coincident x, = x;. Cette condition établit une relation d’équiva-
lence notée par A ~ p.

De la méme fagon que pour les algébres de Lie on démontre que si A
et 1 se trouvent dans la méme orbite de I'action modifiée du groupe
de Weyl W, alors A ~ p. Il se trouve que I"équivalence des poids A ~ u
est possible en dehors des orbites de W. Dans [47] Kac a montré que si

(A+p,a) =0 (1.27)
pour une racine impaire a de norme nulle
(a,0) =0

alors

XA = XA+Ca-
L'idée est la suivante. Soit v, le vecteur de plus haut poids du module de
plus haut poids Z(A), B la seule racine impaire du systéme distingué de
racines simples et F.g les générateurs de plus haut poids +p par rapport
a la sous-algebre de Cartan h. Alors la condition que le descendant au
niveau un

U/\_’B = F_)gv/\

soit un vecteur maximal revient a demander que
Fﬁv/\—ﬁ X Hﬁv)\ = <)\, ,B>UA = O,

(A, B) = (A+p,a) =0.

Ensuite on utilise I'invariance des caracteéres x, sur les orbites de Weyl
et la transitivité de l'action du groupe de Weyl sur le sous-systeme de
racines impaires pour arriver a la condition (1.27). La condition est
aussi appelée condition d’atypie pour le poids A.
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Les blocs des superalgebres de Lie ont, donc, la structure suivante [54),
72]. Soit ay, . .., &, I’ensemble maximal de racines paires de norme nulle li-
néairement indépendantes qui satisfont la conditions d’atypie (1.27), alors

X/\ = X)\+C0é1 +...C0€k

et le bloc de A est de la forme
Al =Wo (A+Caj +...Cay).

L’entier k est appelé le degré d’atypie du bloc du poids A. Notons que si k > 0
alors le bloc [A] contient une infinité de poids dominants. On voit, donc,
qu’'un poids dominant est typique, c’est-a-dire est le seul poids dominant
dans son bloc, si et seulement si il ne satisfait aucune condition d’atypie,
ou si le degré d’atypie du bloc est k = 0.

Au final, il est utile de retenir un critére nécessaire pratique pour dé-
terminer si deux poids se trouvent dans le méme bloc — leur Casimir doit
étre le méme.

Classes de modules indécomposables relevantes pour les applica-
tion physiques

On a vu dans la sec. que les poids dominants se divisent en deux
classes — typiques et atypiques. Comme les poids typiques sont les seuls
dans leur bloc, le module de plus haut poids Z(A) admet un quotient
irréductible fini unique S(A). Ils sont les analogues des représentations ir-
réductibles des algebres de Lie simples : i) le théoreme de Harish-Chandra
de la sec. reste vrai pour les poids typiques; ii) on peut calculer les
caracteres des représentations irréductibles correspondant aux poids ty-
piques par une formule du méme type que la formule de Weyl

H ZwEW(—l)l(w)e(w'()‘JFP))(H)

XA = tI‘S(A) e = Zwew(_l)l(w)e(w'f’)(H) ’

ot [(w) est le nombre de réflexions élémentaires par lesquelles un élé-
ment w du groupe de Weyl W peut étre exprimé. [| Ici, par réflexions
élémentaires on comprend les réflexions qui correspondent aux racines
du sous-systéme de racines simples paires induit par le systéeme distingué
de racines simples.

Le fait qu'on sache d’avance qu'un poids A est typique permet de
construire explicitement le quotient fini unique irréductible S(A) du mo-
dule de plus haut poids Z(A). En effet, soit A le plus haut poids de Z(A)
par rapport au sous-systéme de racines simples paires induit par le sys-
téme distingué de racines simples. Notons par Sp(A) la représentation ir-
réductible de la sous-algebre paire Ly de plus haut poids A. On peut la
promouvoir de fagon triviale a une représentation de Ly 4 n;. La repré-
sentation induite

S(A) = indp ., So(A)

2Seulement le nombre minimal de réflexions élémentaires par lesquelles un élément
arbitraire w € W peut étre exprimé est bien défini. Ce nombre s’appelle la longueur de w.
Malgré cela, la parité (—1)!(®) est définie de facon non-ambigué pour toute décomposition
possible de w en produit de réflexions élémentaires.
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est alors finie, selon le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt de la sec.[1.1.
et, dong, irréductible car elle est un quotient de Z(A).

Les représentations irréductibles avec poids atypiques peuvent consti-
tuer des indécomposables. On est confronté au probleme de classification
des structures de représentations indécomposables possibles. Selon la dis-
cussion de la sec. ce probleéme se résout, effectivement, par blocs. 1l
est, ainsi, utile de parler de la théorie des représentations d’un bloc. Le
degré de complexité varie considérablement d’un bloc a 'autre selon le
degré d’atypie du bloc. Germoni a montré en [26] que si le degré d’atypie
du bloc est k > 2 alors ses représentations indécomposables ne peuvent
pas étre classifiées, c’est-a-dire identifiées par un nombre fini de para-
metres, car la théorie des représentations du bloc est de type dit sauvage.
Ce comportement est fortement décourageant a la premieére vue.

Néanmoins, 'expérience déja acquise montre que dans les applica-
tions physiques on n’a pas nécessairement besoin de savoir classifier
et construire toutes les représentations indécomposables possibles. Dans
I’étude des chaines quantiques du ch. [3| on est intéressé par les représen-
tations indécomposables qui sont engendrées par les puissances tenso-
rielles V®! de la représentation fondamentale V de osp(m|2n). Pour toute
chaine de longueur finie, les représentations engendrées peuvent étre, évi-
demment, classifiées, c’est-a-dire identifiées a I'isomorphisme pres par un
nombre fini de parametres. Il n’est pas du tout évident que ceci reste vrai
dans la limite de longueur infinie. On va voir dans le ch. 3| que ceci est le
cas pour la chaine V®L de o0sp(4]2).

Un autre exemple vient des modéles sigma sur les superespaces sy-
métriques M ~ G/H. Les représentations relevantes sont celles qui ap-
paraissent dans la décomposition de I’espace fonctionnel Ly(M). Pour les
modeles sigma sur les espaces symétriques, le choix de 1’espace Ly(M) est
partiellement justifié par 1'unitarité de l’action quasi-réguliere du groupe
de Lie G. Tout de méme, 'argument ultime est la nécessité de 1’existence
de la fonction a deux points pour tous les opérateurs du modele sigma.
Plus spécifiquement, 1’action des modeles sigma s’annule pour des confi-
gurations constantes des champs Cela veut dire que les modes zéro
se factorisent dans la mesure de l'intégrale fonctionnelle. Pour que les opé-
rateurs de la théorie de dimension classique zéro aient une fonction a deux
points bien définie a I'ordre zéro dans la théorie des perturbations il est né-
cessaire qu’ils soient de carré intégrable sur des configurations constantes
des champs, méme si 1'espace cible est non-compact. Les fonctions de l'es-
pace Ly(M) ne forment pas une algebre, c’est-a-dire L, (M) n’est pas clos
par rapport a la multiplication des fonctions. On aurait, donc, envie de
dire que la classe de représentations pertinentes pour les modeles sigma
n’est pas close par rapport au produit tensoriel. Ceci serait, pourtant, une
conclusion précipitée.

Pour comprendre ce désaccord apparent, considérons pour l'instant
I'espace symétrique principal chiral compact qui correspond a un groupe
de Lie G. Soit R(G) l'espace des fonctions composé des combinaisons
linéaires finies des éléments de matrice des représentations unitaires fi-
nies de G. Cet espace posséde une structure d’algébre par rapport a la
multiplication de fonctions. En effet, le produit des éléments de base
de R(G) s’interpréte comme le produit tensoriel de deux représenta-



1.1. Superalgebres de Lie

27

tions irréductibles et, donc, peut étre décomposé dans une somme fi-
nie des éléments de R(G). En fait, l'algebre des fonctions R(G) pos-
seéde une structure plus riche d’algebre de Hopf, dont la comultiplication
A : R(G) — R(G) ® R(G) est définie par

Af = Zai ® b;,

ot les fonctions a;, b; € R(G) sont définies de fagon unique par 'action
réguliere du groupe G sur R(G)

f(hk) = Zai(h)bi(k)'

Pour plus de détails sur les structures algébriques qu’on peut définir sur
’espace de fonctions R(G) voir [81) [68]. Pour nous il suffit de savoir que
'action réguliere a droite et a gauche de l'algebre enveloppante U(g)
admet une représentation dans l'espace des opérateurs différentiels sur
R(G), ot on a noté par g la superalgebre de Lie du supergroupe G. Le
lien entre R(G) et Ly(G) est établi par le théoreme de Peter-Weyl [14], se-
lon lequel R(G) est un sous-espace dense de L(G). L'espace L,(G) est en
fait plus grand que R(G), car il peut contenir des combinaisons linéaires
infinies d’éléments de R(G), mais convergentes par rapport a la mesure
de Ly(G). Ces combinaisons linéaires infinies sont la généralisation de la
représentation en série de Fourier d’une fonction dans L,(S!) au cas des
fonctions dans Ly(G). Les éléments de matrice des représentations uni-
taires finies sont les fonctions propres de 1’'opérateur de Laplace-Beltrami
sur R(G).

L’analyse harmonique des espaces symétriques compacts M ~ G/H
peut étre déduite de ’analyse harmonique sur le groupe G. Soit R(M) I'al-
gebre des fonctions sur M qui est close sous la multiplication. Elle peut
étre vue en tant que sous-algeébre de R(G), par restriction aux éléments
de matrice des représentations irréductibles de G qui sont invariants sous
l'action réguliere a droite du sous-groupe H. Notons que R(M) ne pos-
séde plus de comultiplication. Par la factorisation de la mesure

du(G) = du(M)du(H)

on voit tout suite que R(M) est dense en Ly(M). Les fonctions de L, (G)
admettent aussi une décomposition en série de Fourier généralisée.

Des résultats similaires existent pour les espaces symétriques non-
compacts [48]. La différence principale est que l'algebre des fonctions
R(M) est engendrée par les éléments de matrice des représentations uni-
taires infinies. Les fonctions de Ly(M) admettent une décomposition en
intégrale de Fourier. De facon analogue a la mécanique quantique d’une
particule libre, c’est-a-dire a 'analyse harmonique de Ly(R) en tant que
module de U(1), R(M) n’est plus un sous-espace de Ly(M), car les fonc-
tions propres de 'opérateur Laplace-Beltrami ne sont pas de carré inté-
grable. Dans le langage de la mécanique quantique, les fonctions propres
de l'opérateur de Laplace-Beltrami sont “normalisables au sens de la fonc-
tion 4”.

Dans tous les cas considérés, les représentations unitaires qui appa-
raissent dans la décomposition de L, (M) sont identifiées par un seul label
— leur plus haut poids.
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Une généralisation du théoréme de Peter-Weyl pour les supergroupes
et, plus généralement pour les superespaces symétriques M ~ G/H
n’existe pas encore. Vu que le théoreme de Peter-Weyl a plusieurs formes
dans la littérature, soyons plus précis sur ce qu'on veut dire par cela. On
voudrait avoir une caractérisation exacte de la classe des représentations
du supergroupe G dont les éléments de matrice sont tels que : i) ils en-
gendrent une algébre R(M) sous la multiplication des fonctions ii) les
éléments de Lp(M) admettent une représentation en série ou intégrale
de Fourier par rapport a la base de R(M). Notons que pour les super-
groupes il n’existe pas de superespaces symétriques principaux chiraux,
c’est-a-dire des superespaces homogenes avec structure riemannienne qui
admettent deux actions du supergroupe G, qui commutent entre elles,
et une structure de supervariété de supergroupe [82]. P| Méme si le ré-
sultat désiré n’existe pas encore, la résolution de l’analyse harmonique
détaillée de Ly(MC) pour les supergroupes GL(1|1), SL(2|1), PSL(2|2)
laisse deviner la réponse [71, [71, 29], oi1 on a noté par M un espace sy-
métrique principal chiral de G. Dans tous ces cas, 'espace des fonctions
L,(M©E) se décompose sous I'action réguliere, a gauche ou a droite, du
supergroupe G dans une somme directe des représentations indécompo-
sables dites projectives et qu’on va définir dans la sec. Chaque cou-
verture projective d"une représentation irréductible, notion qu’on va définir
dans la sec. apparait avec une multiplicité donnée par la dimen-
sion de la représentation irréductible correspondante. L'article de Scho-
merus et Quella [57] indique que ce scénario doit étre valide pour tous
les supergroupes de type I, c’est-a-dire qui admettent une Z-gradation de
méme type que GL(N|M). Notons que les représentations adjointes des
algebres non-semi-simples finies [3] se décomposent aussi que dans des
représentations projectives. Il est, donc, trés probable que 'algébre recher-
chée R(MPC) est engendrée par les éléments de matrice des représenta-
tions projectives, car cette classe de représentations possede la propriété
recherchée de cloture par rapport au produit tensoriel. Plus que cela, on
n’a besoin que d’un seul label pour identifier les représentations indécom-
posables dans cette classe, car, comme on va le voir dans la sec. il
existe une bijection entre les représentations projectives et les représenta-
tions irréductibles.

Mentionnons aussi qu’on peut montrer que si M ~ G/H est un su-
perespace symétrique compact, alors le sous-espace de fonctions R(M) C
Ly(M) muni de structure d’algebre close sous la multiplication des fonc-
tions, dont on demande également qu'il soit dense en Ly(M), ne peut
pas étre vu comme sous-algeébre de R(M?C) par restriction, ot M est
un espace principal chiral. En fait, de la non-compacité nécessaire de
MEC [82] et de I'hypothese de compacité de M, on peut déduire que
R(MC)NR(M) = @.

On va conclure cette section en remarquant que la classe des représen-
tations indécomposables dont i) les éléments peuvent étre classifiés par
un nombre fini de parametres et ii) qui est close sous le produit tensoriel,
est beaucoup plus grande que celle des représentations projectives et, en
méme temps, beaucoup plus petite que la classe des représentations en-
gendrées par les éléments de matrice de la représentations fondamentale

3En fait, pour étre plus précis, la seule exception est le supergroupe OSp(1|2n).



1.1.11

Définition 1.1

1.1. Superalgebres de Lie

29

et de sa conjuguée [27]. Ainsi, la cldture de la classe des représentations
pertinentes aux applications physiques par rapport au produit tensoriel
est nécessaire mais pas du tout suffisante.

Modules projectifs, injectifs, standards, co-standards et bascu-
lants

La définition exacte de représentation projective est assez abstraite.

Le module P d’une superalgébre de Lie L ~ Ly @ Li est appelé projectif si pour
tout homomorphisme surjectif h : M — N et homomorphisme f : P — N il
existe un homomorphisme g : P — M tel que ho g = f.

Les homomorphismes #, f, ¢ sont des homomorphismes de modules,
c’est-a-dire ils commutent avec 'action de la superalgebre L. La notion de
module projectif fait partie du vocabulaire de base de la théorie homo-
logique des représentations, dont la référence classique est [[7] et moins
classique [3]]. Dans un langage catégorique la définition est équivalente a
l'affirmation que tout diagramme

M—% N
Tf
P

peut étre étendu a un diagramme commutatif

M—%N . (1.28)

A titre illustratif, pour voir comment la déf.|1.1{fonctionne en pratique,
démontrons la propriété suivante : si P est un module quotient d'un certain
module M alors il existe un sous-module N de M tel que M ~ N @ N.

En effet, 'hypothese que P est un module quotient de M est équiva-
lente a 1’existence du diagramme

ML)P 7

[

P

ou id est I’homomorphisme identité. Selon la définition de projecti-
vité (1.28) ce diagramme implique 'existence d’'un homomorphisme g

M——»P

tel que hho g = id. De la surjectivité de & il en résulte que g est injectif et,
donc, P est aussi un sous-module de M. En méme temps, ker h est aussi
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un sous-module de M. Au final, on voit que e = g o h est un endomor-
phisme idempotent de M qui satisfait e|p =~ id et e[, = 0. On a donc
prouvé la décomposition M ~ kerh @ P, ou I'idempotent e projette sur P
et I'idempotent complémentaire 1 — e projette sur ker h. [

Une autre conséquence de la déf. est la propriété suivante des
modules projectifs

M ~“—N* (1.29)

N *
EF N lf
P*

ou M*,N*,P* sont les modules duaux et h*, f*,¢* sont les homomor-
phismes induites par dualité. Explicitement, si 1 : M — N est un homo-
morphisme alors I'homomorphisme dual induit #* : N* — M* est défini
par

(n*(v))(m) = v(h(m)). (1.30)
On vérifie immédiatement de 1'éq. que si h est surjectif alors h* est
injectif. Comme h** = h on en déduit que l'inverse est vrai aussi, d’ou la
forme du diagramme (1.29).

Un module I qui satisfait la méme propriété que P* est appelé module
injectif. On démontre de la méme fagon que pour les modules projectifs,
que si un module injectif I est un sous-module d'un module arbitraire M alors il
existe un module N tel que M ~ I © N.

Remarquons que les représentations irréductibles S(A), qui corres-
pondent aux poids typiques A, sont trivialement projectives et injectives
dans la catégorie des modules finis. En effet, par la définition d'un poids
typique, le module simple S(A) est seul dans son bloc, dans la catégorie
des modules finis. Le seul homomorphisme non-trivial dans ce bloc est
I’'homomorphisme identité et les définitions de projectivité et injectivité
sont vérifiées de fagon triviale. La forme

BA(X,Y) = trgn) Ra(X)RA(Y),

avec A typique, est non-dégénérée, consistante, supersymétrique et inva-
riante pour toutes les représentations irréductibles R) : L — gl(S(A)), des
superalgebres de Lie classiques basique sauf psl(N|N). Ceci prouve que
S(A) sont des représentations auto-duales. L'affirmation reste vraie pour
ps[(N|N), mais la preuve se fait par induction a partir de s[(N|N), comme
expliqué au début de la sec.[1.1.7}

Ce résultat se généralise aux représentations projectives, c’est-a-dire
les classes des modules projectifs et injectifs coincident. Par conséquence
les modules projectifs ne peuvent pas étre des constituants des représen-
tations indécomposables plus grandes.

Pour calculer les représentations projectives il est utile de connaitre les
résultats suivants de la théorie homologique des représentations :

i) I'induction
ind} P = U(g) ® P
d’une représentation projective P d’une sous-algebre arbitraire s C g est
une représentation projective de g;
ii) la restriction
res{ P
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d’une représentation projective P de g a une sous-algebre s C g est une re-
présentation projective. Dans les calculs pratiques on peut prendre en tant
que s la sous-algebre g et en tant que P toute représentation irréductible
de gg.

La définition standard de couverture projective d'une représentation
arbitraire nécessite 1'introduction de notions supplémentaires. De fagon
alternative, on préfére définir la couverture projective P(A) d'une repré-
sentation irréductible S(A) comme la représentation projective indécom-
posable dont le quotient par le sous-module maximal est S(A). Avec cette
définition, si on suppose que P(A) existe, il en résulte, par applications
enchainées du diagramme a

MC P(M) S(A)

)

M'—— P'(A) 5(A)

que si P(A) et P/(A) sont deux couvertures projectives alors il existe un iso-
morphisme P(A) ~ P’'(A). Pour prouver l'existence de la couverture pro-
jective il suffit de montrer que pour toute représentation irréductible S(A)
il existe une représentation projective I'T(A) (pas nécessairement indécom-
posable) et un homomorphisme surjectif / : II(A) — S(A). Soit W un mo-
dule arbitraire de gy qui apparait dans la restriction de resg S(A), c’est-a-
dire f : W < resg; S(A), alors on peut prendre en tant que IT(A) le module
indg, W et en tant que & I'homomorphisme surjectif h(u xw) = u - f(w),
ottu € U(g) et uxw € U(g) ®y g, W est I'image de u ® w par induction.
Il y a une maniere tres pratique de construire des quotients de mo-
dules de plus haut poids Z(A) qui sont relevants dans les applica-
tions aux modeles sigma sur les superespaces symétriques non-compacts.

On pose alors
I%(Z(A)) = R(MO) @yq) Z(A). (1.31)

Ici R(M©) est l'algebre des fonctions sur le superespace symétrique prin-
cipal chiral M© pour le supergroupe G, qui a été introduite a la fin de la
sec. Par exemple, 'espace de fonctions L, (M) peut étre vu comme
induit a partir de I'espace de fonctions Lz(Mg ) sur la sous-variété de base
Mg

Ly(M®) = R(MC) @y ) L2(MS).

Cette procédure d’induction nécessite, quand méme, une compréhension
trés exacte de I'espace fonctionnel R(M©) et de sa structure algébrique.
En fait, on peut définir des procédures d’induction analogues a 1'éq.
en utilisant aux lieux de l'algebre de fonctions R(M©) tout autre bi-module
de U(g) qui est mieux compris que U(g) lui méme.

On va briévement mentionner deux autre classes de représentations
indécomposables qui sont importantes dans l'approche purement mathé-
matique a la théorie des représentations des superalgebres de Lie — les
modules (co-)standards et les modules basculants. Ils ont été introduits
dans le but de simplifier le calcul des représentations projectives a travers
des relations de dualité a la Bernstein-Gelfand-Gelfand [12].

Les modules standards et co-standards sont définis de maniere diffé-
rente pour les superalgebres de Lie classiques basiques de type I et pour
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1.2

1.2.1

le reste. Une superalgebre de Lie classique basique g est dite de type I si
elle admet une gradation sur Z de la méme forme que gl(m|n)

g=9-11+8 +9-1,

ol g5 = go et g1 = g—1 + g1. Soit A un poids dominant de gy et Sp(A)
une représentation irréductible de gy de plus haut poids A. Elle peut étre
étendue de fagon triviale a une représentation E (1) de plus haut poids A
pour la superalgebre s, = go + g1 et a une représentation E_(A) de plus
bas poids A pour la superalgebre s_ = go + g—1

resﬁj E+(A) = So(A), g+E+(A) =0.

Les modules standards sont les modules de Kac K(A) et le module co-
standard sont les modules de Kac duaux K(A) définis par

K(A) = U(g) ®s, E+(A), K(A) = U(g) ®s_ E-(A).
Les modules de Kac sont reliés par la relation de dualité
K()\ - ZPi) >~ K*(/\),

ou pj a été défini dans 1'éq. (1.16).

Pour les superalgebres de Lie classiques basiques qui ne sont pas de
type I les modules standard sont définis par une procédure d’induction
de type (1.31). Pour définir les modules co-standard on a besoin de définir
aussi le dual régularisé de R(M®) comme par exemple en [68].

Enfin, un module basculant M est défini par les propriétés suivantes
i) M a une filtration

M=V,DViD---DV, D0

dont les sous-quotients
Vi/ Vit

sont isomorphes a des modules standards;
ii) M a une filtration

M=V,>V;D>---DV; D0

dont les sous-quotients
Vi/Viga

sont isomorphes a des modules co-standards;

iii) il n’existe pas de module indécomposable N tel que N/M est un mo-
dule standard ou, de fagon équivalente, il n’existe pas de module N tel
que N/M est un module co-standard.

SUPERGROUPES DE LIE

Supergroupes de matrices

Les supergroupes de Lie peuvent étre définis de plusieurs fagons. On va
commencer par la fagon classique qui est aussi la plus simple.
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Soit B une algebre de Grassmann sur C a L générateurs, ol1 L est suffi-
samment grand pour que son choix n’influence pas les constructions qui
suivent. En d’autres mots, B est 1'algebre extérieure de 'espace vectoriel
CL

B=A\C" (1.32)

Les éléments de B sont des puissances extérieures d’ordre k = 0,1,...,L
des vecteurs de base de I'espace vectoriel CL. L'algébre de Grassmann B
est, ainsi, munie d"une graduation sur Z concentré dans {0,1,...,L}. La
graduation induite = : Z — Z/2Z munie B ~ By ® By d'une structure de
superalgebre super-commutative comme défini dans la sec. Remar-
quons qu’un élément b de B est inversible si et seulement si sa projection
sur la composante de degré k = 0 de B est non-nulle. On va noter par
rad B le radical de B, c’est-a-dire 'idéal des éléments nilpotents.

Soit V.~ V5 @ V; un espace vectoriel sur C avec dimVy = m et
dim V5 = n. On va noter par la suite 1'évaluation de la Z/2Z-graduation
de tous les objets par | - |. On associe & V un module de B

U=B®cV (1.33)

gradué comme |u| = |b| + |v|. L'ensemble des endomorphismes Endp U
acquiert une structure de superalgebre avec la graduation

¢€E1’1d3u1 |(P|:[X - ¢'u€th+\u\'

Le sous-ensemble des endomorphismes inversibles et paires de Endp U
est appelé le supergroupe GL(m|n).

Soit ey < - -+ < ey une base de Vj et e;;41 < - -+ < epyn une base de
Vi. Dans cette base, les endomorphismes de M € GL(m|n) peuvent étre
représentés par des matrices de taille (m +n) x (m + n)

(s

avec a,d des matrices de taille m x m et, respectivement, n x n, dont les
éléments prennent des valeurs dans € Bg, et des matrices B, de taille
n x m et , respectivement, m x n, dont les éléments prennent des valeurs
dans Bj. Les endomorphismes M sont inversibles si et seulement si leur
superdéterminant

det(a — Bd 1) deta

sdetM = detd - det(d — ya—1B)

est non-nul. Le superdéterminant satisfait la méme propriété que le déter-
minant
sdet MN = sdet M sdet N. (1.34)

Le quotient
GL(m|n)/rad BGL(m|n) ~ GL(m,C) x GL(n,C)

est appelé sous-variété de base du supergroupe GL(m|n). Le module U
est appelé le module fondamental de GL(m|n).
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1.2.2

Le supergroupe SL(m|n) est le sous-groupe des matrices unimodu-
laires GL(m|n).

On peut définir le B-module Homp(M, N) pour des B-modules arbi-
traires M et N de la méme facon qu'on a défini Endp U. Soit U le mo-
dule fondamental de GL(m|2n) et € Homp(U ®p U, By) une forme non-
dégénérée symétrique. Le supergroupe OSp(m|2n) est défini comme le
sous-groupe de GL(m|2n) pour lequel la forme B est un invariant, c’est-a-
dire

OSp(m|2n) = {g € GL(m|2n) | B(g-u1 ®p g - u2) = B(u1 ®p u2)}.

On vérifie facilement que la sous-variété de base du supergroupe
OSp(m|2n) est

OSp(m|2n)/ rad BOSp(m|2n) ~ O(m,C) x SP(2n,C).

De l'éq. on vérifie que les endomorphismes M € OSp(m|2n) sont de
superdéterminant sdet M = £1.

La question de formes réelles possibles pour les supergroupes est assez
subtile, car on n’est pas tres stir de comment définir la conjugaison com-
plexe pour les éléments de 1'algebre de Grassmann B. Plus précisément
cette conjugaison n’est pas unique.

Il existe une construction alternative du supergroupe G = GL(m|n)
a partir de l'algebre enveloppante U(L) de la superalgebre de Lie L =
gl(m|n,C). Je ne vais pas expliquer les détails, qui peuvent étre trouvés
dans [81) [70], mais juste donner 'idée générale. On commence la construc-
tion en définissant un dual U(L)" de l'algébre infinie U(L) qui soit pos-
sible a gérer, c'est-a-dire f € U(L)? C U(L)* si ker f contient un idéal
Ir de U(L) tel que dimU(L)/If < oco. La structure de superalgebre de
Hopf de U(L) induit une structure de superalgebre de Hopf en U(L)°.
Ensuite on montre que U(L)? admet comme base les éléments de ma-
trice de toutes les représentations finies de U(L). Aprés on montre que
les éléments de matrice de la représentation fondamentale de gl(m|n) et
de sa conjuguée engendrent une sous-algebre C(G) de U°(L) qui admet
une structure de Hopf elle aussi et qui, en plus, est dense dans U*(L). Fi-
nalement, on montre que les éléments de Hom¢ (C(G), B) admettent une
structure de groupe qui est isomorphe a la définition précédente pour
GL(m|n).

Homotopie des supergroupes de Lie

On va montrer, guidé par [55], que les supergroupes de Lie sont homoto-
piquement équivalents a leur sous-variété de base.

Soit G un des supergroupes GL(m|n), SL(m|n) ou OSp(m|2n) consi-
dérés dans la section précédente et U son B-module fondamental (1.33).
Notons par || - || la gradation sur Z de l'algébre de Grassmann B. Soit
D(A) un opérateur dont l'action sur les éléments b € B de degré ||b]|
est définie comme D(A) - b = (1 — A)!Pllp. On étend I'action de D(A) sur
tous les éléments de B par linéarité. On vérifie facilement que si M € G
alors D(A) - M € G pour tout 0 < A < 1. De plus, ona D(0) - M = M,
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D(1)-M = (M) et D(A) - (M) = 7t(M), out 7t est la projection cano-
nique sur la sous-variété de base de G

w:G — G/ rad BG.

Avec ces propriétés, D(A) définit une équivalence d’homotopie entre le
supergroupe G et sa sous-variété de base 71(G).

Selon un résultat bien connu de la géométrie différentielle, deux va-
riétés qui sont homotopiquement équivalentes ont les mémes groupes
d’homologie et de cohomologie. Des résultats qui généralisent la relation
entre ’'homotopie et la cohomologie au cas des supervariétés existent aussi

(60} 49].
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CE chapitre commence par une breve discussion sur le role de l'unita-
rité dans les modéles de la physique théorique moderne et continue
par une courte introduction a certaines théories non-unitaires appelées
théories conformes logarithmiques. Dans la section suivante j'introduis
le lecteur aux modéles sigma. Les différences essentielles entre les mo-
deles sigma avec symétrie de groupe de Lie, d'un cdté, et symétrie de
supergroupe de Lie, de I'autre, sont discutées. Ensuite j’analyse les défor-
mations des modéles sigma par ajout de termes de Wess-Zumino ou de
termes topologiques a l'action métrique standard. Apres cette premiere
partie introductive, je classifie dans la derniére section les modeles sigma
avec action métrique standard sur des superespaces symétriques et qui ont
une ligne de points critiques. Je conclus par une discussion des approches
pour résoudre exactement ces modeles sigma qui sont en interaction hau-
tement non-linéaire.
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PROBLEMATIQUE DE LA SUPERSYMETRIE GLOBALE

Unitarité

Les théories physiques sont unitaires. Cette phrase résonnait dans tous les
cours de mécanique quantique, théorie quantique des champs de la ma-
tiere ou de la physique des particules. Par ailleurs, dans les cours de
physique statistique, de la matiére condensée ou de théorie conforme des
champs on nous a fait remarquer qu’il existe des modeéles statistiques et
des théories des champs non-unitaires qui ont des applications physiques.

Etant donné 'ampleur du domaine de la physique théorique il est a
présent difficile pour un spécialiste d’évaluer ce qui a ou ce qui n’a pas
de sens physique hors de son domaine de compétence. Selon les grecs,
la physique est la science de la nature. On va, donc, dire qu’une notion
mathématique dans un modele de la physique théorique a un sens physique
si elle décrit de fagon abstraite un objet ou une caractéristique d’un objet
ou, encore, un phénomene de la nature.

Ainsi, les états de 1’'espace d’Hilbert de la mécanique quantique mo-
délisent les états ou les caractéristiques des objets réels et, donc, ont un
sens physique. Le groupe de symétrie d'un systéeme dynamique s’exprime
naturellement par des relations entre ses états possibles qui sont indépen-
dantes de son évolution. Dans le formalisme de la mécanique quantique
les transformations de symétrie sont représentées par des isométries du
produit scalaire de l'espace d’Hilbert, & une phase pres, qui commutent
avec I’hamiltonien. Ceci justifie 1'intérét exceptionnel, dans le cadre de la
mécanique quantique, accordé aux représentations unitaires des groupes
de symétrie.

Les états des champs de la matiére sont aussi décrits par un espace de
Hilbert. L'unitarité de la théorie est attribuée a 1'unitarité de la matrice S.
Tout de méme, en pratique, on modifie le systeme dynamique, en sacrifiant
son évolution unitaire en faveur des propriétés de symétrie plus élevées. Ceci est
le cas de la quantification des bosons de jauge, avec l'introduction des
oscillateurs de polarisation temporelle et longitudinale.

Ce scénario d’émergence des théories des champs (avec dynamique ou
statistique) non-unitaires est assez générique. La physique de la matiere
condensée nous offre des exemples parlants dans le cadre des systemes
électroniques désordonnés. Un sujet intriguant, qui fait partie de ce do-
maine, est la transition du deuxiéme ordre entre les phases localisées et
délocalisées des électrons qui arrive entre les plateaux dans l'effet Hall
quantique entier. Pour une description théorique détaillée du phénomene
voir [8] [83]. Suivons en plus de détails le fil du raisonnement qui nous
amene a traiter une théorie non-unitaire dans ce cas.

Considérons un systéeme de la mécanique quantique en 2 + 1 dimen-
sion avec le hamiltonien

H=Hy+V

ou Hy décrit la dynamique de 1’électron interagissant avec un champ ma-
gnétique externe et V est un potentiel aléatoire dont la distribution est
gaussienne

PIV(x)] = e 2 [ EV DIy ().
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2.1.2

Les caractéristiques mesurables du gaz des électrons dans 1'effet Hall
quantique, comme par exemple la résistivité longitudinale ou transverse,
s’expriment en termes de la moyenne sur le désordre des produits de
fonctions de Green avancées et retardées

1 1
H-E—ie "H-FE+ie "

Dans l'approche super-symétrique, avant de moyenner sur le désordre, on
exprime le produit des fonctions de Green par des intégrales gaussiennes
d’une théorie de champs libres. Par exemple

(=

ou la fonction de corrélation a droite de I'équation est calculée dans une
théorie libre avec 1’action

Sl 7,91 = i [ dx (7(x)(H — E = ie)(x) + §(x) (H — E — ie)g(x)).

N
H—E —ie

x2> =i (n(x1)7(x2))g

Ici 17,77 sont une paire de fermions symplectiques, ¢ un boson complexe et
la convention pour le poids de l'intégrale fonctionnelle est e~°. L'effet de
moyenner sur le désordre

(1(x1)7(x2))s = ((x1)7(x2))s,

introduit un terme d’interaction de type Gross-Neveu dans l'action libre S

Sl 7,91 = Sl 71,91 + 5 [ & x (G(x)9(x) + 7(x)n(x))’.

Cette action est manifestement invariante sous une super-symétrie globale
0sp(2|2) qui laisse invariant le produit scalaire ¢¢ + 77.

Ainsi, on est tenté de conclure que le contenu physique d'une théorie
des champs réside exclusivement dans ses fonctions de corrélations. Le
probléeme d’interprétation probabiliste de l'espace des états ne se pose
meéme pas.

Il y a quand méme un prix important a payer pour le passage a des
théories des champs dont 'espace des états est non-Hilbertien — les re-
présentations des groupes de symétrie qui caractérisent ces systemes dy-
namiques ou statistiques ne sont plus nécessairement unitaires. L'exploi-
tation de ces symétries requiert la maitrise de techniques nouvelles de la
théorie des représentations des algebres non semi-simples. J'invite le lec-
teur a utiliser la premiere partie de cette these pour se familiariser avec
ces nouvelles notions.

Théorie conforme des champs logarithmique

Dans une théorie conforme unitaire les champs quantiques sont organisés
dans des représentations irréductibles de Virasoro qui sont isomorphes a
des quotients irréductibles des modules de Verma.

Dans une théorie conforme non-unitaire il est permis d’avoir des repré-
sentations indécomposables de 'algebre de Virasoro. Néanmoins, si fous
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les champs de la théorie sont des descendants des champs primaires, le
spectre s’organise toujours dans des représentations irréductibles de Vira-
soro. Ceci est dii au fait que les fonctions de corrélations dans une théo-
rie conforme sont calculées avec la forme de Shapovalov. Elle doit étre
nécessairement non-dégénérée, car un radical non-nul impliquera l'exis-
tence des champs dont les fonctions de corrélations avec tous les autres
champs de la théorie s’annulent. Pour un module de plus haut poids le
sous-module maximal est exactement le radical de la forme de Shapovalov
et, donc, le quotient d’'un module de plus haut poids par le radical de la
forme de Shapovalov est irréductible.

Dans une théorie conforme logarithmique ’action du générateur de dila-
tation Lo n’est pas semi-simple. Autrement dit, il existe une décomposition
de Ly dans une composante diagonale et une composante nilpotente

Lo= LI+ L} (2.1)

telle que
(L4, LE] = 0.

Par conséquent, il n’est pas possible de générer tous les champs quan-
tiques a partir des opérateurs primaires. En particulier, ceci veut dire que
la théorie des représentations des algébres de Virasoro restreintes a des
modules de Verma ne suffit plus pour décrire les propriétés conformes de
certains champs. Dans la suite je vais illustrer sur quelques exemples a
quel niveau la non-semi-simplicité de Ly complique ou modifie I’exploita-
tion de la symétrie conforme dans les théories conformes logarithmiques.
Je vais suivre les mémes définitions et notations que [64]. Les premiers
types de modules de 1’algébre de Virasoro avec la propriété qui ont
émergé dans les théories conformes [67, 65,66, 31] peuvent étre décrits par
une structure de cellule de Jordan de l’action de Ly dans 'espace du plus
haut poids. La seule généralisation qu’on fait par rapport aux modules de
Verma c’est de considérer un espace de plus haut poids de dimension plus
grande que un avec une action arbitraire de L la-dedans. Cette action peut
étre ramenée a la forme de Jordan. Sans perte de généralité on se restreint
a une seule cellule de Jordan. Si 'algebre enveloppante universelle de
l’algebre de Virasoro est U, I'algebre enveloppante universelle de la sous-
algebre de Virasoro générée par les modes L+, n > 0 est U + alors

Un module de Verma-Jordan V](h,c) = U~ vi_q de plus haut poids h et de rang
k est engendré par un vecteur vy_q qui satisfait les propriétés suivantes

(i) UTv, =0, Lov, =hv, +0v,_1, n=1,...,k—1
(ii) L()Uo = h?)o

Les modules de Verma-Jordan sont universels dans le méme sens que
les modules de Verma. L'exemple classique d'un tel module est la struc-
ture du vide dans la théorie conforme des fermions symplectiques.

Les fermions symplectiques sont une théorie conforme logarithmique
construite sur les champs libres de deux fermions symplectiques

Sln*, n?) = / d*x 0,1" (x)0,1 (x) (2.2)
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dont la décomposition en modes, pour des conditions au bord pério-
diques, est

1e2) =7~ inglog =i ¥ My T
nZonz" - nz
la quantification établi par
{11} = 10w, {7115} = —{7% 0} =1, (2.3)
et le tenseur énergie-impulsion a la forme
T(z) =: 9y (2)an*(2) : (2.4)
Les fermions symplectiques ont une charge centrale ¢ = —2. Ils appa-

raissent naturellement dans 1’étude de la limite continue de la chaine
(V@ V*)®L, ot V est la représentation fondamentale de gl(1]1) et V* est
la représentation conjuguée, munie d’'un hamiltonien de Temperley-Lieb
[67, 39]. On interprete les modes zéro 7}, 73 comme la limite continue des
générateurs fermioniques de gl(1|1), donc, d’annihilation. L'action de

Lo=—nong— Y >, (2.5)
n#0

est non-diagonale par rapport aux modes zéro de création 7!, 72. Les états
de la théorie s’organisent dans des représentations de gl(1|1) de la forme

7@
/vé y 17% N
R == o,
0 %
7'

ou @ est un état de la théorie chirale, engendré par les champs 8171,8172,
qui, en particulier, peut étre un état de plus haut poids comme, par
exemple, le vide ). L'état 77%7'® est appelé partenaire logarithmique de
®. Il n’est pas difficile de vérifier avec 1'éq. que Lo connecte de fagon
nilpotente les partenaires logarithmiques. Si on dénote par vy le vide (2 et
par v1 son partenaire logarithmique w = 727'Q) alors on vérifie que toutes
les conditions de la def. sont satisfaites. Ainsi, le vide de la théorie
des fermions symplectiques est un (quotient du) module de Verma-Jordan
VJ(0,-2).

La fonction de partition de l’action est zéro. De la méme facon, les
fonctions de corrélations entre tous les champs chiraux s’annulent, car ils
ne contiennent pas les modes zéro 171, 172. Montrons que ce comportement
des fonctions de corrélations est reproduit parfaitement par la forme de
Shapovalov.

Le module dual de Verma-Jordan VJ*(h, c) est défini par

(Lup)(v) := ¢p(L_p0), p eV (hc)veV]h,c).

*Pour étre précis la valeur propre du générateur central de gl(1|1) est toujours zéro
dans l'espace des états de la théorie. On a, strictement parlant, une symétrie pgl(1|1) =
gl(1]1)/Cid.
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Si u™(v,) = 6" est la base duale standard alors
(Lou™)(vy) = u™(Lovy) = hd 4+ 6™ 1 = (hu™ + u™)(vy).

Dans les notations covariantes

on voit que VJ*(h,c) est un (quotient d'un) module de Verma-Jordan de
plus haut poids h engendré par la forme k1, L’homomorphisme des
modules de Virasoro ¢ : VJ(h,c) — VJ*(h,c) donné par

U - Vp_q LA ok uel (2.6)
induit la forme symétrique de Shapovalov

(0,w) = ¢(v)(w).

Ainsi, avec la forme de Shapovalov pour les fermions symplectiques on
reproduit la méme normalisation du vide et de son partenaire logarith-
mique que dans le formalisme de l'intégrale fonctionnelle

(w, ) =(Q,w) =1, (w,w) =(Q,0) =0.

Pour avoir une théorie conforme ou les fonctions de corrélations
contiennent toute l'information sur les opérateurs, il faut se restreindre
a des représentations sur lesquelles la forme de Shapovalov est non-
dégénérée. 1l est clair que, contrairement aux cas des modules de Verma,
le radical de la forme de Shapovalov n’est plus le sous-module maximal
d’un module de Verma-Jordan. En conclusion, le quotient d'un module
de Verma-Jordan par le radical de la forme de Shapovalov n’est pas ir-
réductible et, donc, le spectre d’une théorie conforme contient des re-
présentations indécomposables de l'algebre de Virasoro. L'analyse des
sous-modules des modules de Verma-Jordan s’est avérée un probleme tres
complexe [64]. En particulier, lorsque le plus haut poids d’'un module de
Verma-Jordan est dans le tableau de Kac, il possede une infinité de sous-
modules qui ne sont ni de plus haut poids ni de Verma-Jordan. Ceci sug-
gere que les modules de Verma-Jordan ne sont pas la seule généralisation
possible des modules de Verma compatible avec 1'éq. (2.1). L'exemple d'un
tel module, que je donne dans la suite, est di a Flohr dans [22].

Soit M le module engendré par l'action des modes de T(z) sur les
champs : 7%(z,2)7'(z,2)91' (2) : et #'(z,Z) ou, autrement dit, de I'action
de l'algebre de Virasoro sur les états v; = 7277171 Q) et, respectivement,
vy = 1710. On vérifie avec un calcul direct les propriétés suivantes :

i) Vo = Uwg est un sous-module de M de plus haut poids hy = 0

ii) Vi = Uvy est le module quotient M/Vy qui est de plus haut poids
hy =1

iii) (Lo — h1)vy = Lo = 171_1(), ol v; est le partenaire logarithmique de
=1e)

iV) lel = ivo.

La derniere propriété montre que M est engendré par v; et possede un
“ascendant nul”.
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Les transformations conformes des champs qui engendrent ce type de
module ne sont pas connues en général. Par conséquent, dans une théorie
conforme logarithmique on ne peut pas déduire en toute généralité la
forme des fonctions de corrélations a deux et a trois points a partir des
identités de Ward. Ceci est néanmoins faisable si les champs font partie
de I'espace de plus haut poids d'un module de Verma-Jordan.

Considérons deux modules de Verma-Jordan de plus haut poids i, 1’ et
de rang k, . Regroupons les champs correspondant aux états des espaces
de plus haut poids ®y(z,2),...,Px_1(z,Z) dans un seul vecteur ®(z) et
les champs @) (w), ..., ®| ,(w) dans ®'(w). Si 1 et i’ est la représentation
de Ly dans l'espace de plus haut poids du module de Verma-Jordan du
vecteur ®(z) et, respectivement, ®’(z) alors

Ly, ®(2)] = (2770 + 2" (n + 1)) @(z)
Ly, ®'(z)] = (Z"70 +2"(n+ 1)) @' (2)
et les identités de Ward pour les fonctions a deux points
Gij(z,w) = (®i(z)Pj(w))

prennent la forme matricielle

d 0
(E)z + aw> G(z,w) =0

<Z§z + wazu> G(z,w) + hG(z,w) + G(z,w) (') = 0

0 d A A
(z P +w 8w> G(z,w) + 2zhG(z,w) + 2wG(z,w)(h")" = 0.

La premiere équation implique 1'invariance par translation
G(z,w) = G(z —w)

la compatibilité de la deuxieme et troisiéme équation

A

hG(z —w) = G(z —w) (W)
ce qui donne finalement

1 1
G(Z/ w) = (Z B w)zfl §=5S (Z _ w)2(f1/)t

avec une matrice S qui satisfait
hs = s(i).

On vérifie facilement que S # 0 implique h = h'. Lorsque S est inversible,
S est 'homomorphisme ¢ de I'éq. qui induit la forme de Shapovalov.
La composante nilpotente de /i génére des logarithmes dans la fonction a
deux points ce qui justifie le nom de théorie conforme logarithmique.

Au final, une remarque intéressante s'impose. Selon le lemme de Schur,
dans une théorie conforme non-logarithmique 'opérateur charge centrale
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doit étre proportionnel a l'identité dans toutes les représentations de 1'al-
gebre de Virasoro engendrées par les champs primaires de la théorie,
car celles-ci sont irréductibles. Dans une théorie conforme logarithmique
I'opérateur charge centrale peut avoir une composante nilpotente dans les
représentations indécomposables de 1'algebre de Virasoro. Une construc-
tion qui illustre cela est fourni par une déformation des fermions sym-
plectiques

T(z) = 9y (z)9°(z) + 0*n* (2)77” + 77'0% (2).

Le tenseur d’énergie-impulsion déformé a un développement du produit
avec lui méme de la forme

C . 2T (w) n T (w)

T(@)T(w) ~ 2z—w)*  (z—w)* (z—w)’

ou la charge centrale est un opérateur non-diagonalisable
C = —2—2477'77%

de valeur propre ¢ = —2.

MODELES SIGMA GENERIQUES

Présentation des modeéles sigma

A toute variété riemannienne M paramétrée par les coordonnées ¢? et avec
élément de distance carré infinitésimale

ds* = dg" ga (¢)d¢’

on peut associer une action

1
SIp(] = 5 [ dx0,0" 30 (929" @7)

Les coordonnées ¢“(x) parametrent un point de M pour chaque point
x d'un domaine X de l'espace euclidien bi-dimensionnel. La théorie des
champs définie par 'action et par certaines conditions de bord pour
les champs ¢(x) sur 0% s’appelle le modele sigma non-linéaire sur la va-
riété M. La variété M s’appelle 'espace cible du modéle sigma et la variété
X s’appelle feuille d'univers. Ainsi définis, les modeles sigma ont 1’avantage
d’étre invariants par rapport aux re-paramétrages de M. Le désavantage,
lorsque M est courbe, c’est la difficulté d’exploiter les isométries de la
métrique, car elles ne sont pas réalisées linéairement sur les coordonnées
¢” de la variété. On donnera dans la suite des formulations différentes qui
n’ont pas ce désavantage.

On va quantifier les modeles sigma dans le formalisme de 1'intégrale
fonctionnelle régularisée sur un réseau carré L. Soit i le label des noeuds
du réseau L avec un nombre fini de sites et ¢* un paramétrage de M. Le
poids d’une configuration ¢”(7) est

(i)
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ol le produit est sur les arétes (i,j) de £ et 'interaction locale H;; est le
carré de la distance entre les points ¢ (i) et ¢?(j). On a explicitement

: dgf(s) gl (s)
Hi]':/o dsgub(‘l)if(s)) d]S #’

ol ¢f;(s) est la géodésique la plus courte qui connecte les points ¢“(i) et

¢ (j) et qui est une solution de 1'équation

£3(5) gl (5) dgsy(5) | |
P () LI o ge0) = ), g01) = 9707,

ou I'} (g) est la connexion de Levi-Civita

. g <8gdh | 98 8gbc>,

bc — 2

a(Pc acpb a(Pd

et ¢ est I'inverse de g,. Finalement, la mesure de l'intégrale fonctionnelle
est définie par

Dlg]l = [T/ &()de' (i) dg" (i), (28)
icl

ott g(i) = detgu (¢(i)) et n = dim M. Cette facon de quantifier le mo-
dele sigma a I'avantage d’étre manifestement invariante par rapport aux
reparamétrages de M, a condition que M soit une variété compacte. Cette
condition est nécessaire pour que la fonction de partition soit bien défi-
nie, car le poids d’'une configuration constante sur £, appelé mode zéro,
est 1. Ainsi, la contribution du mode zéro a la fonction de partition est
exactement le volume de M, qui est défini si M est une variété com-
pacte. Lorsque M est non-compacte, 1'introduction d"un régulateur pour
le mode zéro est nécessaire. On ne va pas discuter la forme générale d'un
tel régulateur, mais plutét remarquer qu’il peut briser certaines symétries

de l'action.
Si on développe la métrique g,; (¢(x)) dans I'action en puissances

de ¢*(x)

Sab (¢(x)) = 8ap(0) + 9c&ap (0)§° (x) + %acadgab(o)(l’c(x)(l’d(x) +...

on obtient une théorie des champs avec une infinité de constantes de cou-
plages £45(0), 0c8ap,9:94845(0), - - - . En deux dimensions les modeles sigma
ont la spécificité que toutes ces constantes de couplage ont une dimension
zéro et, dong, en tant que théories quantiques des champs sont renorma-
lisables. Le flot du groupe de renormalisation pour ces constantes de cou-
plage modifie la géométrie de 1’espace cible. Ce changement de géométrie
peut étre visualisé dans une fonction béta

i
ﬂ@gab(@u) = Ban(g) (2.9)

qui doit étre un tenseur symétrique covariant et qui s’obtient en rajoutant
des contre-termes a 1’action pour rendre 1’action effective I'[] finie et
indépendante de 1'échelle de renormalisation u. Pour un espace cible gé-
nérique la trajectoire que la métrique va suivre, dans 'espace de toutes les
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métriques difféomorphes a g,;(¢, ), est un objet trés compliqué. Néan-
moins, si g,, posséde des isométries, alors le tenseur B, doit lui aussi étre
invariant par rapport a ’algebre de Lie des isométries. Quelles sont les va-
riétés M pour lesquelles les symétries de B, sont le plus contraignantes ?

Soit M un espace homogene, c’est-a-dire supposons qu’il existe un
groupe de Lie G avec une action transitive [| sur M. Soit O un point de
base de M et H le sous-groupe de G qui laisse invariant ce point, c’est-
a-dire H est le stabilisateur du point O. L'espace homogéene M peut étre
alors identifié au quotient G/ H. Si H est le sous-groupe d’éléments de G
invariants par rapport a un automorphisme involutif ¢, alors G/ H est ap-
pelé espace symétrique. Soit g l'algebre de Lie du groupe G, h — l'algébre
de Lie du sous-groupe H fixée par o, et m = g/h 1’espace vectoriel quotient
inversé par ¢. L'espace vectoriel m fournit une représentation de . Si le
module m de § est irréductible, alors I'espace symétrique G/ H est appelé
irréductible. On peut montrer qu'un espace symétrique est irréductible s’il
est soit une variété de groupe simple ou soit un espace homogene G/H
avec G un groupe de Lie simple. Autrement dit, un espace symétrique ir-
réductible n’est pas le produit direct de deux autres espaces symétriques.

On peut montrer que l'irréductibilité de m, en tant que représenta-
tion de b, implique que le tenseur métrique g, est fixé, a une constante
de proportionnalité prés, par la condition que son algebre d’isométries
est une représentation de l'algebre de Lie g. En particulier, tous les ten-
seurs symétriques de rang deux qui ont les mémes isométries que g, sont
proportionnels a la métrique. Par conséquence, lorsque M est un espace
symétrique irréductible le tenseur p,, doit étre proportionnel a g,;,. Ainsi,
le changement de la géométrie de 1’espace cible sous le flot du groupe de
renormalisation se réduit a une dilatation uniforme dans tout son volume.
On peut expliciter cela directement dans 1’action en factorisant une
constante de couplage g2

SI9(0)] = 527 L 09" g00(9)2y0" (2.10)
8o /X
qui renormalise le modele sigma sur 'espace symétrique irréductible M
avec métrique g, fixée.

Les espaces symétriques M avec structure riemannienne ont été clas-
sifiés par E. Cartan [34] et sont de la forme M = G/K avec K un sous-
groupe compact. Il faut noter que les seuls espaces symétriques compacts
chiraux )| avec structure riemannienne sont des groupes de Lie compacts.

Il est naturel de classifier les modeles sigma dans des familles corres-
pondant a la symétrie G de l’action et les ordonner a l'intérieur de
ces familles par un degré de difficulté appelé le rang de 'espace symé-
trique. Techniquement, le rang de 'espace symétrique est défini comme
la dimension du sous-espace maximal de l’espace tangent a l'intérieur
duquel la courbure s’annule. Ceci se voit plus clairement dans la limite
de couplage faible g, — 0 out le modele sigma se réduit a la mécanique

G agit de fagon transitive sur M si pour toute paire des points P, Q € M il existe un
g € G tel que P = g- Q. En particulier, tous les points de M peuvent étre obtenus par
'action de G sur un point de base O € M.

3Un espace symétrique est appelé chiral s’il admet deux action — a gauche et a droite
— de l'algebre de Lie g et si ces deux actions commutent entr’elles.
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quantique d’une particule qui se déplace librement sur I'espace cible M.
Mathématiquement ce probléme est équivalent a I’analyse harmonique de
I'espace symétrique M dont la difficulté croit sensiblement avec le rang
de M.

Les modeles sigma les plus étudiés sont, sans doute, les modeles sur
les spheres SN~1 ~ SO(N)/SO(N — 1), qui peuvent étre définis de fagon
équivalente par 1’action

S[n(x)] = Zgz/zdzx dun'o,n’, Zni(x)Z =1. (2.11)

L’avantage de cette formulation est la linéarité de 1’action du groupe de
symétrie O(N) sur les variables n’(x), par contraste avec 'éq. (2.10).

Le modele sigma sphérique est le représentant le plus simple des mo-
deles sigma sur les grassmanniennes réelles

O(N)

GRIN:M) = SN =) x O(n)’

(2.12)
L'analogue des grassmanniennes GR(N, 1) pour les modeles sigma avec
symétrie U(N) sont les grassmanniennes complexes

U(N)
TN —n) x U(n) (213)

GC(N,n) =

dont le représentant le plus simple est la série des espaces complexes pro-
jectifs GC(N, 1) ~ CPN~1. Lorsque on veut exploiter la linéarité de I’action
du groupe de symétrie pour les modeles sigma sur des grassmanniennes
on peut écrire une action analogue a l'action des modeles sigma sphé-
riques (2.11). Pour cela il faut remarquer que la position d’un point sur
le quotient O(N)/ O(N —n) ou U(N)/ U(N — n) est fixée par n vecteurs
orthonormaux zy,...,z, dans l'espace euclidien ou, respectivement, hil-
bertien a N dimensions. Ce sont les variables dynamiques, soumises a
des contraintes, analogues a n'(x) dans 1'éq. (2.11). Les coordonnées z;
sont redondantes, car le point sur la grassmannienne qu’elles décrivent
est le plan qui passe par les sommets des z;. Soit O(n) ou U(n) le groupe
qui transforme les z; sans briser 1’orthonormalité tout en les laissant dans
le méme plan. Alors, la classe d’équivalence O(n) - 21 ® 2, ® - - - ® z, ou
Un)-z1®2,® -+ ® 2z, est un point sur la grassmannienne GR(N, n)
ou, respectivement, GC(N, n). Comme les z;(x) sont des variables dyna-
miques, le dernier quotient s’effectue en demandant que 1’action ait une
invariance de jauge locale par les transformations de O(n) ou U(n). Au
final, I'action qui décrit les modeles sigma sur les grassmanniennes doit
avoir la forme suivante

1 .
Slz1(x),...,za(x)] = 2 /Zdzx tr D,z' Dz, z'(x)z(x) = idyxn,
ag

(2.14)
ol z est une matrice N x n avec z;; = (z;); et la dérivée covariante est

définie comme

Dyz =9,z —zAy, Dszr = aszr + AVZJF, (2.15)
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ce qui montre que z est covariant tandis que z' est contravariant par rap-
port aux transformations de jauges O(n) ou U(n)

hxz— zht
hx Ay — hAh" —9,hh'

qui laissent invariante 'action (2.14). L'invariance de l'action (2.14) par
rapport aux transformations globales O(N) ou U(N)

gXz— gz

est évidente. La connexion A, n’est pas un champ dynamique et, aprés
son intégration, on obtient
Ay = z’LaHz (2.16)

qui vérifie la condition d’auto-dualité A;ﬂ = —A,. Lorsque n = 1 et z est
un champ vectoriel réel I'action se réduit a l’action (2.11), tandis que
si z est complexe on obtient le modeéle CPN~! avec invariance de jauge
U(l).

Une autre classe de modeles sigma particulierement étudiée est consti-
tuée par les modeéles sigma sur des groupes de Lie compacts, qui s’ap-
pellent les modeles sigma principaux chiraux. Soit M = G un groupe
de Lie compact, alors tous les représentations de G sur des espaces de
Hilbert de dimension finie sont unitaires. A toute représentation unitaire
R : G — U(V) sur un espace de Hilbert V on peut associer une métrique
bi-invariante

try dR(g)dRT(g) = Y_dR.(g)dR,(g). (2.17)
a,b

qui définit une action avec un espace cible G

Sylg(x)] = ﬁ /Zdzx try 9,R(£)9,R"(g) (2.18)

qui est du type (2.7) en termes des champs qui parametrent G. Cette ac-
tion est invariante par rapport aux reparamétrages de G par translation a
gauche ou a droite

Sylhig(x)] = Sv[g(x)hg'] = Sv[g(x)],  hi € GLhr € Gk (219)

La mesure de Haar du(g) permet de quantifier le modele sigma chiral. La
mesure de l'intégrale fonctionnelle

Dlg(x)] = [T du(g(x)).

xXeX

ne jouit d'une symétrie globale G x Gr de reparamétrage que si G est
un groupe unimodulaire. Pour les groupes de Lie simples les métriques
dans 'éq. sont proportionnelles. Il est ainsi possible de parler d"un
modele sigma sur G sans spécifier la représentation R qui a été utilisée
pour construire 1’action.

La généralisation de la définition des modeles sigma pour le cas ol
I'espace cible est une supervariété riemannienne est directe. L'intégrale
fonctionnelle converge car la sous-variété de base d'une supervariété rie-
mannienne est une variété riemannienne. La généralisation de la notion



50

Chapitre 2. Modeles sigma conformes

d’espace symétrique G/H pour le cas out G est un supergroupe est moins
évidente. Ce probleme a été traité soigneusement par M. Zirnbauer en
[82]. Une différence importante par rapport aux espaces symétriques c’est
le conflit entre la compacité [t/ de M et la structure riemannienne pour la
sous-variété de base. Plus précisément, soit f la superalgebre de Lie du su-
pergroupe H et notons par m = g/ b 'espace vectoriel quotient. L’origine de
ce conflit se trouve dans la fagcon dont la forme bilinéaire, non-dégénérée,
consistante, supersymétrique, invariante ( , ) : g x g — C, qui induit
la métrique sur M par restriction a m, est définie. Soit R : g — gl(V) la
représentation fidele sur V ~ V; @ V; qui définit la forme ( , ) par

(X,Y) = stry R(X)R(Y).

Si maintenant m € mgy se décompose comme m = mg + my avec R(myg) €
End Vj, R(mq) € End Vi et (mo, m1) = 0, alors la restriction { , )mgxmg

(m, m) = trV(‘) R(mo)z — 131"/i R(m1)2
est positive définie si et seulement si R(mg) = R(mg)" = R(m() et
R(my) = —R(mp)t = R(—ml). Comme R est fidele on a m{ = my et
m} = —my. Par l'application exp : m — G suivie de la projection sur M
on voit que la sous-variété de base a une composante non-compacte, en-
gendrée par {my € m | R(mg) € End Vj}, et une composante compacte,
engendrée par {mp € m | R(mp) € End Vj}. Ces ensembles dépendent
de la représentation choisie seulement a travers la graduation du module
fidéle V ~ V5 @ V;. Au final, on arrive a conclure que dans la classe des
espaces symétriques qui généralisent les grassmanniennes complexes et

réelles des égs. (2.12} |2.13) seulement les trois séries

OSp(my + my|2n) OSp(m|2ny + 2ny) GL(my + mga|n)
O(my) x OSp(mz|2n)”  OSp(m|2n1) x Sp(2nz)”  GL(m1) x GL(mgz|n)

ont une forme compacte, o1 tous les supergroupes sont définis sur une
algebre de Grassmann complexe. Les représentants compacts les plus
simples sont les superspheres

gn—1m _ _OSp(m[2n)
OSp(m — 1|2n)
et les superespaces projectifs
Ulm|n)

Cpmfl\n _

U(l) xU(m—1jn)’

ou cette fois-ci tous les supergroupes sont pris dans leur forme compacte.

Au final, notons que, selon la discussion qu’on vient de faire, il
nest pas possible de réconcilier la structure de supergroupe avec une
structure de supervariété riemannienne, a 1’'exception du supergroupe
OSp(1]2S). Dans tous les autres cas, pour que la métrique soit défi-
nie positive la sous-variété de base doit étre un produit direct entre

4Une supervariété est compacte si la sous-variété de base est compacte.



2.2.2

2.2. Modeles sigma génériques

51

une variété de groupe compacte et une variété principale chirale non-
compacte. Par exemple, pour que le supergroupe OSp(R|2S) soit un su-
perespace symétrique avec structure riemannienne la sous-variété de base
peut étre soit O(R) x Sp(2S,C)/ Sp(S) soit O(R,C)/ O(R) x Sp(S), ou
Sp(S) = Sp(2S,C) NSU(2S). En conclusion, les modeles sigma sur les
supergroupes, a ’exception de OSp(1]2S), n’admettent pas une quantifi-
cation par l'intégrale fonctionnelle.

Effets quantiques

L’action (2.11) des modeles sigma fournit un tenseur énergie-impulsion
classique

a a ) 4 a
T, =% 2(24)) (au‘f’ g’ — %8,04) ap(Pb)

g

qui, dans les coordonnées holomorphes et anti-holomorphes
z=x+1y, Z=x—1y
construites a partir des coordonnées euclidiennes x, y, est de trace nulle
Tyx +Tyy = 4T,z = 0.

Par conséquence, la conservation du tenseur énergie-impulsion prend
dans les coordonnées z, Z une forme simplifiée

oT,, =0, 0Tz =0 (2.20)

ce qui révele l'invariance conforme des modeles sigma au niveau clas-
sique.

Les lois de conservation de la théorie classique peuvent ne plus étre
valides dans la théorie quantique. Les termes qu’il faut rajouter aux équa-
tions de conservation classiques pour qu’elles soient valides dans la théo-
rie quantique sont appelés des anomalies. Lorsque les anomalies peuvent
étre ramenées a une forme qui est une divergence totale alors on peut
les interpréter comme des corrections quantiques aux courants classiques
ou des déformations quantiques des symétries classiques. Dans le cas
contraire les fluctuations quantiques brisent les symétries classiques.

Regardons, a titre illustratif, quelles sont les anomalies possibles dans
les égs. (2.20). Pour étre plus précis, on veut trouver une base pour les
anomalies compatibles avec les nombres quantiques des champs dans
les égs. (2.20). Evidemment, si la théorie classique est invariante sous
les transformations de symétrie du groupe de Poincaré dans 1’espace-
temps, alors la théorie quantique le sera aussi et, donc, les anomalies des
éqs. sont nécessairement des divergences totales. A premiere vue,
les corrections possibles sont une combinaison linéaire des scalaires

99D’ Jur(9),  DIP I Ko (),
pour 0T, = 0 et des scalaires
9 DI ur(9),  DIP'IP Ko (),

5Les termes d¢?dpPd¢p Ly, () ne sont pas possibles, car ils ne respectent pas l'inva-
riance par rapport aux inversions dans la feuille d"univers.
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pour dTzz = 0, ou J, J,K,K sont des tenseurs invariants, c’est-a-dire
constants par rapport aux dérivées covariantes de 1'espace cible V, et D, D
sont les générateurs des translations dans l'espace cible induites par les
translations dz,dz de la feuille d’univers. Etant donné que les anomalies
sont définies modulo des opérateurs qui s’annulent grace aux équations
de mouvement

Dd¢" = Dog® = 99¢" + I d¢’d¢° = 0

et que sur un (super)espace symétrique il existe, a un facteur scalaire pres,
un seul tenseur invariant de rang deux, on voit que la version quantique

la plus générale des égs. est
0T +ad (gu(9)9¢"3¢") =0, Tz + PO (as(9)9¢"0¢" ) = 0.

Ces anomalies s’interprétent comme la nécessité de modifier 1’expression
du tenseur énergie-impulsion dans la théorie quantique. Si, effectivement,
a, B # 0 la théorie quantique n’est plus invariante conforme.

Une conséquence des égs. est l'existence d'une infinité de cou-
rants conservés

dTL =0, T =0, n € N. (2.21)

Une théorie quantique des champs est, par définition, intégrable s’il existe
une infinité de courants conservés. Comme cela a été montré par les Za-
molodchikov en [80], dans une telle théorie il n'y a pas de création de
particules et les éléments de la matrice S associés au processus de diffu-
sion de plusieurs particules se factorisent sur les éléments de la matrice S
associés au processus de diffusion de deux particules. E]

L’existence de courants quantiques, induits par les versions quantiques
des égs. (2.21), dans les modeles sigma principaux chiraux sur SO(N) et
SU(N), ainsi que pour les modéles sigma sur SN~ et CPN~! a été considé-
rée en [28]. Par exemple, en faisant le méme genre d’analyse qu’on vient
de faire pour le tenseur énergie-impulsion, les auteurs de [28] trouvent
que la version quantique de dT2 = 0 pour le modele sigma SN~!, défini

dans I'éq. (2.11), est
0(0non)? = wd[(0*n9°n)] + Bo[(ondn)(dnon)] + ya[0*nan.

Il s’avere que parmi les modéles mentionnés, seul le modele sigma
sur CPN=!, pour N > 1, nadmet pas d’autres courants conservés que
le tenseur énergie-impulsion. Ceci est un signe fort que les fluctuations
quantiques changent de facon drastique la physique du modéle sigma
classique sur CPN 1.

Dans cette theése on n’est intéressé que par les modeles sigma quan-
tiques conformes en deux dimensions. Pour quune théorie quantique des

®Plus généralement, dans une théorie des champs intégrable les éléments de la ma-
trice S associés a un processus arbitraire de diffusion se factorisent sur les éléments de la
matrice S associés a un processus de diffusion élémentaire. Dans la plupart des exemples
connus le processus élémentaire est la diffusion de deux particules. Néanmoins, on peut
imaginer des théories avec des “lois de sélection”, imposées par les symétries du pro-
bleme, qui, effectivement, interdisent les diffusions a deux particules, par exemple des
généralisations du modéle a six-vertex sur le réseau triangulaire.
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champs en deux dimensions soit invariante conforme, c’est-a-dire ait un
tenseur énergie-impulsion de trace nulle, il suffit qu’elle soit invariante
par rapport aux translations, aux rotations et au changement d’échelle
[6, 24, 50]. Dans la quantification sur le réseau des modéles sigma com-
pacts, introduite dans la sec. 'invariance par rapport aux translations
et aux rotations est évidente, dans la limite continue. Le comportement de
la théorie par rapport aux changements d’échelle, c’est-a-dire la modifica-
tion du nombre de sites du réseau £ de la sec. est décrit par le groupe
de renormalisation. La théorie quantique est n’invariante par rapport aux
changements d’échelle qu’aux points fixes du groupe de renormalisation,
c’est-a-dire lorsque la fonction béta de 1'éq. s’annule.

Illustrons comment on calcule, & une boucle, la fonction béta d’un
modele sigma générique. Pour donner un sens aux intégrales fonction-
nelles dans les calculs perturbatifs, la régularisation dimensionnelle est
plus adaptée que la régularisation sur le réseau. Son avantage principal
est de rendre plate la mesure de 1'intégrale fonctionnelle.

Soit ¢(x) une solution des équations classiques de mouvement du
champ ¢(x) “dans le vide”

D,0,¢"(x) =0, (2.22)

ou D, est la dérivée covariante dont l’action sur un vecteur contravariant
V(x) est
b
D,V = (0,6; + 0,¢T}.) V°. (2.23)

Pour renormaliser le modéle sigma il suffit de rendre finie la fonction de

partition
/ D[¢ple~51!,

calculée par la méthode de la phase stationnaire autour de la solution clas-
sique ¢(x), en rajoutant des contre-termes a l’action S[¢]. La fonction de
partition perturbative dépend du point ot1 la phase devient stationnaire.
On introduit l’action effective

efr[‘ﬁ] — /D[(P]efswj‘i“q)]/ (2.24)

ot la solution classique ¢ de I'éq. est appelée champ de fond et ¢ décrit
les fluctuations quantiques sur le champ de fond. Notons que cette défini-
tion de 'action effective n’est pas du tout standard. La difficulté de définir
I'action effective comme la transformée de Legendre de la fonctionnelle
génératrice des fonctions de Green connexes est reliée a la non-covariance
du terme source

L e )

typique des modeéles sigma linéaires.
Un calcul de l'action effective directement a partir de la défini-
tion (2.24), c’est-a-dire en effectuant une intégration gaussienne sur ¢

7Un modele sigma linéaire est une théorie des champs définie par une certaine action
sur un ensemble de champs fondamentaux dont toutes les transformations de symétrie
qui laissent I'action invariante forme un groupe de Lie et sont réalisées linéairement.
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apres avoir développé l'action S[¢ + ¢] jusqu’au deuxiéme ordre en puis-
sances de ¢ n’est pas satisfaisant, car on recherche une interprétation géo-
métrique pour la fonction béta et, donc, toutes les expressions dans les
calculs intermédiaires doivent étre manifestement covariantes. La série de
Taylor pour S[$ + ¢] en puissances de ¢ n’est évidemment pas covariante.

La fagon covariante de procéder est de développer S[§ + ¢] en fonction
du vecteur tangent ¢ en ¢ le long de la géodésique qui relie ¢ a ¢ + ¢.
Elle est connue dans la littérature sous le nom de la méthode du champ de
fond. Les calculs sont assez techniques et je préfere envoyer le lecteur vers
quelques trés bonnes références [10, [11]. Apres des calculs proprement
faits on obtient 1’expression suivante pour S[¢ + ¢|] jusqu’au deuxiéme
ordre en ¢

S[p+ 9] = S[P] + SPIZ, ]

avec

d2
@1, §] = "o [ dx [Due"gu(@)DyE" + Raea (B2, 50, "

ol R,pc est le tenseur de courbure de Riemann et i est 1’échelle de renor-
malisation. L'évaluation de l'intégrale gaussienne

—Tlg] _ =S /D Rl

peut étre effectuée par differentes méthodes [10]. Une fagon de procéder
est d’utiliser un vielbein V; pour factoriser la métrique
g =ViVi,  Vivigh =i,

et faire apparaitre le terme de 'action libre

Vd—2 p ) )
S0 =" [a'x9,29,¢

pour les champs ‘ '
¢ =

x2
dans S®). Enfin, on utilise la formule (e*) = e<T>, pour une variable aléa-
toire x de distribution gaussienne pour calculer I'action effective a une

boucle
G(0)

d-2
i) = Sg] + = — [ d'x Rud, 0, "

1
GO =5 5=a
est la régularisation dimensionnelle du propagateur
()T (y) ="G(x —y)

lorsque x — y et R, est le tenseur de Ricci. On rajoute un contre-terme
a S[¢p] tel que I'[¢] est finie dans la limite d — 2. En demandant que

+...
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I'[¢] soit indépendant de 1’échelle de renormalisation i on obtient dans la
limite d — 2 le résultat de Friedan [25]

g _ Rap
du 2m

+... (2.25)

Le formalisme manifestement covariant qu'on a choisi révele une in-
terprétation géométrique de la fonction béta et nous fournit un critere
nécessaire simple, mais pas forcement suffisant, que doivent satisfaire les
modeéles sigma quantiques et conformes pour toute valeur de la constante
de couplage g,.

Pour comprendre comment 1'éq. se simplifie pour les espaces
symétriques M = G/H irréductibles on a besoin de comprendre un peu
plus la géométrie de ces derniers. A la base de la géométrie différentielle
des espaces symétriques se trouvent les vecteurs de Killing. Ils sont intro-
duits de la fagon suivante. Les éléments du groupe de Lie simple compact
G peuvent étre paramétrés au voisinage de 1'identité par ¢*'T¢, ott T, sont
un ensemble hermitien de générateurs du groupe

[T, Tg] = ifo5 " Ty,

et les coordonnées locales A* sont réelles de méme que les constantes

de structure faﬁ7. L’action d'un élément infinitésimal ¢/} Ts

du groupe
G induit une translation infinitésimales ¢’ sur 1'espace symétrique M =
G/ H, paramétré par les coordonnées locales ¢'. La matrice de proportion-

nalité entre SA* et 5¢/ définit les vecteurs de Killing
5p' = SA"Al (¢). (2.26)

Il est possible de donner une formule générale explicite pour les vecteurs
de Killing. Pour la déduire on utilise la définition de 'espace symétrique
en tant qu’'espace homogene. Un point sur M = G/H est une classe
d’équivalence gH, ou ¢ € G. Rappelons qu’on dénote par h l'algébre de
Lie du sous-groupe H, fixée par I'automorphisme involutif

cAo = A, Ae€p
et par m l'espace vectoriel quotient g/h inversé par o
cXo=-X, X Em,
ou g est 1’algebre de Lie du groupe G. En particulier, ceci veut dire que

bbb, [pmCm,  [mm]Ch

et que m est une représentation de h. Montrons qu’on peut paramétrer
M = G/H, au voisinage de l'identité, comme eXH, ot X € m. Toute
élément g du groupe G peut étre représenté de fagon unique en tant que
produit

g = mh, omoc=m"', cho=heH, (2.27)

ol au voisinage de l'identité, m € e™. En effet, les éléments m et h sont
déterminés de fagon unique par les expressions suivantes

m=/gog o, h=m"lg
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On conclu donc qu’au voisinage de l'identité chaque X € m, ot m =
eX, parametre une classe d’équivalence différente eXH du quotient M =
G/H. La question de calcul des vecteurs de Killing revient a déterminer
60X dans la formule

Ol eXH = XHXH (2.28)

au premier ordre dans L € g. Pour comprendre encore mieux la signi-
fication de 1'éq. (2.28) prenons un élément arbitraire ¢ du groupe de Lie
simple compact G au voisinage de l'identité et représentons le sous la

forme (2.27)
g= eXeA, Xem, Ae€hb. (2.29)

Alors le résultat de I'action infinitésimale de e’ sur g peut étre a nouveau
factorisé comme dans 1'éq. (2.29)

el . g = OL . oXph = (XHOXpA+EA (2.30)

avec 0X € m et A € h. Le sens non-trivial de cette équation revient aux
deux faits suivants : i) 6X et /A sont déterminés de fagon unique par 6L
et céLo et ii) X ne dépendent pas de A, mais que de JL et X. Le dernier
fait permet de passer de 1'éq. aléq. (2.28).

En utilisant une version de la formule de Baker-Campbell-Hausdorff

e“t7 = (14 eadz;l(sz e +0(57%)
adZ
on montre que
ad X
- m . 5Lm - ad (SL() . X, (2.31)

ou 6L, et 6L sont les composantes de JL par rapport a la décomposition
g ~ m @ bh. En écrivant 1'éq. dans des coordonnées, apres le choix
d’un ensemble de générateurs T, de l'algebre de Lie g, on arrive a une
expression explicite des vecteurs de Killing de 1'éq.

Notons quelques particularités de 1'éq. (2.31). Tout d’abord il y a deux
types de vecteurs de Killing : linéaires et non-linéaires dans les coordon-
nées X = ¢'T; € m. En effet, on voit de I'éq. que les vecteurs de
Killing qui correspondent aux générateurs de la sous-algébre de Lie b sont
linéaires dans les coordonnées X = ¢'T; € m, tandis que les vecteurs de
Killing qui correspondent aux générateurs de 1’espace vectoriel quotient
m sont non-linéaires. Ensuite, au point de 1’espace symétrique M = G/H
qui correspond a la classe d’équivalence de l'origine du groupe, c’est-a-
dire pour ¢ = 0, les vecteurs de Killing devient

Al (0) = oL, (2.32)

L’action infinitésimale du groupe G sur l'espace symétrique M =
G/H peut étre représentée de facon plus élégante par des dérivées de
Lie définies comme

Ly =iTy, (2.33)

ot on comprend par T, la représentation différentielle du générateur dans
I'espace des fonctions ou tenseurs sur 1’'espace symétrique. Par exemple,
la dérivée de Lie d'un scalaire V(¢) est

SA LV (P) = V(¢ +5¢) — V() = A AL Vi),
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ou J¢ est défini dans 1'éq. (2.26). Pour calculer la dérivée de Lie d'un
vecteur il faut tenir compte non pas seulement de la translation du point
de base ¢ induite par l'action infinitésimale du groupe ¢*"T, mais aussi
de la facon dont les vecteurs de base de 1'espace tangent se transforment
sous cette action. Par exemple, si Vi((;b) est un vecteur, alors la dérivée de
Lie est défini par

. 0 . 0 . 0
A (LaV'(9)) 57 =V (W) 5 = V@)
=\ (AL(P)Vi(¢) — A;,j<q>>Vf<¢>)aTJi, (2.34)

ot p = ¢ + d¢. Pour calculer la dérivée de Lie dans 1'éq. on a utilisé
le Jacobien

W < 64 5AAL(9)
. %
P/ p ] ]
de la transformation infinitésimale des coordonnées ¢ — ¥. De la méme
fagon on calcule les dérivées de Lie des tenseurs de rang plus élevés.

Le fait que les dérivées de Lie sont une représentation différen-
tielle des générateurs de l'algebre de Lie g implique qu'’ils se transforment
dans la représentation adjointe

Lol = AyAy; — AL A = — [ Al (2.35)

Jusqu’a présent on n’a pas encore parlé de la métrique. Elle est définie
par la condition qu’elle soit un tenseur covariant de rang deux invariant
par rapport a l'action du groupe G, c’est-a-dire annihilée par les dérivées
de Lie. Explicitement on a

Lgi=0 = Al+Al=o, (2.36)

oul les dérivées covariantes sont par rapport a la connexion de Levi-Civita.
On vérifie a 1’aide de 1'éq. (2.35) que

g(O)ij - A;A%K“ﬁ

est une solution de 1'équation de Killing éq. (2.36), ot ¥*# est l'inverse de
la forme invariante de 1’algebre de Lie g

Ka,B = <Ta, T‘3>.

On montre dans la suite que
g = gog\ Vi = g2 AL AP, (2.37)

ol ¢2 est une constante de proportionnalité, est la solution la plus géné-
rale de I'éq. si et seulement si m est une représentation irréductible
de b, c’est-a-dire si et seulement si I'espace symétrique M = G/H est
irréductible.

Pour voir cela on remarque que l'invariance de la métrique par rapport
a l'algebre de Lie h au point ¢ = 0 revient a

£487(0) = A{(0)4(0) + AL (0)g7(0) + 4], (0)g™(0) =0,
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ou T, est la restriction de la base T, de I’algébre de Lie g a la sous-algébre
h. A laide de 'éq. cette expression peut étre ramenée a la forme

(Rn(Ta) - G71(0))" = Rn(Ta)'187(0) + R (T 8%(0) =0, (238)
ot Ry (T,) est la représentation du générateur T, dans 1’espace vectoriel m
Ra(Ta); = if, =iAl (0), (2.39)

G~! est la matrice avec des éléments g/ vue en tant quhomomorphisme
m®m — C qui commute avec 1’action de h et - dénote 'action de h sur
le module tensoriel m ® m. Selon le lemme de Schur, si m est irréductible,
alors tous les scalaires du module tensoriel m ® m sont proportionnels
entre eux ou, en d’autres mots, tous les homomorphismes m ® m — C de
modules de h sont proportionnels entre eux. Mais de l'autre coté

g(O)ij(o) -
est un de tels homomorphismes
T, (T, T) =(ad T,T', TV) + (T, ad T, TV) = ([T,, T'], V) + (T", [T, T'])
=— ([T, T, 7') + (T, [T,, T']) = 0, (2.40)

ol on a utilisé I'invariance de la forme ( , ). On voit donc que la forme
la plus générale de la métrique au point ¢ = 0, pour un espace symétrique
irréductible, est ,
¢7(0) = g2AL(0) AL (0)"*,
mais comme ceci est une égalité tensorielle elle doit étre vrais partout.
On arrive a conclure que l'éq. est la forme la plus générale de la
métrique sur un espace symétrique irréductible.
On calcule le tenseur de Riemann a partir de la définition

Pour cela on a besoin de calculé les dérivées covariantes des vecteurs de
Killing. On utilise 'équation de Killing (2.36) et 1'éq. pour arriver a

. 1 )
A= g2 <5g - 2m5) Fos AT AR, (2.41)
ou m,p est la quantité
Mup = 8o8(Las L) = 85 AL AySij-

Notons qu’on leve et descend les indices de groupe G a l'aide la forme

invariante x,p. Pour étre complet, on élabore un peu sur le sens de la

quantité m,g. On vérifie facilement que mb estun projecteur

mng = mb.
De fagon équivalente, m,p est un endomorphisme de g ® g qui commute
avec 'action de g
m
3t = Lo §(Lp Lq) = g(ad Lu L, Lq) +8(Lp ad L~ Lg) =0,

2
o

L(X'
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ol on a appliqué un raisonnement similaire & celui de 1'éq. (2.40). Mit
dans une forme plus abstraite, ce dernier résultat est une manifestation
du fait qu’il existe une projection de l'espace tangent du groupe de Lie
G vers l'espace tangent de l'espace symétrique M = G/H qui commute
avec l'action de g. Cette remarque donne plus de sens a I'équation

mh Al = Al

qu’on vérifie facilement.

A Taide de 1'éq. on arrivent a exprimer le tenseur de courbure
de Riemann par des vecteurs de Killing et les constantes de structure
du groupe G. On arrive a montrer ainsi que le tenseur de courbure est
constant par rapport a la dérivée covariante V. C’est pour cela qu’on va
se contenter de donner que son expression au point ¢ = 0. L'origine des
simplifications dans le point ¢ = 0 en résulte de 1'éq. (2.32). On obtient
ainsi, pour le tenseur de Riemann

1
Rijx1(0) = — fijaf - (2.42)
8o

et pour le tenseur de Ricci

2
<>—K1kﬁ]afkl—fxﬁ<adTadTﬁ> = %Ca)gi(0)  (249)

ou C(g) est la valeur propre du Casimir de l’algebre de Lie g dans la
représentation adjointe. La preuve plus détaillé de 1'éq. peut étre
trouvée dans I'appendice de [10]. Dans le raisonnement de I'éq. ona
utilisé le fait que la forme invariante x* est bloc diagonale par rapport a la
décomposition g >~ m @ b. EI Comme 1'éq. est une égalité tensorielle
elle doit étre vrai par tout.

Des raisonnements un peu différents, mais de la méme nature, peuvent
étre utilisés pour montrer que dans le cas des espaces symétriques non-
compacts il faut rajouter un facteur —1 dans 1'éq. (2.43). De fagon naive,
ce signe —1 peu étre obtenu aprés une rotation de Wick ¢/ — i¢/ qui
"décompactifie" 1'espace symétrique sans briser la structure symétrique o.
Notons que s’il existe plusieurs espaces symétriques G/ H avec un groupe
G fixe, alors ils ont tous la méme constante de proportionnalité C(g) entre
la métrique et le tenseur de Ricci.

En tenant compte du fait que seulement g2 peut dépendre de l’échelle
de renormalisation y, on obtient la fonction béta suivante pour les modeles
sigma sur des espaces symétriques irréductibles

d 1 C(g)
— =t 4. .
ou --- représente les contributions d’ordres plus élevé dans la théorie

des perturbations. Dans 1'éq. il faut choisir le signe + ou — pour
les espaces symétriques compacts et, respectivement, non-compacts. Les
points fixes de 1'éq. sont discutés dans la section suivante.

8 Les indices de groupe &, méme dans les constantes de structure, sont levés et descen-
dus avec la forme invariante g et non pas avec la forme de Killing. Le choix de la forme
Kp normalise le Casimir.
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2.2.3

Au final, mentionnons que la généralisation du calcul de la fonction
béta pour les modeles sigma sur des supervariétés de Riemann ne pose
aucun probleme. Pour les modeles sigma sur des superespaces symé-
triques qui n’admettent pas de forme compacte les différents signes dans
'éq. correspondent aux deux formes réelles non-compactes pos-
sibles pour la sous-variété riemannienne de base. Ceci a été expliqué a

la fin de la sec.

Déformations conformes quantiques des modeles sigma

Dans cette section on va se restreindre a des modeéles sigma sur des varié-
tés riemanniennes. Tout modéle sigma sur une variété plate est conforme.
On vérifie cette affirmation perturbativement a une boucle sur 1'éq. (2.25).
L'exemple le plus simple est le modele sigma sur le cercle S! aussi appelé
boson libre compact. Si on parametre S! par ’angle

p=¢+2m

alors l'action prend la forme

1
Sl¢] = 242 /Zaﬂ¢aﬂ¢'

Les translations de ¢ par un angle constant laissent 1’action invariante. En
tenant compte des inversions ¢ — —¢, on voit que le groupe de symétrie
de l'action du boson libre compact est O(2). Une autre variété de cour-
bure zéro est le tore ou, plus généralement, (Sl) o qui n’est rien d’autre
que la théorie conforme de n bosons libres compacts. Un exemple de mo-
dele sigma conforme non-compacte est la théorie des champs de plusieurs
bosons libres qui parametre un espace euclidien.

Bien str, a part les subtilités liées a la prise en compte de 'ensemble
complet des minima de l’action du boson libre compact ou de la régula-
risation du mode zéro du boson libre non-compact, les exemples de mo-
déles sigma conformes mentionnés sont triviaux. Il se trouve qu’il n’y
a pas d’autre exemple de théorie conforme dans le cadre des modeles
sigma sur des espaces symétriques. Ceci est visible clairement a partir de
1'éq. (2.44). Pour toute algebre de Lie semi-simple g le Casimir de la re-
présentation adjointe est strictement positif. On arrive a conclure que les
modeles sigma en interaction sur des espaces symétriques ne sont pas
conformes quantiquement et le flot du groupe de renormalisation les di-
rige soit vers un régime de couplage fort, lorsque l'espace cible est com-
pact, soit vers un régime d’interaction faible, lorsque 1’espace cible est
non-compact. L'éq. ne suffit pas pour conclure que le flot du groupe
de renormalisation n’a pas de point fixe dans l'infra-rouge pour les mo-
déles sigma en interaction forte. L'étude de la limite infra-rouge des théo-
ries de champs en régime d’interaction forte est un probleme délicat qui
nécessite une approche particuliére pour chaque cas. Quelques méthodes
employées avec succes sont les techniques d’intégrabilité, la dualité avec
des théories de champs en régime d’interaction faible et I'étude numérique
des discrétisations sur réseau. Pour les modeles sigma en interaction faible
la limite infrarouge peut étre étudiée perturbativement.
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Le moment est venu de définir les théories de champs qui nous inté-
ressent dans cette these. On va dire qu'une théorie des champs est intéres-
sante si elle possede les propriétés suivantes : i) elle n’est pas une théorie
de champs libres; ii) la quantification ne brise pas la symétrie conforme;
iii) la symétrie de l’action est un groupe continu. ] Dans cette situation,
on se demande naturellement comment il faut généraliser la déf. des
modeéles sigma pour qu’elle admette 'existence d’exemples intéressants.

Une fagon possible de généraliser les modeles sigma est de rajouter au
Lagrangien de l’action un terme invariant sous les reparamétrages de
M et qui contient deux dérivées des champs ¢(x). Si la deuxieéme classe de
cohomologie H%(M) de 'espace cible du modéle sigma est non triviale,
alors le terme le plus simple qui satisfait les criteres mentionnés est

StOp[‘P] = /Zdzxgyvayfpaav(f’bwah(fp) (2.45)

olt w = Wy () dp* A d¢P est une 2-forme fermée mais pas exacte. Ce terme
est appelé terme topologique, car il ne dépend pas de la fagon dont M est
paramétré par X a travers les fonctions ¢”(x), mais seulement de 1'image

P(X)
Suplgl = [ a9’ ()

Par exemple, le modeéle sigma sur la spheére S?, défini par l'action du
type (2.11), possede un terme topologique qui dans les notations stan-
dards prend la forme

i

Stop[n] = g 5

eijkdzx swniaﬂnjavnk,

ou la 2-forme w utilisée est juste la forme de volume sur la sphere et
 est une constante de couplage. Si les conditions de bord consistent a
demander 'existence de la limite lim|,| ., n'(x) alors ¥ ~ S? et —iStop|[n]
est un entier qui décrit la classe d’homotopie de l'application n : > — S2.
On voit donc que la constante de couplage 6 est un angle.

Plus généralement, les grassmanniennes complexes possedent toutes
une seule 2-forme tandis que les grassmanniennes réelles, sauf la sphere
S? ~ CP!, ont une deuxiéme classe de cohomologie triviale. Pour les mo-
deles sigma sur des grassmaniennes complexes le terme topologique
est

i0 / d*x ey tr ayz+avz.

On remarque tout de suite que c’est une divergence totale qui ne contribue
pas aux équations de mouvement. Cette observation, que le terme topolo-
gique ne contribue pas aux équations de mouvement, est valide pour les
modeles sigma génériques. Pour voir cela, considérons la variation de la
fonctionnelle

1 n a a
L[¢] = P /H d"x wa,..a, (‘P)am‘l’ Lo 0, M e

9Dans les chapitres suivants on va rajouter aussi la quatrieme propriété par laquelle on
demande l'existence d’une discrétisation sur le réseau sous forme de gaz de boucles.
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ol ’'espace-temps E est de dimension n et wy,. 4,dp™ A - -+ A dp™ est une
forme fermée mais pas exacte. En utilisant le lemme de Poincaré pour
représenter localement w sous forme exacte on montre que

61 [¢] :/Ed”xam [Wul...un(qb)&(l’alayz‘lbaz . --aynﬁbanem...yn]

=/ A" X Way...a, () 5™ 0y 9™ . .. 0y, ™ €ty (2.46)
Lorsque les conditions de bord imposées sur les champs ¢?(x) sont telles
que 0E = 0 alors éI,[¢] = 0. Dans ce cas, en décomposant le cycle ¢(Z)
dans les cycles fondamentaux de H,(M) on peut montrer que la valeur
de I,[¢] est quantifiée par dim H" (M) entiers n;.

En revenant au terme topologique (2.45), on voit que les configura-
tions possibles des champs ¢ (x) se distribuent dans des classes d’équi-
valence topologiques selon la valeur quantifiée de L[¢] = S;op[¢p]. Comme
les équations de mouvement classiques restent inchangées on conclut que
le terme topologique n’affecte pas les raisonnements qui ont amené au
calcul de la fonction béta dans 1'éq. (2.25). En effet, la fonction de parti-
tion de la sec. calculée perturbativement par la méthode de la phase
stationnaire autour d’une solution classique ¢”(x) n’est rien d’autre que la
contribution a la fonction de partition exacte des configurations de champs
fluctuant autour de ¢”(x) et, donc, se trouve dans la méme classe topolo-
gique que ¢”(x). Il est clair que si la constante de couplage g, se renorma-
lise avec la fonction béta dans 'éq. (2.25), pour régulariser la contribution
a la fonction de partition des configurations des champs dans une classe
topologique quelconque, alors elle renormalise la fonction de partition en-
tiere aussi.

Méme si Haldane a conjecturé [33) 32] que le terme topologique peut
modifier le flot du groupe de renormalisation vers I'infra-rouge, ot le mo-
dele sigma est en régime de couplage fort, on se rend compte que la dé-
formation des modeles sigma par des termes topologiques n’est pas ce
qui nous intéresse. Néanmoins 1'étude du terme topologique fournit une
nouvelle idée de déformation des modéles sigma potentiellement plus in-
téressante. En effet, lorsque la troisieme classe de cohomologie H*(M)
n’est pas vide, alors on voit sur 1'éq. que 6I3[¢] est une intégrale
dans un espace-temps bi-dimensionnel et, donc, ’addition du terme I3[¢]
a l'action des modeles sigma modifie les équations de mouvement
classiques. En variant 'action S[¢] + I3[¢] on obtient les nouvelles équa-
tions de mouvement

D,0,¢" (x) = 0.

On voit apparaitre une nouvelle dérivée covariante D, dont 'action sur
un vecteur contravariant V*(¢) est définie par

DV = (9,0} + T5.9,0° — Tyee00u9)V?,
ol le tenseur
Ty = 8" wape

demande clairement une interprétation en tant que forsion et w est la 3-
forme qui définit I3[¢]. On peut dire que l'effet du terme I3[¢] se traduit
par une modification de la géométrie de l'espace cible, c’est-a-dire par
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le passage de la connexion de Levi-Civita a une nouvelle connexion avec
torsion fixé par la 3-forme w. La reprise [11] des calculs de renormalisation
de la sec. (2.2.2) fournit les deux fonctions béta suivantes

dg, 1
jyb = ER(”b) + ... (2.47)
dw 3

ot Rgpeq est le tenseur de Riemann calculé avec la connexion I'y. — T . En
tenant compte du fait que

Rian) = DTy

on voit sur les égs. 2.48) que le flot du groupe de renormalisation se
simplifie beaucoup lorque la forme w est choisie harmonique

Awgpe = 4D Dyyw,p + 3D, D wyeyq = 3D, D wyeq = 0.

En effet, dans ce cas la fonction béta (2.48) pour la forme w s’annule et,
donc, w ne se renormalise pas. De plus, le tenseur de Ricci R, devient
symétrique.

L’annulation de la fonction béta pour des formes harmoniques w peut
étre comprise d'une facon différente lorsque l'espace cible est une va-
riété compacte. La condition que w soit fermée mais pas exacte veut dire
qu’elle peut étre écrite comme w = <y + da, ol 7y est a nouveau fermée
mais pas exacte et a est une 2-forme arbitraire. Soit E une extension tri-
dimensionnelle de 'espace-temps physique X dont le bord est 0Z = ¥ et
¢"(x) une configuration des champs dans cet espace-temps étendu E. Le
domaine d’intégration B = ¢(E) de la 3-forme w dans I3[¢] n’est défini
que modulo des sous-variétés sans bord de dimension 3, car seulement le
bord bi-dimensionnel 0B est fixé par I'image ¢(X) des configurations des
champs ¢”(x) dans l'espace-temps physique X. Cela veut dire que I3[¢]
n’est défini que modulo des termes du type

/C w, (2.49)

ol ¢ est une sous-variété compacte sans bord de dimension 3. En décom-
posant la forme w en une combinaison linéaire

b3
w =) 2mkjw; + da
i=1

d’une forme exacte da et de by = dim H*(M) formes w; duales, par le
théoreme DeRham (qui s’applique aux variété compactes), aux cycles fon-
damentaux ¢; de H3(M)

wj = 0jj

ci
on peut voir comment rendre non-pertinente I’ambiguité dans la défini-
tion de I3[¢]. En effet, si k; sont des entiers lorsque Hz (M) ne contient pas
de sous-groupes de torsion ou si k; sont des multiples entiers de p~!, ot
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p est le plus petit multiple des rang des groupes de torsion de H>(M)
alors le terme ambigu de 1'éq. prend des valeurs dans 277N et, donc,
e~ #] est bien défini. Cette quantification des constantes de couplages k;
empéche leur renormalisation. Un terme dans I’action qui n’est bien défini
que pour des valeurs quantifiées de la constante de couplage est appelé
terme de Wess-Zumino-Witten. Seule da peut étre affecté par la renorma-
lisation. Lorsque w est harmonique, alors da = 0 et on arrive a conclure
que w ne se renormalise pas.

En déformant les modeles sigma sur des espaces symétriques irréduc-
tibles M = G/H par des termes de Wess-Zumino-Witten il est toujours
possible d’annuler la fonction béta de la métrique. En effet, le tenseur de
Ricci généralisé dans 1'éq s’écrit dans la forme

Rab = Rap — Wacawperg<g™ . (2.50)

On a déja vu dans l'éq. que R, est proportionnel a la métrique si
I'espace symétrique est irréductible. Notons que w est une forme inva-
riante par rapport aux dérivées de Lie du groupe G. En effet, comme M
est un espace symétrique, alors l'opérateur de Laplace est en faite la re-
présentation différentielle du Casimir de G. Une forme harmonique est
une fonction propre du laplacien avec valeur propre zéro. Elle se trans-
forme donc dans la représentation triviale de 1’algebre de Lie g du groupe
G. Une forme harmonique est donc invariante. || En mettant ensemble
l'irréductibilité de M, l'invariance de w et la symétrie du dernier terme
dans 'éq. on voit qu’il doit nécessairement étre proportionnel a la
métrique. Comme la discussion sur I'ambiguité du terme Wess-Zumino-
Witten fixe entierement w, il suffit de proprement choisir la constante de
proportionnalité g%, dans 1'éq. pour annuler le tenseur de Ricci R,
dans I'éq. (2.50).

Pour conclure, la déformation des modéles sigma par des termes
de Wess-Zumino-Witten fournit des exemples de théories des champs
intéressantes. Il faut encore se convaincre qu’il existe des espaces sy-
métriques avec une troisieme classe de cohomologie non-triviale. Je ne
connais que deux exemples de tels espaces symétriques : i) les variétés
des groupes de Lie compactes K; ii) les variétés non-compactes associées
G/K, o G est la complexification de K. La 3-forme harmonique w est in-
duite par le tenseur invariant de rang 3 qui correspond aux constantes de
structure du groupe

Wape = 21tr (gila[aggilabggilac]g> =tr (gilaag[gilabg/gilacg]) :

Un calcul direct montre que w est fermée. Pour se convaincre que w est
harmonique il suffit de vérifier que Aw = 0 au point de la variété qui
correspond a l'identité du groupe. En tenant compte des propriétés de
symétrie de la forme w et de la métrique

Sab = trg 10,881 0pg

*°Un sous-groupe de torsion de H3(M) est engendré par un cycle v tel qu'il existe
un entier p;, appelé rang, pour lequel p;y = dA, ou A est une sous-variété de M de
dimension 4.

"Selon le théoreme de Hodge a chaque classe de cohomologie correspond une forme
harmonique. Donc I’étude de la cohomologie des espaces symétriques est trés intimement
reliée a la théorie des invariants du groupe G sur l’espace symétrique.
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2.3.1

2.3. Modeles sigma avec ligne critique

sous l'automorphisme ¢ — ¢! on voit facilement que la connexion de
Levi-Civita s’annule a I'origine et w,;. est égale aux constantes de struc-
ture du groupe jusqu’au premier ordre dans les coordonnées locales ¢“.
Par conséquent

Dawpeqg =0

a l'origine et, donc, partout ailleurs. Au final, w est en effet harmonique.

MODELES SIGMA AVEC LIGNE CRITIQUE

Modeéles sigma quantiques conformes

Dans la sec. on a étudié le modéle sigma sur un espace symétrique
M = G/H. On a vu qu'il ne reste conforme apres la quantification, pour
toute valeur de la constante de couplage g2, que si G est un groupe abé-
lien et, donc, que si le modéle sigma est une théorie des champs libres.
Si G est non-abélien alors le modéle sigma est soit en régime d’interac-
tion forte, lorsque 1'espace cible est compact, soit en régime d’interaction
faible, lorsque 1’espace cible est non-compact. Lorsque M est irréductible
et le modéle sigma admet un terme de Wess-Zumino-Witten (WZW) il
existe un certain choix quantifi¢ de la constante de couplage ¢ qui le
rend conforme au niveau quantique si on le déforme par ce terme de WZW.
C’est notamment le cas des modeles sigma principaux chiraux avec terme
WZW qui sont appelés modéles sigma de Wess-Zumino-Witten ou en-
core Wess-Zumino-Novikov-Witten. Dans le but de construire des théories
quantiques conformes en interaction avec symétrie de groupe de Lie non-
abélienne, la nécessité de déformer le modele sigma avait son origine
dans la positivité stricte du Casimir dans la partie droite de 1'éq. (2.44).

On a mentionné a plusieurs reprises dans le chapitre |1 que le Casimir
d’une superalgebre de Lie n’est pas défini positif méme pour les super-
algebres de Lie semi-simples. Ceci est une conséquence du fait que le
produit scalaire induit dans I'espace des poids par la forme symétrique,
consistante et invariante d’une superalgebre de Lie, restreinte a la sous-
algebre de Cartan, n’est pas défini positif. Il est donc tout a fait possible
que la fonction béta s’annule pour certains modeles sigma sur
des superespaces symétriques M = G/H. Comme le supergroupe G n’est
pas forcé d’étre abélien on s’attend a 1’existence de modeles sigma quan-
tiques conformes en interaction. Remarquons tout de suite que dans le cas
ol les superalgebres de Lie g et h du modele sigma M = G/ H sont telles
que la fonction béta s’annule, la constante de couplage ¢ ne su-
bit aucune quantification. On peut, donc, parler d'une ligne critique pour
les modeles sigma quantiques conformes. Visiblement, la structure
de ces théories conformes s’annonce beaucoup plus riche par comparai-
son aux modeles WZW sur des groupes de Lie compacts ou les espaces
symétriques non-compacts associés et, certainement, beaucoup plus inté-
ressante que celle du boson libre compactifié ou pas. Apres cette intro-
duction de motivation passons a l'identification des modeles sigma
quantiques conformes sur des superespaces symétriques.

Selon la formule pour la fonction béta des modeles sigma (2.10))
la fonction béta s’annule, au premier ordre dans la théorie des perturba-
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tions, lorsque le Casimir C(g) de la représentation adjointe de la superal-
gebre de Lie g du superespace symétrique G/H s’annule.
11 existe trois séries de superalgebres de Lie classiques basiques

psl(n|n), osp(2n +2|2n), D(2,1;a)
et trois séries supplémentaires

gl(nfn),  pgl(n|n),  si(nfn),

pour lesquelles le Casimir de la représentation adjointe s’annule.

Ainsi, selon la classification de Zirnbauer [82], les superespaces ho-
mogenes complexes qui admettent une structure de supervariété rieman-
nienne et qui a priori peuvent servir d’espaces cible pour les modeles sigma
quantiques conformes sont les variétés de supergroupes

GL(N|N), SL(N|N), PGL(N|N), PSL(N|N)
OSp(2S +2|25), G(w), (2.51)

les supergrassmanniennes “réelles”

OSp(2S +2|2S) (2.52)
OSp(2S + 2 — n|2S — 2m) x OSp(n|2m)’ 2

les supergrassmanniennes “complexes”
GL(N|N) (2.53)
GL(N — 1[N — m) x GL(n|m) 93

et, enfin, les trois séries

GL(25]2S) SL(2S|2S) OSp(2S +2|2S) (2.54)
OSp(252S)” OSp(25[2S)’ ~ GL(S+1]S) 4

Tous les supergroupes dans les séries (2.51} [2.52} [2.53} [2.54) sont complexes
et G(a) est I'exponentielle de la superalgebre de Lie D(2,1; «). Notons que
ni GL(N|N), ni SL(N|N) et ni PGL(N|N) ne sont des groupes réductifs.
Il n’est donc pas possible de représenter, par exemple, le premier espace
homogene dans I'éq. comme le produit direct du deuxieme espace
homogene dans 'éq. par une variété unidimensionnelle.

Seulement le groupe O(2), les grassmanniennes réelles

OSp(25 +2/25) OSp(25 +2[25)
OSp(2S +2 —n|2S) x SO(n)” OSp(2S + 2|25 — 2m) x Sp(2m)’

et les grassmanniennes complexes

GL(N|N)
GL(N —n|N) x GL(n)’

admettent une forme compacte.

On se demande maintenant lesquels des modéles sigma sur les super-
espaces symétriques (2.51} [2.52} [2.53} [2.54) restent conformes aux ordres
plus élevés de la théorie de perturbation et, bien sur, lesquels d’entre eux
sont exactement conformes.
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On connait la fonction béta pour les modeles sigma génériques jusqu’a
quatre boucles dans la théorie des perturbations [30, 38, [76]. Ecrivons la

)

correction de la fonction béta a n-boucles comme ﬁl(f . La contribution a la

fonction béta a deux boucles est selon [30]

,8(2) 1 kim

i = 8?RiklmR]' (2.55)

A laide de I'éq. cette expression peut étre ramenée, pour ¢ = 0, a la
forme

2
2 8 k bl
ﬁz(j)‘(p:o = 877.?2fﬂikfhj S (2.56)
Notons par %, la forme consistante, supersymétrique et invariante de b
définie par
Rap = (Ta, Tp) = st Ru(TaTy) = farm '™ (2.57)

On garde la convention selon laquelle les indices sont levés et baissés a
I'aide de la forme invariante x,5 de la superalgebre de Lie g et de son
inverse k*f. 'éq. peut étre alors ramenée a la forme

2
2 ~qa
le(j)|¢:0 = 78%(72 Rm(TaTb)i]'K b. (258)

On généralise cette derniere équation aux modeles sigma sur des superes-
paces symétriques. Pour les superalgebres de Lie simples toutes les formes
consistantes, supersymétriques, invariantes et non-dégénérées sont pro-
portionnelles entre eux. On a donc pour les superespaces symétriques de

I'éq. (2.51) et des deux premieres séries de 1'éq. (2.54) 1'égalité
R = gt (2:59)
avec une certaine constante de proportionnalité g déterminée par

sdimm sdimm

1= sdimb (m) = 2sdimb (9), (2.60)
ou p est la constante de proportionnalité
Kap = PPab (2'61)

entre la forme invariante x,, et la forme canonique p,, pour la superal-
gebre de Lie simple ) qui normalise de facon standard le Casimir C(m).
Notons que les égalités restent vraies aussi pour une su-
peralgebre de Lie h pas simple, mais telle que h/ ker Ry, est simple. Dans
ce cas il faut remplacer dans les égs. (2.59| [2.60} [2.61) la superalgebre de
Lie  par son quotient simple b/ ker Ry,. Ceci est le cas des premiers trois
supergroupes non simples dans 'éq. (2.51).

L'éq. prend pour les superespaces symétriques des égs.
[2.54), sauf la derniére série dans I'éq. (2.54), la forme finale

2 4
By = 980 R(TuT%)ij = (Zigzc(g)gij(o), (2.62)

87

ou la derniere égalité est obtenue de la méme facon que dans 1'éq. (2.43).
On voit donc que pour les superespaces symétriques des éqgs. 2.54),
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sauf la derniere série dans 1'éq. (2.54), la fonction béta & deux boucles dans
la théorie des perturbations est toujours zéro.

Pour les supergrassmanniennes réelles et complexes des égs. (2.52
la situation est plus compliquée car la sous-algebre h n’est pas simple.
Plus précisément, pour les supergrassmanniennes réelles

h~§ @h”, (2.63)

ou b’ et h” sont des superalgebres de Lie simples.
On va analyser d’abord les supergrassmanniennes réelles. La décom-
position (2.63) veut dire que %, est bloc diagonale

_ oy O
Rap = ( v > (2.64)

ot T, et T, est la restriction de la base T, de h a h’ et h” respectivement,
et que
Koy = q,Ku/b// Koy = q”Ka”b” (265)

avec des constantes de proportionnalité g’ et q” a priori différentes.
L'éq. (2.58) prend pour les superespaces symétriques la forme

2
2 8 ‘v r,.a"b"
‘Bl(] ) }4):0 = 877'(;2Rm (q/Ka TalTb/ + q K" Tu”Tb”)- (266)
Pour interpréter les deux termes dans la derniéere égalité de 'éq. (2.66) on
a besoin de l'isomorphisme suivant

m ~ vech’' @c vech”,

ot vec )’ et vech” dénotent les représentations fondamentales, c’est-a-dire
vectorielles des superalgebres de Lie ' et h” respectivement. On voit donc
que les termes de l'éq. correspondent aux Casimirs C(vech’) et
C(vech”) normalisés de fagon non-standard. La fagon standard de nor-
maliser le Casimir C(vech’) et C(vech”) utilise la forme consistante, su-
persymétrique et invariante p’,,, et, respectivement, p”,7,» de la représen-
tation fondamentale vech’ et, respectivement, vec h” comme expliqué a la
fin de la sec. On se convainque facilement de la validité des égalités
suivantes

Oy = Koty P” 0 = Ko (2.67)

Avec ce dernier résultat on arrive a une nouvelle forme de 1'éq. (2.66))

4
'BEJZ) ‘(p:o = Sg# (9'C(vech’) +¢"C(vech”))gi;(0). (2.68)

Celle-ci peut étre simplifiée encore plus a 1'aide de 1’égalité suivante

C(m) = C(vech’ + C(vech”) = C(;)

En particulier, on vérifie 1’accord avec I'éq. (2.62)) lorsque b’ = 0 ot h” = 0.
Au final, on voit que la fonction béta de I'éq. (2.68) s’annule soit si

C(vech') = C(vech”) =0 (2.69)
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ou soit si
q/ — q/r‘ (2‘70)
En fait, apres un calcul explicite de ¢4’,q”
, _ sdimm : ,  sdimm .
7= sdimp Vel ) ar= Sdimb,,C(VeCh ). (2.71)

on peut montrer que les deux conditions (2.69 sont équivalentes. En
effet, avec

sdimm = (n —2m) (2 — n +2m),
sdim b’ = %(n —2m)(n—2m—1),
C(vech’) =n—2m—1,
ot b’ = osp(n|2m) on obtient [?]
g =22—n+2m), q"=2(n-2m).

Pour les supergrassmanniennes réelles les conditions (2.69, [2.70) re-
viennent a la restriction
n=2m+1

dans I'éq. (2.52).

On se concentre maintenant sur le cas des supergrassmanniennes com-
plexes pour m # n. La sous-algebre de Lie ) n’est pas simple, mais
est généralement la somme directe

h~b' &h” &3 (2.72)

de deux algebres simples b’ et h” de type sl et d'une sous-algebre centrale
3 de dimension deux. Ecrivons le module fondamental V de gl(N|N) dans
la forme

VeVev”

de facon que le plongement gl(n|m) et de gl(N — n|N — m) dans § est
gl(V’) et respectivement gl(V"”). Soit 7t et 71" les projecteurs sur V' et res-
pectivement V”. On prend en tant que base du centre 3 de h les générateurs
E et Z qui, dans la représentation V, ont la forme suivante

E=n+nmn", Z=na—mn".

Il n’est pas difficile de calculer les composantes suivantes de la forme
invariante standard

(Z,Z) = (E,E) =0, (E,Z) = (ZE)=2(n—m).

On en déduit, donc, que les générateurs duaux, par rapport a la forme
standard x5 = (T,, Tp), sont

Z E

B = 2(n—m)’ Z= 2(n—m) 275

2Lorsque sdim b’ = sdim h” = 0 on vérifie par des moyens indépendants que ce résultat
tient toujours.
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En forme matricielle, le plongement de §) dans g est

A/ 0 !/ / 7 7 _ ld 0 _ id 0

tandis que celui de m est

K= <Z(\)l ]gI> €m, (2.74)

ot M € Hom(V”, V') et N € Hom(V’, V”). De cette derniére équation on
prouve l'isomorphisme suivant

m ~ vech’ ®c vec* h” @ vec* b’ @c vech” =m, Gm_ (2.75)

de m en tant que représentation de f). Notons que malgré le fait que m n’est
pas irréductible, son centre Endy m est toujours de dimension un lorsqu’on
impose la condition de réalité. Ceci veut dire que dans 1'éq. (2.74) on se
restreint qu’a des éléments hermitiens K = K de m ou que N = M+
Ensuite, on vérifie que E est dans le noyau de la représentation m,
c'est-a-dire
Ru(E) =0, Ru(Z)=2(Ps —P_ > (2.76)

ott Py sont les projecteurs sur m.. A 'aide des éqs. on peut
calculer les composantes dans 3 de la forme 1nvar1ante ” de l’eq (257)

str Rn(Z*Z*) = strRn(E*Z*) =0, strRy(E*?) = —2.

Pour les composantes % dans la sous-algeébre semi-simple ' & h” on a
les mémes relations (2.64} [2.65} [2.67) avec des constantes 4’,4” données
par la méme éq. (2.71). On obtient pour la fonction béta (2.58) 1'expression
suivante

ij ‘47:0 - 871
4
- % (9'C(vech’) 4 q”C(vec b”))gi;(0) (2.77)

2 —_ —
g—‘fz (Rm (4 Ty Tyx™Y + q" T Tyrx™ ") + R (E?)(E*, E*))

exactement comme pour les supergrassmanniennes réelles dans

I'éq. (2.68). Avec
sdimm = —2(n —m)?,
sdimp’ = sdimb” = (n —m)> -1,
1

C(vech’) = —C(vech”)=n—m— p—

et

C(vech’) + C(vech”) = C(zg)

on vérifie qu’il y a deux conditions non équivalentes pour I’annulation de
la fonction béta (2.77). La premieére condition

g =q" = n=m
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a été exclue par hypothese, tandis que la deuxiéme condition
C(vech’) = C(vech”) =0

fournit la restriction
n—m= =+1. (2.78)

Pour compléter 1’analyse des supergrassmanniennes complexes
il faut considérer aussi le cas n = m. Ecrivons le module fondamental V
de gl(N|N) dans la forme
VeVav”

de fagon que le plongement gl(n|n) et de gl(N —n|N —n) dans h est gl(V’)
et respectivement gl(V”). Soit E’ et E” les projecteurs sur V' et respective-
ment V”. De plus, soit Ej et E; les projecteurs sur le sous-espace paire et,
respectivement, impaire de V'. Pareil, on désigne par E”; et E”; les projec-
teurs sur le sous-espace paire et, respectivement, impaire de V”. Prenons
en tant que base de gl(n|n) la base canonique de sl(n|n) plus le générateur
de graduation
Z' = Ej—E;.

Pareil pour la base de gl(N — n|N —n) et Z”. En tenant compte de l'iso-
morphisme et du fait que sdim vec gl(n|n) = sdim vec gl(N — n|N —
n) = 0 on obtient par calcul direct que la restriction de la forme %, a la
sous-algebre gl(n|n) ou gl(N — n|N — n) est identiquement zéro. Dans la
base choisie, il n’existe qu'une seule composante de la forme invariante
%% qui ne s’annule pas

T (Z',2") dimm

(B, B7) = 4(N —n)n - "~ 4(N —n)n =2

La fonction béta de 1'éq. (2.56) devient alors

2 — 4
BY = E5Ra(EE)(E" E™) = —5%4,(0)
une quantité différente de zéro. En conclusion, les modele sigma sont
conformes seulement sur les supergrassmanniennes complexes déja trou-
vées dans 1'éq. (2.78).

On arrive enfin a 'analyse de la derniere série d’espaces symétriques
dans I'éq. (2.54). Pour décrire le plongement de g[(S + 1|S) dans o0sp(2S +
2|2S) on choisit une base particuliere de la représentation fondamentale
V de 0sp(2S + 2|2S). Soit ey, ey, . . ., €452 les vecteurs de la base ordonnée
dont les poids sont respectivement

€1,/ eS—‘rl/(sl/ R /551 —€1,-- _€S+l/ _51/ DR _(SS/

dans les notations de la sec. Notons par V' et V” le sous-espace de
V dont les éléments sont des vecteurs de poids positif et respectivement
négatif. Soit 7’ et 71 les projecteurs sur V' et respectivement V”. L'au-
tomorphisme involutif o qui définit I'espace symétrique dans la derniere

série de 1'éq. est alors défini par

o= —m".
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Pour définir la superalgebre 0sp(2S + 2|2S), choisissons le produit scalaire
invariant de V dans la forme de la sec. (1.1.6). Les éléments de g ont alors

la forme
e

ou A € EndV’, B € Hom(V”,V’), C € Hom(V’,V”), A* € EndV"”. La
sous-algebre h ~ gl(S + 1|S) fixée par 'automorphisme involutif o est
alors composée des éléments de g de la forme B = C = 0, tandis que les
éléments de m sont du type A = 0.
La sous-algebre f est réductive avec un générateurs central que l'on
prend dans la forme
Z=o0.

La représentation m de h est isomorphe au tenseur supersymétrique de
rang deux. Si les poids ¢;, €; sont ordonnés comme dans la sec. alors
le plus haut poids de m est

(207, str)

Am =261 — .
" 1 {str, str)

(2.79)
Tenant compte du fait que sdim m = 0 on obtient que le générateur central
Z ne contribue pas a la fonction béta (2.56)

—~—— e~

(Z*,Z*) =(Z,Z) = 4sdimm = 0.

Pour calculer la constante de proportionnalité 4’ entre la forme invariante
&7V, restreinte a la sous-algebre simple §’ = h/CZ, et la forme standard
de «7? il suffit de calculer un seul élément de matrice. Si §; = H alors

str R (H; — Hj)* = Y (4,6, = ;) (=) = (61 = 6;,6; = 8)q" = —2¢'
A

ou la somme est sur les poids non dégénérés J; + 6;, 6; + €, € + € du
module m,oui,j=1,...,Setk ! =1,...,5+1 avec la condition supplé-
mentaire k # 1. On obtient que 4’ = —1 et donc

B2 — g2C(m) ¢ (0).

ij 8772

Enfin, en calculant le Casimir de la représentation de s((S + 1|S) avec plus

haut poids
C(m)= -1

on voit que la fonction béta ne s’annule pas.

On vient de finir I'analyse de la fonction béta a deux boucles pour
tous les superespaces symétriques. On a vu que certaines fonctions béta ne
s’annulent pas a cet ordre, tandis que d’autres sont toujours zéro. Voyons
si on peut argumenter que les modeles sigma conformes a deux boucles
restent conformes a tous les ordres de la théorie des perturbations et méme
qu’il le sont non perturbativement.

On avait mentionné dans la sec. que les espace symétriques ir-
réductibles admettent, jusqu’a une constante de proportionnalité pres, un
seul tenseur symétrique invariant de rang deux et que la fonction béta doit



2.3. Modeles sigma avec ligne critique

73

étre nécessairement proportionnelle a la métrique. On peut évaluer cette
constante de proportionnalité a ¢ = 0, o1 la condition d’invariance sous
l'action de § s’écrit comme dans 1'éq. (2.38). Ceci veut dire que la constante
de proportionnalité entre B;; a ¢ = 0 et g;;(0) est la valeur propre d"un élé-
ment central de U/ (h) dans la représentation m. La remarque cruciale qui
s’'impose est 'appartenance de m au bloc fondamental ['3| de b dans tous les
cas ot la fonction béta s’annule a deux boucles! On rappelle que les va-
leurs propres des éléments centraux sont constantes dans les blocs. En
particulier, les valeurs propres des éléments centraux sont toutes nulles
dans le bloc fondamental. On conclut donc que la fonction béta des mo-
deles sigma sur les espaces symétriques représentés dans le tab. sont
exactement conformes.

Pour calculer la charge centrale des modeéles sigma quantiques
conformes sur les superespaces symétriques du tab. 'astuce suivante
est utile. La limite g — 0 des modeéles sigma n’est pas bien définie.
On peut donner un sens précis a cette limite en redéfinissant les champs
0,¢"(x) — g59,¢"(x) et en prenant ensuite la limite g; — 0. Plus concre-
tement on effectue un changement de variables

¢"(x) = &' + 800" (%), (2.80)

ot &, est le mode zéro du champ ¢"(x) et ?(x) sont les nouveaux champs
dynamiques sans mode zéro. La mesure de l'intégrale fonctionnelle se
factorise alors comme

D[¢] < du(¢)DIC], (2.81)

ot du(¢) est la forme de volume dans 1’espace cible. La limite g, — 0 est
maintenant bien définie et on obtient une théorie des champs libres {*(x)
avec l'action

210 = 5 [ 9 '8a(@," (282

ou ¢” joue le role des parametres. Si la fonction de partition pour la théorie
des champs libre définie par I'action S¢[] est

2(6) = [ Dlgle ), (283)

qui est bien défini a cause de 1’absence du mode zéro dans les champs
¢%(x), alors la fonction de partition du modeéle sigma initiale dans la limite
8o — 0 devient

z= [an(@2z(@).

La limite g, — 0 des fonctions de corrélations se calcule dans le cadre de
la méme logique : i) on effectue le changement des variables ;
ii) on calcule les fonctions de corrélations des champs (?(x) dans la limite
g0 — 0 a ¢” fixe; iii) on integre sur les modes zéros ¢*.

Le fait d’avoir bien défini la limite g, — 0 nous permet de voir les mo-
deles sigma a gs quelconque comme une déformation par un opé-
rateur exactement marginal de la théorie des champs libres 2.83).

3Le bloc fondamental est le bloc de la représentation de dimension un. Voir la sec.
pour un rappel de la notion du bloc.
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TaB. 2.1 — Modéles sigma quantiques conformes sur des superespaces symétriques.

| Charge centrale | Espace cible
1 OSp(2S + 2|2S) G(w)
0 GL(N|N) GL(25]25)/ OSp(25)2S)
—1 SL(N|N) PGL(N|N) | SL(25|25)/ OSp(25]25)
-2 PSL(N|N)
1 OSp(2S +2]25)/ OSp(2p + 1|2p) x OSp(2q9 + 1|27)
-2 GL(N|N)/ GL(m + 1|m) x GL(n — 1|n)

On sait bien [15] que la déformation par un opérateur exactement mar-
ginal d’une théorie conforme ne change pas sa charge centrale. Sur la
forme pour 'action des modeles sigma dans la limite g, — 0,
au sens qu’on vient d’expliquer, on voit que les dimensions paires des
superespaces symétriques (2.51} |2.52} [2.53} [2.54) sont paramétrées par des
bosons réels, tandis que les dimensions impaires — par des fermions sym-
plectiques. On a, donc, une expression tres simple pour la charge centrale

¢ = sdim M, (2.84)

ce qui donne le tab. des charges centrales, ot p +q = S pour les
grassmanniennes réelles et m +n = N pour les grassmanniennes com-
plexes. On voit du tab. [2.1] que toutes les charges centrales pour ces théo-
ries conformes avec lignes critiques sont des entiers —2,—1,0 ou 1.

Il y a trois représentants élémentaires dans le tab. Les deux pre-
miers sont le boson libre compact ou non-compact, ce qui correspond
aux modeles sigma sur les deux formes réelles du groupe complexe
OSp(2S +2|2S) pour S = 0. Le troisieme est la paire des fermions sym-
plectiques, ce qui, comme on va voir toute suite, correspond au modele
sigma sur le supergroupe PSL(1]1).

Soit 7t la projection canonique de la superalgebre de Lie s[(1]|1) sur
psl(1|1). Si f, f sont les générateurs fermioniques de s[(1]1) alors les gé-
nérateurs de ps((1]|1) sont définis par

F=n(f), F=n(f).

Il n’est pas difficile de vérifier a partir de cette définition que la superal-
gebre de Lie psi(1]1) n’est rien d’autre qu'une algeébre de Grassmann dans
les générateurs F,F. Un élément générique du supergroupe PSL(1|1) est
alors de la forme

g, 17) = "L, (2.85)
La forme invariante ( , ) de gl(1|1), définie par
(R(X),R(Y)) =str R(X)R(Y), (2.86)

ol R est la représentation fondamentale de gl(1|1), induit une forme in-
variante ( , ) sur psl(1|1) de la fagon suivante

(7(X), 7(Y)) = (R(X), R(Y)).

Cette induction est possible justement parce que le noyau de la projec-
tion 7t est exactement le noyau de la forme (2.86). Si on pose

k= (3 o) ®H=(] o)
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alors, dans la base ordonnée F < F, les éléments de matrice de la forme

( , ) deviennent
=5 o)

On a maintenant tous les ingrédients pour calculer 'action du modele
sigma principal chiral sur PSL(1|1)

1

9,8,81
2g0/(g 488 ng)

Sln, 7] =

et obtenir

S[n, 1] / 0,10 1]. (2.87)

On sait bien que le spectre des ferm1ons symplectiques ne dépend pas
de la constante de couplage g,. Néanmoins, ceci ne veut pas dire que la
constante de couplage g, est completement redondante dans la théorie
conforme logarithmique des fermions symplectiques, car les éléments de
matrice non diagonaux des opérateurs chiraux peuvent en dépendre.

Dans ce qui suit, par ligne critique on comprend plutoét une déforma-
tion d'une théorie conforme par un seul opérateur exactement marginal
tel que le spectre de la théorie conforme varie continiment en fonction du
couplage g, de cet opérateur. Ainsi, les fermions symplectiques n’ont pas
de ligne critique. Ils ont pourtant contribué beaucoup au développement
de la compréhension abstraite des théories conformes logarithmiques en
tant que telles.

Au final, remarquons que les déformations de la sec. par des
termes topologiques ou de WZW s’appliquent aussi bien aux modeles
sigma sur des superespaces symétriques qu’aux modeles sigma sur des
espaces symétriques. Il faut seulement faire attention a ne pas briser la
positivité de 1’action lorsqu’on se restreint aux configurations des champs
qui prennent leurs valeurs dans la sous- Variété de base Mj de l'espace
cible. Ceci va imposer une borne supérieure a la valeur absolue de la
constante de couplage quantifiée du terme topologique Sy,,[¢] par rapport
ags

| Re Stop[9]] < S[9],  ¢(x) € M.

Stratégies possibles

L’existence des théories conformes avec ligne critique, présentées dans
le tab. nous confronte avec le probleme de leur résolution. La pré-
sence d'une symétrie globale de supergroupe implique la non-unitarité et
la nature logarithmique de ces théories conformes. Alternativement, 1’as-
pect logarithmique est une conséquence de la présence des fermions sym-
plectiques dans l'action (2.82). Dans leur formulation (2.10), les modeles
sigma sont hautement non-linéaires dans les champs fondamentaux. On
voit donc que la résolution s’annonce difficile.

Quelles sont les méthodes pour attaquer ce type de modeles et, sur-
tout, y a-t-il des méthodes qui amenent a des résultats exacts? Jusqu'a
présent on n’a utilisé que la symétrie globale de supergroupe et des ar-
guments perturbatifs, par exemple, pour prouver la symétrie conforme
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ou pour calculer la charge centrale (2.84). Y a-t-il d’autres approches plus
puissantes qui permettent de calculer la fonction de partition et les fonc-
tions de corrélations exactement ?

A présent, les seules informations qu’on connaisse sur les modeles
sigma dans le tab. sont l'existence d’une symétrie globale de super-
groupe et d'une symétrie conforme. Est ce que I'exploitation des symétries
globales et conformes dans les modéles sigma du tab. |2.1| suffit pour intégrer les
théories conformes correspondantes ? Pour comprendre mieux cette question
donnons quelques exemples.

Considérons d’abord les modeles minimaux diagonaux avec des condi-
tions de bord doublement périodiques. Le calcul de tous les objets phy-
siques de la théorie — comme la fonction de partition ou les fonctions de
corrélations — peut étre ramené a 1’étude de la théorie des représentations
de l'algebre de symétrie complete du modéle minimal. En effet, un modele
minimal diagonal de charge centrale

0 \2
c=1- 6@, pp €N, (2.88)
pp
possede une algebre de symétrie qui est le produit direct de deux algebres
de Virasoro V(c) x V(c). Par rapport a V(c) x V(c), 'espace des états H
de la théorie se décompose dans une somme directe

H~ @ M(hs,c) x M(hys,c) (2.89)

1<r<yp’
1<s<p

ot M(hys,c) et M(hys,c) sont des quotients irréductibles des modules de
Verma V (h,, ¢) et, respectivement, V (h,, ¢) des algébres de Virasoro V(c)
et, respectivement, V(c), et les dimensions conformes #, ; sont données par

o (pr=p's)?—(p—7")

2
v pp’ '

(2.90)

Les expressions de la charge centrale (2.88), des dimensions
conformes (2.90) et des bornes de sommations dans la décomposi-
tion (2.89) peuvent étre déduites de la condition de minimalité [27] et
sont des détails qui n’ont pas d’importance pour la suite.

On veut mettre en évidence dans 1'éq. juste les points suivants :
i) dans H, les états de plus haut poids par rapport a I'algebre de symé-
trie V(c) x V(c) sont uniquement déterminés par leur poids h, s ; ii) tous les
champs quantiques de la théorie peuvent étre engendrés par 1'action de
l'algébre de symétrie V(c) x V(c) sur les opérateurs primaires. Le pre-
mier point montre que l'algebre de symétrie complete d'un modele mi-
nimal diagonal est la symétrie conforme V(c) x V(c). Une fois 'action
explicite de l'algebre de Virasoro sur les champs primaires résolue, le
deuxiéme point permet d’exprimer une fonction de corrélation arbitraire
en terme de fonctions de corrélations entre des opérateurs primaires. Le
calcul de ces derniéeres peut étre réduit, a 'aide du point i), a 'étude des
sous-modules maximaux des modules de Verma V (k, ¢, c) ou, en d’autres
termes, a I’étude des descendants nuls des opérateurs primaires.
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Ainsi, on voit, sur 'exemple des modeles minimaux diagonaux, que la
connaissance de l'algeébre de symétrie complete et de sa théorie de repré-
sentations suffit pour intégrer entierement le modéle. Cet exemple est tres
particulier — ’algebre de symétrie complete est évidente par construction.
Lorsque la théorie conforme est définie par une action et un processus de
quantification alors la symétrie compléte du modele n’est pas du tout évi-
dente, mais doit étre calculée.

On va illustrer cela sur le cas du modele WZW sur un groupe de Lie
compact simple G défini comme la déformation du modele sigma princi-
pal chiral par un terme de WZW de la sec. L'action du modele
WZW est bi-invariante par rapport aux translations globales de gauche

h x g(x) — hg(x)

et de droite
hx g(x) — g(x)h™!

des champs fondamentaux g(x) € G. Si les conditions de bord sont dou-
blement périodiques alors les translations globales et la symétrie conforme
forment une algebre de symétrie “évidente”

gxgx V() xV(), (2.91)

ou g et § est l'algebre de Lie des translations globales de gauche et, res-
pectivement, de droite et

kdimg
Cc =
k+g

est la charge centrale du modéle WZW. On a noté par g le nombre dual
de Coxeter de l'algébre de Lie semi-simple g et par k € IN le niveau du
modele WZW, qui quantifie la constante de couplage du terme WZW et
du terme cinétique comme expliqué dans la sec. [2.2.3|

On sait bien [24] que les modeles WZW possedent une symétrie affine
§(k) x g(k) moins évidente. Pour un modele de WZW diagonal I’espace
des états H de la théorie se décompose dans une somme directe des re-
présentations irréductibles de 1’algebre affine §(k) x §(k)

H =P G(A k) x G(A,k), (2.92)
A

ou G(A, k) et G(A, k) sont des représentations intégrables de plus haut
poids par rapport a l'algebre affine §(k) x g(k). Comme il n'y a pas de
multiplicités dans 1'éq. on voit que l'algebre affine §(k) x g(k) est
l'algebre de symétrie complete des modéles WZW. De la méme facon que
pour les modeles minimaux diagonaux, le calcul de la fonction de partition
et des fonctions de corrélations est réduit a des problémes de la théorie des
représentations de 1’algebre de symétrie complete §(k) x g(k).
L'incomplétude de 1'algébre de symétrie évidente peut étre ré-
vélée si on décompose la fonction de partition du modele WZW diago-
nal, calculée dans une représentation de champs libres, en une somme de
caracteres irréductibles de (2.91). Plus précisément, soit Hy, ..., H, les gé-
nérateurs de la sous-algebre de Cartan de g et soit D le réseau de plus
hauts poids dominants de g. La décomposition de la fonction de partition
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du modéle WZW diagonal dans une somme de caracteres irréductibles de
l’algebre de symétrie est alors

Z(q,9,{z},{z}) =try q"og Lonz q 2
=) chy( {Z} hy ({2} xa(9)x2(7),

AED

AeD
ou ch, sont les caracteres des représentations irréductibles de g de plus
haut poids A et x, sont appelés des fonctions de branchement. L'algebre
de symétrie est complete si et seulement si les fonctions de branche-
ment X, sont des caracteres des représentations irréductibles de Virasoro.
Pour le modele WZW sur le groupe SU(2) au niveau k = 1 ceci est vrai,
mais dans le cas général ce n’est plus vrai [24].

Un point important a remarquer dans les deux exemples précédents
c’est la localité des champs de l'algébre de symétrie complete. C’est pour
cela qu’elle est aussi appelée algebre chirale maximale. Le formalisme des
algeébres de vertex ou de W-algebres donne a la théorie conforme un sens
mathématiquement précis de représentation de 1’algebre maximale chirale
[79]-

Dans les deux chapitres suivants, les seuls modeles sigma conformes
du tab. qu’on va traiter sont les modéles sigma sur les superspheres
et sur les superespaces projectifs. Considérons la formulation du
modele sigma sur la supersphere

G25+1[25 OSp(2S +2|25)
OSp(25 1 1]29)

et la formulation du modele sigma sur le superespace projectif

U(NIN)

PN71|N ~ ooV
¢ U(N —1]N)

Si on impose des conditions de bord doublement périodiques, alors les
modeles sigma sur §25t1125 et CPN-1IN possedent en plus de la symétrie
conforme V(1) x V(1) et, respectivement, V(—2) x V(—2) une symétrie
globale 0sp(2S + 2|25) et, respectivement, gl(N|N). Montrons que dans la
limite ¢, — 0, au sens de la sec. l'algebre de symeétrie

ax V(c) x V(c) (2.93)

n’est pas complete, oit g est 0sp(2S + 2|2S) ou gl(N|N) et ¢ = 1 ou, respec-
tivement, c = —2. Pour cela il suffit de montrer que les champs scalaires
de poids nul par rapport a Ly ne sont pas en bijection avec les états de la
représentation irréductible M(0,1) de plus haut poids i = 0 de l'algebre
de Virasoro V(c).

En effet, si n'(x) sont les champs fondamentaux du modele
sigma sur la supersphere $5+1125 alors les champs scalaires avec
plus de trois dérivées holomorphes 0 ne sont plus en bijection avec les
états du M(0,1) de poids h > 4



2.3. Modeles sigma avec ligne critique

79

(n,n) =1 0)
(n,on) =0 L_4]0) =
(on, on) L_,|0)
(on,d%n) L_3|0)
(on,d%n), (0°n,9%n), (dn,on)? L?,|0), L4|0).

De la méme fagon, si z/(x) sont les champs fondamentaux du modéle
sigma sur CPN=UN alors les champs scalaires avec plus de deux
dérivées holomorphes 0 ne sont plus en bijection avec les états du M(0,1)
de poids h > 2

zZiz=1 |0)
z'-Dz=Dz".z=0 L 1/0) =0
Dz' - Dz, Dzt A Dz L_,]0),

ot D est la dérivée covariante holomorphe calculée de fagon standard a
partir de 'expression pour la dérivée covariante D, dans la jauge
fixe (2.16). Il est clair que si l’algebre de symétrie n’est pas complete
dans la limite g, — 0, alors elle n’est pas complete pour tout g, fini.

Une premiére stratégie possible pour intégrer les modeles sigma sur
§25+1125 oy CPN-UN | dans I'esprit traditionnel des théories conformes,
consiste a identifier leurs algebre de symétrie complete. C’est la stratégie
qu’on va adopter dans cette these.

Les calculs perturbatifs de la sec. dont le formalisme s’applique
a tous les modeles sigma, suggerent fortement que 1’algebre de symétrie
compléte du modele sigma sur la supersphere $25+1125 est

05p(2S + 2|2S) X B X Beo, (2.94)

ol Be et Bo sont les algebres engendrées par les produits d’opérateurs
des champs invariants sous 0sp(2S + 2|2S) construits a partir de o*n(x)
et, respectivement, ékni(x) avec k € IN. On peut prendre en tant que géné-
rateurs de B, les champs

S {(o'n(x),dn(x)) i,jeN (2.95)
et en tant que générateurs de B, les champs
- (d'n(x),dn(x)) : i,j € N. (2.96)

Notons que les champs (n(x),d'n(x)) et (n(x),d'n(x)) peuvent étre expri-
més en terme des champs par la contrainte (n(x),n(x)) = 1.

Comme l'algebre des produits d’opérateurs des champs chiraux
ne dépend pas de la constante de couplage g» — 0, ses constantes
de structure peuvent étre calculées dans la représentation de champs
libres (2.82). Une stratégie possible pour résoudre exactement la théorie
conforme du modele sigma est alors 1’étude de la théorie des représenta-
tions des algebres chirales (2.94).

CONCLUSION DU CHAPITRE

Dans ce chapitre on a rappelé le flot du groupe de renormalisation pour
le modele sigma avec action métrique standard sur un espace symétrique
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M = G/H compact ou non-compact. On a vu qu’il ne reste conforme
apres la quantification que si G est un groupe abélien et, donc, que si
le modele sigma est une théorie des champs libres. Si G est non-abélien
alors le modéle sigma est soit strictement en régime d’interaction forte,
lorsque M est compact, soit strictement en régime d’interaction faible,
lorsque M est non-compact. L'origine de ce comportement est la positivité
stricte de la valeur propre du Casimir des algebres de Lie simples dans les
représentations non-triviales.

Lorsque M est irréductible, les conditions de bord sont telles que
I'espace-temps X est compact et que le modele sigma admet un terme
de WZW, alors il existe un certain choix, nécessairement quantifié¢, de la
constante de couplage g2 tel que le modeéle sigma reste conforme au ni-
veau quantique si on le déforme en rajoutant ce terme de WZW a I’action
métrique standard.

Pour les superalgebres de Lie classiques basiques le Casimir n’est plus
nécessairement défini positif dans les représentations non-triviales. Ceci
rend possible I'existence des modéles sigma avec action métrique standard
invariants conformes au niveau quantique. Apres avoir discuté quelques
particularités des superespaces symétriques, on a classifié tous les mo-
deles sigma avec action métrique standard invariants conformes sur ces
espaces. 4| Ces modeles sigma conformes possedent une symétrie globale
de supergroupe qui est soit de type GL(N|N) soit de type OSp(2S + 2|2S).
Les deux supergroupes mentionnés se distinguent par 'annulation du
Casimir de la représentation adjointe de leur superalgebre de Lie. Une
propriété tres intrigante des théories conformes des modeles sigma avec
action métrique standard invariants conformes est 1’existence d’une ligne
de points critiques, car la constante de couplage ¢2 n’est pas contrainte a
prendre des valeurs quantifiées.

En plus de la classification on a proposé une stratégie dans 1’esprit
de la théorie des représentations pour résoudre ces modeles sigma en
interaction hautement non-linéaire.

'0On n’a pas cité la réf. [1], car on s’est rendu compte de son existence seulement apres
ce que ce chapitre a été écrit.
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CE chapitre est une revue des idées et outils qui ont servi a la publication
de deux articles attachés dans I’annexe.

On commence par une introduction rapide a la géométrie de la su-
perspheére sans entrer dans les détails qui la définissent précisément en
tant que supervariété. Dans la section 2 on utilise des méthodes pertur-
batives et non-perturbatives pour révéler quelques propriétés nécessaires
d'un modele discret dans la méme classe d’universalité que le modele
sigma. Dans la section 3 on propose un tel modeéle et on vérifie que toutes
les contraintes discutées dans la deuxiéme section sont satisfaites. Dans
la section 4 on étudie en grands détails 'algebre de symétrie complete
du modele discret associé au modéle sigma sur la supersphere S*2. Dans
la section 5 on utilise cette analyse pour élucider quelques aspects non-
perturbatifs de la théorie conforme du modele sigma S* et on propose
une généralisation a tous les modeles sigma S25+1125.
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GEOMETRIE DE LA SUPERSPHERE

La supersphere S2571125 peut étre définie comme I’ensemble de solutions
de I'équation
25+1 S
Y ()P +2) 7yt =R (3.1)
i=0 a=1
dans un algébre de Grassmann B a un nombre suffisamment grand de gé-
nérateurs. Dans les notations sur 1'algebre de Grassmann B de la sec.[1.2.1]
les variables de l’eq. sont du type

X e Bg, 7%, n* € By

et R est un nombre réel positif appelé le rayon de la supersphere. On va
noter par | - | la gradation de tous les modules Z /27 gradés.
Soit V ~ V5 @ V7 un espace vectoriel gradé sur C avec une base

eo < -+ < 4541, (3-2)

telle que ey, ..., exs+1 est une base de Vj. Ensuite, soit U ~ Uy @ Uj le
module fondamental de OSp(2S + 2|25)

U=B®cV

dont la gradation est définie par |b ® v| = |b| + |v], et X € Uy un vecteur
avec les composantes X! = x! pour i = 0,...,25 +1 et X25F1¢ = 4«
pour & = 1,...,2S, ott 7% = 7°T*. En introduisant la forme bi-linéaire
supersymétrique ( , ), dont les éléments de matrice dans la base

sont
idasy2 0 0

]pq = 0 0 —ids |, (3-3)
0 ids O
l'éq. prend la forme
(X, X) =1, (3-4)
pour une sphere de rayon R = 1.
Il n’est pas difficile de vérifier, & partir des définitions de la sec.
que le sous-groupe qui laisse invariant le vecteur X = ¢y est exactement

OSp(2S + 1|2S). On voit, donc, que la supersphere peut étre vue comme
un espace homogene

§25+1125 — OSp (25 +2|25)/ OSp(25 + 1/28).
La métrique euclidienne du superespace euclidien E25+2125 = I
ds? = (dX,dX)

induit une métrique riemannienne sur la supersphere. En effet, si §;; est

le tenseur métrique de la sphére S**! et si on choisit de paramétrer les
solutions de l'éq. comme

X =rnl, r=4/1-1n? (3-5)
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pouri=0,...,25+1, ou

et
n?* = 1" TapnP,

alors le tenseur métrique gp, sur la superspheére devient

- Mt
Qi =18, Sup = Jup — 2

ot on a introduit I'isomorphisme naturel entre U et U* donné par la forme

()
Xy = Xy

Par exemple, le paramétrage de Hopf pour la sphere S°

n® = cos pi cos &1

n' = cos psing

n? = sin 1 COS G2

n® = sin usingo,
avec -
OSVSE/ 0§§1<27T/ 0§€2<27T/

induit, a travers (3.5), une métrique sur la supersphére S3? dont les com-
posantes non-nulles sont

2

gn=r% gn=rcos’u, gp=r’sinfy, gus=-r, gu=r (3.6)

N

ou
r=1- 171172.

Dans l'éq. (3.6), les composantes du tenseur métrique ont été écrites dans
la base ordonnée
dy < d&' < ad@? < dng' < dy?

de l'espace tangent.

Toutes les notions de géométrie riemannienne peuvent étre générali-
sées pour la supersphere [13]. Le laplacien peut étre calculé soit par la
formule

A 1 0 d
A= _— sr
VRIS V3ag
ou les ¢¥ sont les coordonnées locales de la supersphere et ¢ = sdet gy,
soit extrait comme la partie radiale du laplacien dans le superespace eu-
clidien E25+2125

2
A:<8 8> a]qpa 8+8+1A’

oxX’oX/ oxr’ 9xi  9rRZ ""9R "R

ot s = (254 1) — 25 =1 est la superdimension de la supersphere. Il peut
étre obtenu également de 'expression du Casimir de OSp(2S + 2|2S) dans
la représentation fondamentale.
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La supersphere est évidemment un superespace compact, car la sous-
variété de base S°*! est compacte. La mesure invariante d’intégration
différe par un facteur ,/g de la mesure plate du superespace euclidien.
Par exemple, dans le cas de la supersphere S°? et le paramétrage elle
est

(1 —21'%?) sin® y cos? y dud&td&dy'dy?. (3.7)

On pourrait se poser la question sur la nature des fermions 7!, %2, c’est-a-
dire est ce qu’ils sont réels ou complexes? En fait cette question survient
a cause des mauvaises notations utilisées. En effet, les propriétés de l'inté-
grale des variables fermioniques montrent qu’elle n’est rien d’autre qu'une
dérivation. La fagon correcte d’écrire 1'éq. (3.7) est, en fait, sous forme d'un
opérateur différentiel qui transforme une fonction sur la supersphere S32 en
une forme sur la sphere S3/2

92
2 2 1422 S B
sin” p cos” pdud¢ dé 81718172(1 2n'n%).

Dans ces notations, la question de réalité des coordonnées fermioniques
apparait comme mal posée. Par exemple, le volume de la supersphere S
est

/gd sin? y cos? /Mdgl/md(;z 1oy 1=
o CHEH " Jo 0 onlon? T 2

Regardons maintenant quelques aspects topologiques de la super-
sphere. Le méme raisonnement que celui de la sec.[1.2.2] peut étre appliqué
pour montrer que la supersphere G25+1125 est équivalente par homotopie
a la sphere S?°*1. En effet, le paramétrage (3.5) montre que les coordon-
nées fermioniques ne sont soumises a aucune contrainte. L'opérateur D(A)
qui agit par changement d’échelle seulement sur les coordonnées fermio-
niques

DMni=n', DAy =(1-MNy, 0<A<1
satisfait toutes les conditions d'une équivalence par homotopie
D(0) =id,  D(1)-8¥*125 ¢ §25F1 D(A)|gs1 = idgs1,

ou la sphere §25+1 est vue naturellement comme sous-variété (de base) de
§25+1125  Ceci veut dire

T, (SZS+1|25) = 7, (SZS—H)

pour tout n € IN. On voit donc, qu’il n’y a pas d’instantons dans les mo-
dele sigma sur les superspheres 5251125, car le deuxiéme groupe d’homo-
topie est toujours trivial. Pourtant, pour S = 0 la supersphere S'0 = §?,
c’est-a-dire le cercle, a un groupe fondamental non trivial 7 (S) ~ Z.
Plus généralement on a le résultat suivant

Z =2 1
71, (S25+128) — {0 , Z B 2?11 '
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3.2

3.2.1

PROPRIETES DU MODELE DISCRET

Emboitement des spectres

Dans cette section on exploite quelques résultats élémentaires sur la théo-
rie conforme du modéle sigma sur la supersphere pour mettre en évidence
quelles doivent étre les propriétés nécessaires d'un modéle discret pour
qu’il soit dans la méme classe d'universalité que le modele sigma.

Si on regarde la supersphere $?5+1125 en tant que sous-espace du su-
perespace euclidien E25*22% défini par la contrainte (3.4), alors I'action du
modele sigma sur S*+1125 prend la forme

S[®] = 2;27 /Z x (9,0(x),8,()), (3.8)

F25+2/28

ott les champs ®(x) € sont soumis a la contrainte

(®(x), @(x)) = 1. (3-9)

Lorsqu’on impose les mémes conditions de bord B pour toutes les com-
posantes du champ ®(x), alors la fonction de partition du modele sigma

(s0) = [ D]l

oul la mesure de l'intégrale fonctionnelle est définie par

= [[d°(x)...do"  (x) 5((@(x), @(x)) — 1),

XEL

peut étre calculée exactement pour toute valeur de la constante de cou-
plage g-. En effet, on introduit d’abord un champ de masse imaginaire
im(x) pour enlever la contrainte (3.9)

2 (gr) = [ De(®) [ Dlmle 1011 Exm (@ 009) ),

ot Dg[®] est la mesure d’intégration plate du superespace euclidien
E?5+2125 En commutant l'ordre de l'intégration fonctionnelle on obtient

gg /D Zng

ol Zp,4,[m] est la fonction de partition d"un seul boson dans un champ de
masse imaginaire im(x) avec des conditions de bord 5. En réintroduisant
la contrainte (3.9) on obtient

25 (30) = 23 (g0), (3.10)
(0)(

ot Z'(gs) est la fonction de partition du modele sigma O(2) qui, dans le
paramétrage angulaire

@ (x) = cos p(x), ®?(x) = sinP(x) (3.11)

n’est rien d’autre que celle du boson libre compact.
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En tenant compte du fait que la charge centrale d'une théorie conforme
ne dépend pas des conditions de bord, la conséquence immédiate de

I'ég. (3.10) est sa valeur
c=1

pour tous les modeles sigma $?5+1125 et pour toute valeur de la constante
de couplage g,. Ceci est en accord avec I’argument plus général, mais de
nature perturbative, de la sec. [2.3.1]

Par la méme logique on démontre que si on impose la méme condi-
tion de bord B sur les composantes bosoniques ®?~1, &% et fermioniques
@I+ P3SHH pouri = S' +1,...,S, alors

Zl(g%g(gv) = Zésf )<ga>/
ot B’ dénote 'ensemble des conditions de bord pour le reste des compo-
santes du champs ®(x).

Le méme argument s’emploie aux fonctions de corrélations restreintes
seulement aux composantes ®* 1, ®% P25+ et P3IHIH pour i =
1,...,S". Par exemple, si les conditions de bord pour les champs @ (x),
i =3,...,45 + 1 sont telles qu’elles ne contribuent pas a la fonction de
partition, alors les composantes

(@ (X)@i(y), =01

du propagateur du modele sigma S25*1125 s’expriment comme des fonc-

tions de corrélation entre les opérateurs de vertex (3.11). En supposant que
les conditions de bord ne brisent pas la symétrie OSp(2S + 2|2S), alors ceci
détermine entierement le propagateur du champ vectoriel ®(x).

On voit donc que le spectre complet du modele sigma sur la super-
sphere S25+1125, tenant compte de dégénérescences aussi, peut étre lu
dans la fonction de partition en imposant, par exemple, des conditions
de bord périodiques pour les composantes bosoniques du champ ®(x)
et des conditions de bord anti-périodiques pour les composantes fermio-
niques. Notons le spectre complet dans ces conditions de bords par Xs. De
plus, soit By 1’ensemble de conditions de bord telles que tous les bosons
et 2k fermions sont périodiques et le reste de 25 — 2k fermions — antipé-
riodiques. Alors, on obtient une propriété fondamentale d’emboitement

25 = 25(80) D) 25_1 = 25(81) DD ZO = Zs(Bs), (3.12)

entre les spectres complets des modeles sigma sur les superspheres
St §312 . §25+125 On a noté par Xs(B) le spectre du modele sigma sur
§25+1125 avec les conditions de bord B.

On obtient donc une contrainte trés forte sur la discrétisation recher-
chée du modele sigma. En effet, les poids des vertex d’interaction dans
les modeéles discrets ne peuvent pas dépendre de S, car le parametre S
intervient seulement a travers les conditions de bord. Ceci veut dire qu’il
doit exister un modele discret universel qui est identique localement, c’est-
a-dire la matrice de transfert est la méme, pour tous les modeles sigma
§25+1125 Le modele discret universel s’associe a un modele sigma $25+1125
particulier seulement par une prescription, qui dépend de S, qui indique
comment calculer la fonction de partition a partir des puissances de la
matrice de transfert.
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3.2.2 Champs chiraux

Dans cette section je montre comment on a exploité quelques arguments
de nature perturbative pour identifier des champs chiraux, c’est-a-dire des
champs dont : i) le spin est égal a la dimension conforme et ii) la dimen-
sion conforme ne dépend pas de la constante de couplage g,

Les calculs perturbatifs dans le modele sigma sur la supersphere se
font dans la limite de couplage faible g, — 0 dans le formalisme du champ
de fond constant.

Soit ¢”(x) un ensemble de coordonnées locales de la supersphere. La
configuration des champs constants dans 1’espace-temps ¢*(x) = ¢ est
une solution des équations de mouvement classiques

D,0,¢"(x) = 0.

olt Dy, est la dérivée covariante le long du vecteur 9,¢"(x). Pour faire
des calculs perturbatifs dans le formalisme du champ de fond constant il
faut développer les fluctuations quantiques ¢(x), autour de la solution
classique ¢*, dans les puissances du vecteur (?(x) tangent au point ¢*

7% (x) = M = "(x,5)|s=0

ds |
a la géodésique
29" (x,5) | dp'(x,s) 1y dgr(x,s) _
iz T Lee(pbos) = =0
qui passe par les points ¢* et ¢ (x)
¢"(x,0) = ¢, ¢"(x,80) = ¢"(x).

Notons par D(s) la dérivée covariante le long du vecteur {?(x, s) et par
D, D la composante holomorphe et, respectivement, anti-holomorphe de
la dérivée covariante D,,. Les expressions

D(s)9u¢"(x,s) = Dul*(x,s),  D(s)¢"(x,5) =0, (3.13)

sont fréquemment utilisées dans les calculs perturbatifs. On note aussi la
relation

[D(s), Du]V*(x,5) = V*(x,5)Riq (¢ (x,5)) 0 (x,5)9u¢ (x,5),  (3.14)

valide pour tout vecteur V*?(x,s) de 'espace tangent dans le point ¢*(x,s)

de la supersphére. Les éqs (3.13} [3.14) permettent d’obtenir la forme sui-
vante

1 2 _
S[¢] = 5 /2 d%x 0, 0" Zap0ul’ + % /ZdZXRabchbécauédauCa +...
pour l'action du modéle sigma a 1’ordre gg, ol on a utilisé

D2 (x) = 9,0° ().

Les corrections d’ordre plus élevé s’expriment seulement en terme du ten-
seur de courbure de Riemann R ;.
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Montrons que la fonction a deux points de tous les scalaires du type

D"9¢" (x)gay D™ 99" (%) (3.15)

ne regoit pas de correction a l'ordre g2. En effet, le développement du

N

champ scalaire (3.15), autour du point ¢” & 'ordre g2, est de la forme
g(ZTan-i-lCag—ubam—i-lgb + géRabcd Vubcd’

ot V%4 est un tenseur contravariant de rang 4 construit seulement a partir
du vecteur * et de ses dérivées holomorphes ok¢?, dont la forme explicite
n’a pas d’importance. En utilisant le développement du produit d’opéra-
teur entre les champs (*(x) a go — 0

5ab
&(x)E"(y) = 57" — - log |x —yl?, (3.16)

une définition du vide par dualité comme expliqué dans la sec. et le
fait que, selon la sec. le tenseur de Ricci s’annule on voit que toutes
les corrections s’annulent a l'ordre g2 sans effectuer d’intégration.

I est possible de généraliser cet argument pour tous les champs sca-
laires de la théorie construits & partir des champs ¢?(x) et que des dérivées
holomorphes d¢”(x), Dd¢?(x), - - - ou que des dérivées anti-holomorphes
0¢"(x), Do¢®(x), - - -. Lannulation de la dimension anomale, a I'ordre g2,
pour les champs scalaires construits & partir des champs ¢?(x) et que
des dérivées holomorphes d¢*(x), Dd¢?(x),- - - ou que des dérivées anti-
holomorphes d¢”(x), Dog?(x),- - - est en accord avec les calculs perturba-
tifs de Wegner [77] pour les modeles sigma sphériques SN=1 a N = 2.
On vient, donc, d’identifier un grand ensemble de champs chiraux, parmi
lesquels on retrouve aussi le tenseur d’énergie-impulsion

2
T(Z) & %B(Pﬂgab((l))a(l)b — %agag—abagb + %Rahcdgbécagdaéﬂ 4

Plus généralement, 1'algebre des produits d’opérateurs des champs
chiraux ne dépend pas de la constante de couplage g» — 0 et, donc, peut
étre calculée dans la représentation de champs libres (3.16). I est tentant
d’utiliser cette remarque pour essayer de résoudre exactement la théorie
conforme du modele sigma en développant la théorie des représentations
des algebres chirales identifiées.

En conclusion on voit que le modele discret doit étre choisi de telle fa-
¢on que les champs chiraux et invariants sous les transformations globales
de la symétrie OSp(2S + 2|2S) a g» — 0 restent chiraux pour tout g, fini.

MODELE DISCRET

On a conclu a la fin de la sec. que I'emboitement des spectres
implique I'existence d"une discrétisation universelle pour tous les modeles

'Le spectre de dimensions anormales calculé en [77] est beaucoup plus grand que le
spectre des opérateurs du modeéle sigma S!. Ceci s’explique par le fait que les opérateurs
qui correspondent, par une construction introduite en [77], a des dimensions anormales
absentes dans le spectre du modele sigma S! s’annulent identiquement.
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3.3.1

sigma sur les superspheres $25+1125 Pour le moment, par la propriété
d’universalité on comprend le fait que la matrice de transfert du modele
discret ne dépend pas du parametre S. Plus tard, on va relier cette pro-
priété de la matrice de transfert a la notion mathématique d"universalité.

Pour résoudre la contrainte d’universalité il suffit de remarquer que
tous les supergroupes OSp(2S + 2|2S) ont la méme algebre d’invariants
— l’algebre de Brauer Bp(2). Dans la premiére sous-section on in-
troduit 1’algeébre By (2). Dans la sous-section suivante on étudie une
discrétisation particuliere du modele sigma sur le cercle S', c’est-a-dire
du boson libre compact. On identifie un modéle statistique dont la matrice
de transfert est un élément de 1’algebre de Brauer et qui, donc, posséde la
propriété d"universalité désirée. En plus, ce modéle statistique contient le
spectre du boson compacte au sens de 'éq. (3.12). Enfin, dans la derniere
sous-section on propose une description du modele statistique par
une chaine qui est plus pratique dans les calculs numériques.

Algébre de Brauer
Soit U le module fondamental

U=B®cV

du supergroupe OSp(R|2S), ou B est une algebre de Grassmann avec un
nombre suffisamment grand de générateurs et V ~ V; @ Vj un espace
vectoriel sur C avec base

er < ey < - < eRryas,

telle que ey, ...,er est une base de V. De plus, soit el, ..., eR*25 1a base
duale par rapport a la forme symétrique consistante et invariante ( , )
de OSp(R|2S).

On est intéressé par les endomorphismes pairs du module tensoriel
U®L qui commutent avec ’action du supergroupe OSp(R|2S), c’est-a-dire
par le commutant du module U®L de OSp(R|2S). On va noter le com-
mutant par Z1(R,S) = (Endogy(rps) U?"), Les éléments de Zi(R,S)
forment une algébre sur ’'anneau Bj sous la multiplication des endomor-
phismes. Cette algébre est appelée algébre des invariants du supergroupe
OSp(R|2S) a cause de 'isomorphisme

Endogp (r|2s) Ut ~ (u®L ® (U®L)*)05p(mzs) -

(Ut @ u*®L)OSP(R\25) ~ (U®ZL)OSP(R\25)/ (3.17)
ol on a utilisé I'isomorphisme naturel et I'auto-dualité du module
fondamental U fournie naturellement par la forme invariante ( , ). On
cherche & donner une description explicite de 'algebre Z1 (R, S).

Calculons Z1(R,S) et Z3(R,S). Comme le module fondamental U est
irréductible, tous les endomorphismes de Z;(R, S) sont proportionnels &
I'endomorphisme identité id. Par 'isomorphisme (3.17), 'identité id cor-
respond au seul invariant du module tensoriel U ®p U

Y (e, ef) -ep @ e
pA
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Le commutant du module tensoriel U ®p U est plus compliqué. En effet,
il existe exactement trois endomorphismes linéairement indépendants qui
commutent avec 1’action de OSp(R|2S) :
i) l'identité I
ii) la composition

E=inopr

de la projection sur la représentation triviale
pr(v®@w) = (v, w)
avec l'injection de la représentation triviale dans U @ U

inb="0) (e,e") e, Qe beB,
P

iii) la transposition graduée
Po@w) = (—1)PIPly .

Alternativement on peut prendre en tant que base de Z,(R, S) I'ensemble
des idempotents primitifs othonormaux
_I+P E I-P

o = ———\ Ty =

NDD 2 N/ 0 2 (318)

N/
ou N = R — 25 et on suppose que N # 0. Lors de la vérification de
I'orthonormalité des endomorphismes (3.18) les relations

E?=NE, PE=EP=E, P>=] (3.19)

sont utiles.

Le fait qu’il y a autant d’idempotents primitifs que d’éléments linéai-
rement indépendants dans Z; (R, S) montre que le module U ®p U se dé-
compose dans une somme directe de trois représentations irréductibles. Il
n’est pas difficile de vérifier que 7 projette sur la représentation adjointe,
qui est un tenseur super-anti-symétrique de rang deux, et que 7., pro-
jette sur la représentation irréductible qui correspond au tenseur super-
symétrique de rang deux.

Notons que les parametres R,S, qui caractérisent le supergroupe
OSp(R|2S), n‘entrent dans les éqs que par la combinaison N =
R —2S. Ceci permet d’interpréter le commutant Z,(R, S) comme une re-
présentation particuliere d’une certaine algebre B,(N), définie abstraite-
ment comme une algébre avec identité I et deux générateurs E et P soumis
aux relations (3.19). Evidemment, toutes les représentations 25 (R, S) sont
des représentations fideles de 1’algebre abstraite By(N).

Montrons maintenant comment construire un grand ensemble d’élé-
ments du commutant Z1 (R, S) pour L générique. Pour tout1 <i < j<L
définissons l’endomorphisme pr; ; : u®t — u®-2), qui commute avec
l'action de OSp(R|2S), dont I’action est

Pri,j(u1®---®uL) =0 (Ui, uj) W @ QU DUy @
---®u]'_1 ®u]-+1 Q- Qur, (3-20)
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ol 0 est un facteur de signe
o = (—1) el
calculé en tenant compte de la consistence du produit scalaire
(ww) 70 = |u|=w|

Ensuite, pour tout 1 < i < j < L on définit 'endomorphisme inz-,]- :
u®r-2 — UL, qui commute avec I'action de OSp(R|2S), dont I’action
est

ini/]'(l/l1®"'®uL72) :0’2<eq,ep> .u1®...®ui71®€p®ui®-..
pq
QU ®egUR - QUL (3.21)

ol 0 est un facteur de signe
o= (_1)(|ui‘+---|uj—1‘)|q“
Comme pr; ; et in;; commute avec l'action de OSp(R|2S), alors

appartient aux commutant Z; (R, S).

Enfin, comme c’est le cas pour tout module qui est une puissance ten-
sorielle, il existe une action centrale du groupe symétrique Sym(L) sur
U®L. Cette action est engendrée par les transpositions P;; : U%L — U®F,
qui commutent avec 1’action du supergroupe OSp(R|2S), dont l’action ex-
plicite est

Pi,j(u1®"'ui®'"uj®"'uL):0'u1®"'uj®"'ui®"'uL (3_22)
avec un facteur de signe

o = (1) il (el D) Qi+ +ujal)

Les compositions multiples des projections (3.20), des injections
et des transpositions (3.22), telles qu’elles appartiennent au commutant
Z1(R,S), engendrent une sous-algebre Z] (R, S). La sous-algebre Z (R, S)
peut étre présentée comme engendrée librement par la composition des
générateurs

P; =Py,  Ei=Eii. (3-23)
On vérifie, directement & partir de la définition des opérateurs E;, P;, que
les relations suivantes sont satisfaites
P? =1, E}=NE;, EP =PE =E, (3-24)
PiP; = PiP;, EiEj=EE;, EPj=EP,
PiPit1P; = Pis1PiPiv1,  EiEiniEj = Ej,
PiEis1Ej = PitaEi,  EiEjs1P; = EiPiy,

ouli—j| > 1.
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Le premier théoreme fondamental de la théorie des invariants des
groupes de Lie O(R) et Sp(2S), prouvé par Weyl dans [35], dit que

Z1(R,0) = Z[(R,0), Z1(0,2S) = Z((0,2S).

Une conséquence de cette égalité est la dualité de Schur-Weyl, selon la-
quelle le commutant de l'action de Z1(R,0) ou Z1(0,2S) sur la chaine
U®L est exactement l'action tensorielle du groupe de Lie O(R) et, respec-
tivement, Sp(2S).

Dans le premier article attaché dans ’annexe on montre que

dim Z[(4,1) = dim Z.(4,1). (3.25)

Par ailleurs, des généralisations de la théorie des invariants pour les su-
pergroupes GL(M|N) existent aussi [73]. Il est, donc, trés probable que le
théoreme fondamental de la théorie des invariants et la dualité de Schur-
Weyl se généralise a tous les supergroupes OSp(R|2S) et, en particulier, a
la série OSp(2S +2|2S). On va supposer pour la suite que la généralisation
est en effet possible et, donc, on identifie Z] (R,S) a Z.(R, S).

On voit que les parametres R et S n’interviennent pas séparément dans
les égs (3.24), mais seulement a travers la combinaison N = R — 2S. Ceci
permet d’interpréter le commutant ZL(R,S) comme une représentation
particuliere d’une algebre By (N) engendrée librement par un ensemble
de générateurs e;, p; soumis seulement aux contraintes (3.19). Les généra-
teurs E;, P; du commutant Z| (R, S) sont alors une représentation particu-
liere des générateurs e¢;, p; de l'algébre By (N). L'algebre Br(N) s’appelle
une algebre de Brauer. Pourtant, pour L arbitraire il n’est plus vrai que les
représentations Z(R,S) sont des représentations fideles de I'algebre de
Brauer. Ceci devient clair sur 'exemple de Z3(2,0), ou il existe une rela-
tion supplémentaire entre les générateurs du groupe symétrique Sym(3)
ol on a la condition

PP +Pi+P=1+P P+ PP

qui vient du fait que le projecteur sur le tenseur antisymétrique de rang
trois s’annule identiquement.
On se restreint maintenant au cas N = 2. Posons

Z,(S) = Z1(25 +2,5).

En général, toutes les algebres Z; (S) peuvent étre vues en tant que quo-
tients By (2)/11(S) de I'algebre de Brauer, out I1(S) est 'idéal engendré par
les relations satisfaites entre les générateurs P; = ¢; + I1.(S), E; = ¢; + I.(S)
en plus des éqgs. (3.24). On retrouve, donc, la propriété d’universalité
de 'algebre de Brauer en tant qu’algebre d’invariants des supergroupes
OSp(2S + 2|2S), c’est-a-dire pour tout commutant Z1(S) il existe un ho-
momorphisme surjectif

7t (S) : BL(2) - Z1(S). (3.26)

On voit, donc, que 1'étude des représentations du commutant Z;(S) peut
étre faite en deux étapes : i) I'étude des représentations de 1'algebre de
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Brauer By (2) et ii) I’étude de l'annulateur du module U® de I'algebre
B1(2) o, en d’autres termes, du noyau ker 777 (S).

L'algebre de Brauer Bp(2) est non-semi-simple, c’est-a-dire elle
contient un idéal nilpotent. L'étude de cet idéal, appelé radical de Ja-
cobson et noté par rad By (2), est un sujet compliqué qui nécessite ’emploi
des techniques d’algébre homologique [21].

L’algebre de Brauer admet une représentation diagrammatique. Les
mots de l'algebre By (2) sont des graphes sur 2L vertex de degré 1 — L en
haut et L en bas. E] Par exemple, le diagramme

A

est un mot de 1'algebre Bg(2). Comme il y a (2L — 1)!! fagon de connecter
par paires les 2L vertex on a

dim By (2) = (2L — 1)!!

Il reste a spécifier comment multiplier les mots. Soit w; et wp deux mots
représentés par des diagrammes. Le diagramme produit w; - w, se calcule
en deux étapes. On construit d’abord le graphe w; * w, qui est obtenu en
mettant le mot w; au dessus du mot w, et en identifiant les vertex d’en
bas du mot w; avec les vertex d’en haut du diagramme w,. Le mot pro-
duit w; - wy est obtenu du graphe w; * w, si toute boucle est identifiée a
’entier 2. L'algebre By (2) est alors appelée algebre de Brauer sur L brins
et fugacité de boucles 2. Les générateurs de 1’algebre de Brauer sont repré-
sentés par les diagrammes de la fig. [3.1/ Pour se familiariser avec le calcul
diagrammatique il est instructif de vérifier que les relations sont en
effet satisfaites.

T LIS PINT

FIG. 3.1 — Représentation graphique des générateurs de 1'algebre de Brauer By (2).

L’étude des représentations standard de 'algebre de Brauer a travers
I'analyse de ses idéaux a été exposée dans le premier article attaché dans
I’annexe.

Au final, mentionnons que l'algebre de Brauer By (2) sur le corps C
au lieu de 'anneau By aurait pu étre obtenue en étudiant le commutant
T-réel de I'action de l'algebre enveloppante U ( 0sp(2S + 2|25)) sur le mo-
dule tensoriel VL, o1 V est le module fondamental de la superalgebre de
Lie 0sp(2S + 2|2S) sur C. Ici 7 est 'automorphisme extérieur de la super-
algebre de Lie 0sp(2S + 2|25) qui induit la réflexion de Weyl

Wr - €541 = €5, Wr - €5 = €541-

dans l'espace des poids de 0sp(2S 4 2|2S). Si la condition de T-
réalité est relaxée alors Endj(osp(2542)25)) V®L n’est pas une représentation
de l'algébre de Brauer.

2Un vertex dans un graphe a un degré k s’il est le bord d’exactement k arétes du graphe.
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Gaz de boucles sur le réseau diagonal

Il est bien connu, voir par exemple [2], que les excitations de basse énergie

au dessus du fondamental du modeéle intégrable a six-vertex sont décrites

dans la limite continue par la théorie conforme du boson compact.
Considérons le modele a six-vertex

NN MK ¥ X

sur un réseau diagonal de largeur L comme indiqué dans la fig. Les

F1G. 3.2 — Exemple de configuration du modele a six-vertex sur un réseau diagonal 6 x 4
avec bords spatiaux réfléchissants a gauche et a droite et direction temporelle périodique
verticale. Les hauteurs sur le réseau dual correspondent a la discrétisation du boson com-
pact.

vertex de poids 1

>

spécifient les conditions de bord. Si on impose des conditions de bord
périodiques dans la direction temporelle aprés un temps T, alors la li-
mite continue de ce modéle discret est, en passant par la description de la
fig.|3.2|d’'un champ de hauteurs « ¢ sur le réseau dual, le boson compacte

sle) = & /Adzx I (%)9up(x) (3-27)

avec condition de type Dirichlet aux bords spatiaux de I'anneau A de
largeur L et longueur T. La relation entre la constante de couplage g et les
poids a, b, c est donnée par la solution exacte du modele a six-vertex

AR

A
2ab

= COS 7g.
On se restreint a des poids a = b. La ligne critique du modéle a six-vertex
A A A4 a
peut étre alors pa.lr.ametree par :.
La décomposition

+

XK X
==
MUK X

+
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F1G. 3.3 — Gaz de boucle denses qui s'interectent sur un réseau diagonal.

permet de reformuler le modeéle a six-vertex en tant qu'un gaz de boucles
dirigées qui couvrent tous les arétes du réseau diagonal. Ensuite on admet
une symétrie par renversement des fleches des poids des vertex du gaz de
boucles dirigées et on somme sur les directions des boucles. Finalement,
on arrive a reformuler le modele a six-vertex en tant que gaz de boucles
denses [3.3| avec trois vertex d’interaction

1 1 w
N\
X X
et fugacité 2 pour les boucles, oti le poids des intersections w est déterminé

par
a b_1+w

c 2
En d’autres termes, la matrice de transfert locale, qui décrit le vertex d’in-
teraction entre les segments des boucles qui passent par les sites avec les
coordonnées i et i + 1 dans la direction spatiale, est un élément

tiiv1 =1+ e +wp; (3.28)

de l'algebre de Brauer By (2) dans la représentation diagrammatique de la
sec. La matrice de transfert totale

L/2] [(L-1)/2]

[
t = H fai—1 H b (3-29)
i=1

i=1

est elle aussi un élément de 1’algebre de Brauer By (2).

Notons que le passage du modele a six-vertex au gaz de boucles n’est
pas du tout une équivalence. Ceci est particulierement bien illustré par le
fait que la dimension de la matrice de transfert du modéle a six-vertex
est 2L, tandis que celle du gaz de boucles est (2L — 1)!!. Ceci n’est pas une
mauvaise nouvelle. Au contraire, on a réussi a identifier un modele discret
universel, qui contient I'information complete sur tous les modeles sigma
§25+1125 3 1a fois.

Notons que si on impose des conditions de bord périodiques dans la
direction temporelle, alors la fugacité des boucles non-contractibles n’est
pas fixée par le gaz de boucles. Dans le premier article attaché dans 1’an-
nexe on montre que le gaz de boucles denses satisfait toutes les contraintes
imposées a la fin de la sec. En particulier, la spécification de la
fugacité des boucles non-contractibles correspond a la prescription de
la sec. qui permet d’associer un modele sigma S25*1125 particulier
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au modele discret universel. Par exemple, le spectre complet X5 de la
sec. s’obtient en choisissant une fugacité 4S + 2 pour les boucles non-
contractibles qui s’auto-intersectent un nombre pair de fois et une fugacité
2 pour les boucles non-contractibles qui s’auto-intersectent un nombre im-
pair de fois.

Le modéle discret universel peut étre décrit alternativement par un
hamiltonien L L

Hy=—2 2T (+p) - L (3:30)
2 = 2 =
qui agit sur les mots de 1’algebre de Brauer By (2). L'hamiltonien (3.30)
est déterminé uniquement par les deux conditions : i) il ne contient que
des interactions homogenes entre les plus-proches voisins et ii) I'image de
H, par la projection 77 (0) de 1'éq. est I'hamiltonien intégrable de la
chaine XXZ ouverte
1 L-1
Hxxz = ) Z% (o @0y +0f @0ty + A @ 0fyy),
iz

a une constante additive prés. La deuxieme condition garantit que le
spectre de I’hamiltonien contient toutes les valeurs propres a des
dégénérescences prés de ’hamiltonien Hxxz et que dans la limite L — oo le
spectre de Hy contient tous les exposants a des dégénérescences prés de la
théorie conforme avec bord du boson libre compact (3.27). La vérification
de la deuxiéme condition est faite soigneusement dans le premier article
attaché dans l’annexe.

Chaine ouverte

Le seul désavantage de la description du modele sigma par un gaz de
boucles ou un hamiltonien algébrique est I'impossibilité
de calculer les dégénérescences des exposants du modele sigma $25+1125,
En effet, les supergroupes OSp(2S + 2|2S) ne disposent pas d'une action
sur l'espace de base de la représentation diagrammatique de l'algebre de
Brauer By (2).

Au contraire, la chaine U®L, ot U est le module fondamental de
OSp(2S + 2|2S), fournit en méme temps une action du supergroupe
OSp(2S + 2|2S) et une représentation de 1'algebre de Brauer By (2), par
le commutant Z (S) de la sec. On dit que U®L est un bi-module de
OSp(2S + 2|2S) — BL(2). On peut voir la chaine U®* comme une repré-
sentation particuliere du modele discret universel, c’est-a-dire du gaz de
boucles 3-29), obtenue par la projection (3.26). Dans cette perspec-
tive, il n’y a plus d’ambiguité sur les poids des boucles non-contractibles,
car la fonction de partition est déterminée par

ZL(D> = Struo,cL D®LTﬂ; (331)
ou la matrice de transfert est I'image
T = m.(S)(t)

de et D®L est la représentation tensorielle de l'action de D €
OSp(2S + 2|2S) sur la chaine.
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3.4

La matrice D peut étre vue en tant que label de conditions de bord
périodiques généralisées dans la direction temporelle compatibles avec la
symétrie OSp(2S + 2|25). Dans le premier article attaché dans ’annexe on
montre que le choix d"une matrice D identité idy; correspond aux condi-
tions de bord périodiques pour toutes les composantes du champ vectoriel
®(x) de la sec. du modele sigma, tandis que le choix D = idy, —idy,
correspond aux conditions de bord périodique pour les composantes bo-
soniques et anti-périodiques pour les composantes fermioniques. En par-
ticulier, si D = idy alors la fonction de partition est, dans la limite conti-
nue, exactement celle du boson libre compact avec des conditions de bord
périodiques dans la direction temporelle et Dirichlet-Dirichlet dans la di-
rection spatiale.

L’avantage, du point de vue numérique, de la description du mo-
dele sigma par un gaz de boucles ou un hamiltonien algé-
brique est maintenant évident. Pour S suffisamment grand, on a
toujours

(45 +2)k = dim T > dimt = (2L — 1)!!.

Le mieux est de combiner les deux formalismes par la relation

Z(D) = ) scu(D)xu(t), (3:32)
z

ol la somme y est sur toutes les partitions de L — 2k, k = 0,1,..., sc,(D)
sont les fonctions symétriques généralisées définies par récurrence

1
scu(D) = 5 det <Scy]-—i—j+2(D> + SCyj+i—j(D)> , (3:33)

a partir des fonctions symétriques élémentaires

dz 1 1 1
sen(D) = 27i (z’“rl B z"—1> sdet(1 —zD)’ (3:34)

et x, sont les caracteres des représentations standard Ay (u). L'origine de
cette relation est expliquée dans le premier article attaché dans 1’annexe.

Les caracteres x, (tF) sont connus une fois qu’on sait calculer, méme si
seulement numériquement, les valeurs propres de la matrice de transfert ¢
dans le formalisme du gaz de boucles 3-29). La formule permet
ensuite de calculer aussi les dégénérescences “physiques” de ces valeurs
propres.

SYMETRIES DE LA CHAINE OUVERTE OSp(4 | 2)

Méme si la formule est tres utile en pratique, elle possede un
défaut important. L'éq. n‘admet pas d’interprétation en termes
de somme de caracteres des représentations indécomposables qui appa-
raissent dans la décomposition de la chaine U®" en tant que bi-module
OSp(2S + 2|2S) — B1(2). Ceci est di au fait que les fonctions symétriques
généralisées (3.33) ne sont pas toutes linéairement indépendantes. La pro-
cédure qui permet d’obtenir une base de fonctions symétriques générali-
sées est connue sous le nom de regles de modifications.
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Dans la section principale du premier article attaché dans 1’annexe on
a montré, en choisissant une base pour les fonctions symétriques générali-
sées (3.33) et en regardant la structure des modules standards indécompo-
sables Ay (y), que beaucoup de termes dans la fonction de partition
a S = 1 se compensent et, donc, ne contribuent pas a 'expression finale.
L’étude de la fonction de partition réduite a été 1'ingrédient princi-
pal qui a conduit a la confirmation de la dualité de Schur-Weyl pour
le bi-module U®" de OSp(4]2) — B (2).

Le résultat principal du premier article attaché dans 'annexe est la
preuve de la décomposition suivante du module U®* de OSp(4/2)

Ut ~ @ DL(k)G(Aro) ® D drk, NPG(Ax) @ €D dL(A)G(A). (3.35)
k Kl A typ

Dans I'éq. (3.35) k = 0%,0,1,... estun label des blocs de OSp(4|2) de degré
d’atypie 1, au sens de la sec. Ak est le (I + 1)-eme plus haut poids
dans le bloc k, G(A;) sont des représentations irréductibles, PG(Ax ;) est
leur couverture projective au sens de la sec. G(A) sont des représen-
tations irréductibles de plus haut poids A typique et, enfin, Dy (k), d (k, 1)
et dp (A) sont les dimensions des représentations irréductibles de 'algebre
de Brauer B (2).

Le fait que les multiplicités des représentations indécomposables de
OSp(4/2), qui entrent dans la décomposition (3.35) de la chaine U®L,
soient des dimensions des représentations irréductibles de l'algebre de
Brauer By (2) est une preuve de la dualité de Schur-Weyl.

Les représentations irréductibles de OSp(2S + 2/|2S) et de Br(2), qui
apparaissent dans la décomposition de la chaine U®!, peuvent étre la-
bellées par le méme ensemble d’étiquettes ou de plus haut poids. Dans
I'appendice du premier article attaché dans I’annexe on montre que les
blocs de OSp(2S + 2|2S) et de Br(2) coincident. Les représentations ir-
réductibles des blocs B de OSp(2S + 2|2S) se combinent avec les repré-
sentations irréductibles du bloc B de By (2) dans une seule représentation
indécomposable sous 1’action combiné de OSp(2S + 2|2S) — B.(2).

On peut représenter 'action combinée de OSp(4|2) — Br(2) sur tous
les blocs non triviaux k = 0%,0,1,... par le méme diagramme qui est

représenté dans la fig.

CONSEQUENCES SUR LA THEORIE CONFORME AVEC BORD

La discussion des sections [3.2| et [3.3| suggere fortement que la limite conti-
nue de la chaine ouverte U®L de 'éq. (3.31), ou U est le module fonda-
mental du supergroupe OSp(2S + 2|S), est le modele sigma sur un
anneau avec espace cible la supersphere $?5*1125. Une confirmation nu-
mérique, présentée dans le deuxiéme article attaché dans l'annexe, qui
soutient fortement la correspondance entre les modeles discret et continu
est la chiralité du spectre pour les états scalaires de la chaine. Ceci est en
accord avec les contraintes imposées sur le modele discret a la fin de la

sec. 323}

Pour que l'affirmation sur la correspondance entre le modéle discret

N

et le modele continu soit complete, il reste encore a spécifier a quelles
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Brauer y

F1G. 3.4 — Sur I'axe horizontal sont indiquées les représentations irréductibles G(Ay;)
de OSp(4(2), sur 'axe vertical — les représentations irréductibles By (Ay;) de Br(2).
Les fleches verticales représentent des homomorphismes nilpotents entres les modules de
OSp(4|2), réalisés par I'action de By (2). Les fleches horizontales représentent des homo-
morphismes nilpotents entre les modules de By (2), réalisés par I'action de OSp(4/2).

conditions sur les bords de 'anneau A pour les composantes du champ
vectoriel ®(x) de I'éq. correspondent les conditions “réfléchissantes”
aux deux bords de la chaine. Pour répondre a cette question il est utile
de remarquer que dans la procédure de construction des modeles discrets
de la sec. [3.3|les conditions de bord ne brisent pas la symétrie OSp(2S +
2|2S). Ainsi, les conditions de bord du modele sigma, non plus, ne doivent
pas briser la symétrie globale OSp(2S + 2|2S). Apres une transformation
conforme du ruban dans le semi-plan complexe Imz > 0
z =T,

telle que les bords ¢ = 0 et ¢ = L de l'anneau A, de largeur 0 < ¢ < L
et période T = 7+ T, deviennent les deux rayons Argz = 0 et Argz = 7
qui sortent de l'origine du plan complexe, les deux conditions de bord les
plus générales qui satisfont cette contrainte peuvent étre écrites dans la
forme

M-0®(z,Z) + N - 0®(z,z) =0, z=2%, (3.36)

ou M et N sont des matrices inversibles qui, a priori, peuvent dépendre
de z = z. On peut écrire 1'éq. dans la forme

00(z,2) + B-0®(z,z) =0, z=72, (3.37)

En tenant compte de la forme du tenseur énergie-impulsion (non norma-
lisé)

T(z) = (0®(z,2),0P(z,2)), T(z) = (0®(z,2),09(z,2)),

de la contrainte de Cardy
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et de la relation
(P(z,2),09(z,2)) =0

on obtient de 1'éq (3.37)

(30 (z,2),30(z,2)) = (B-3d(z,2), B-3d(z,2)), (®(2,2), B-9(z,2)) = 0

et donc
B € OSp(2S +1]2S).

En conclusion, les conditions les plus générales du modele sigma sur
les bords de l’anneau, qui ne brisent pas la symétrie OSp(2S + 2/25),
sont paramétrées par une matrice B € OSp(2S + 1|25). Evidemment,
les conditions les plus générales le long du cycle de 'anneau, qui ne
brisent pas la symétrie OSp(2S + 2|2S), sont paramétrées par une matrice
D € OSp(2S + 2|25)

d(t+T,0) =D -P(1,0)

exactement comme dans la fonction de partition de la chaine (3.31). On
ne connait pas a quelle matrice B € OSp(2S + 1|2S) correspondent les
conditions de bord réfléchissantes du gaz de boucles de la sec. [3.30

Exploitons maintenant le résultat (3.35) sur la décomposition de la
chaine en tant que module de OSp(4|2). Comme la symétrie globale
OSp(4]2) est préservée quantiquement, les champs du modele sigma
qui sont connectés par l'action du supergroupe ont la méme dimension
conforme. On peut les regrouper dans des multiplets qui fournissent des
représentations indécomposables ZG de OSp(4|2). L'ensemble de repré-
sentations indécomposables possibles est le méme que celui qui apparait
dans la décomposition (3.35). Dans la théorie conforme du modele sigma
il y a une infinité de multiplets qui se transforment dans une certaine re-
présentation indécomposable ZG donnée. IlIs se distinguent, au moins, par
leur dimension conforme classique. Dans 1'éq. (3.35) foutes les représenta-
tions indécomposables du type ZG sont reliées par ’action de 'algebre de
Brauer B (2).

Selon la sec. (3.3.1), surtout 'éq. (3.17), I'algebre de Brauer est 1’algebre
des invariants de OSp(4/2). En méme temps, on a vu dans la sec.
que les champs du modele sigma qui sont chiraux a g, — 0 et invariants
sous la symétrie globale OSp(4|2) restent chiraux a tout g, fini. On arrive
a conclure, par la chiralité de tous les champs de bord invariants sous la
symétrie globale OSp(4|2), que les multiplets qui se transforment dans
une représentation indécomposable ZG donnée ont la méme dimension
conforme anormale. Plus que cela, ’action de 'algeébre de Brauer By (2) sur
la chaine (3.35) relie non seulement les multiplets qui se transforment dans
la méme représentation indécomposable ZG, mais aussi les multiplets
qui se transforment dans des représentations indécomposables G(Ap),
PG(Ay;) différentes, mais qui se trouvent dans le méme bloc. Ceci a été
représenté dans la fig.

On voit, donc, que les dimensions anormales sont constantes dans les
blocs de OSp(4]2). Les dimensions classiques peuvent étre calculées dans
la limite de couplage faible g — 0 par un simple comptage de dérivées
dx le long du bord. Rappelons que, selon la sec. la propriété de
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définition des caracteres est leur constance sur les blocs. Cela veut dire que
les dimensions anormales doivent étre les valeurs propres d"un opérateur
central de I'algebre enveloppante U(osp(4|2)). L'analyse harmonique et les
calculs numériques du deuxiéme article attaché dans ’annexe suggerent
fortement que cet opérateur central est simplement le Casimir de osp(4/2).

On conjecture 1'expression suivante pour les dimensions anormales
des champs du modele sigma

2
8 Cas(A)
Oh(A) = SF——. 38
(A) e (3.38)
Pour obtenir des expressions explicites pour la fonction de partition
du modeéle sigma §25+1125 on ge repose sur la forme de la fonction de
partition pour la chaine. Dans la limite continue elle devient

Z(D,q) = Y scu(D)xu(q), (3-39)
M

oitg = e2™T et T = L caractérisent I'anneau A et x,(q) dénote le caractere
de la matrice de transfert dans la représentation standard A (p) lorsque
L — co.

Dans le premier article attaché dans 1’annexe on explique que, pour les
groupes O(R) et Sp(2S), 'espace vectoriel des tenseurs de trace nulle de
forme (symétrie de Young) u est un quotient irréductible du module stan-
dard Ar(¢) de Br(R) ou, respectivement, By (—2S). La généralisation du
calcul tensoriel pour les supergroupes est un sujet délicat, car les traces
des tenseurs ne peuvent pas étre toujours soustraites. Ceci est déja visible
pour le tenseur super-symétrique de rang deux de OSp(25|2S), car le pro-
jecteur 7y de I'éq. n’est pas bien défini. On voit, sur cet exemple,
que l'impossibilité de soustraire toutes les traces de tous les tenseurs est
due a l'apparition des représentations indécomposables dans les produits
tensoriels. En fait, la classification des poids y par bloc aurait pu étre ob-
tenue par une analyse des tenseurs et de leurs traces qui n’admettent pas
de soustraction. La trace d'un tenseur de forme y, qui n‘admet pas de
soustraction, est elle méme un tenseur A. Si on définit une relation d’équi-
valence y ~ A et on l'étend au maximum par transitivité on obtient le
bloc [u]. Le passage entre les plus hauts poids de osp(2S + 2|2S) et les
partitions est expliqué dans le premier article attaché dans 1’annexe.

Soit 1. (u) I'espace vectoriel des tenseurs de OSp(2S + 2|2S) de forme
i avec le maximum de traces soustraites qui apparaissent dans la décom-
position de la chaine U®L. On explique, dans le premier article attaché
dans 'annexe, que J1. (i) est encore un quotient, mais généralement indé-
composable, de la représentation standard Ay (u) de Br(2). Ceci généralise
le résultat annoncé précédemment pour les groupes classiques O(R) et
Sp(2S).

Soit S fixe et p une partition avec un nombre de boites || suffisamment
grand. Les fonctions symétriques généralisées sc, (D) (qui ne sont pas
des caracteres) peuvent alors étre exprimées, a 1’aide des regles appelées
des “regles de modifications des caracteres” [18], par des combinaisons
linéaires sur Z des fonctions symétriques sc, (D) avec |A| < |u|. La pos-
sibilité de coefficients négatifs dans ces combinaisons linéaires confirme

27TiT
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le fait que les représentations tensorielles d;(¢) sont des quotients des
représentations standards Ar (u).

L'analyse qu’on vient de faire sur 1'éq. (3.39) suggere une fagon astu-
cieuse de la calculer. Il faut interpréter formellement sc,(D)x,(q) comme
la contribution a la fonction de partition de tous les champs tensoriels du
modele sigma de forme p avec un maximum de trace soustraites. Le fait
que pour certains y ces champs tensoriels n’existent méme pas est pris en
compte par les propriétés énoncées des fonctions symétriques généralisées
scu (D). Une analyse systématique des dimensions classiques des champs
du modele sigma permet d’obtenir des expressions explicites de la forme

xa(0) =zo(q) "M Y 4" (3.40)

Y forme A

Dans la formule (3.40), z(g) est la contribution a la fonction de partition
des champs chiraux scalaires. La somme est sur les tenseurs de forme

arbitraire A construits a partir des vecteurs E)ZT(G) ®, ol € est une boite du
diagramme de la partition A. Les entiers n7(e) remplissent un tableau de
Young Y de forme A de fagon qu’ils soient croissants dans les lignes et
strictement croissants dans les colonnes.

La fonction zg(q) peut étre calculée explicitement. On remarque qu'il
y a exactement [5] champs linéairement indépendants de la forme

(0@, 07 @) (3-41)

au niveau n. En faisant des produits d’ordre I entre les champs de la

forme on obtient Cll 1] champs linéairement indépendants au
+l2]—

niveau [n. Selon la généralisation supposée dans la sec. du théoréme

fondamental de la théorie des invariants, tous les champs scalaires peuvent

étre construits comme des produits arbitraires de termes
(0D, 95D).

Ils peuvent étre alors indexés par des partitions infinies 2235 ..., dans la
notations par cycles, et, donc,

pe o n_ ; .
zp(q) gg 1+[%]71q H)a—q”)[g] 047

La fonction mesure de combien 1’algeébre des champs scalaires chi-
raux est plus grande que l'algebre de Virasoro dans la limite S — co.
Les fonctions

sig)=) 9 (3-43)
Y forme A
peuvent étre exprimées par récurrence par des g-fonctions symétriques
élémentaires 1
0<ky <+ <ky (1 —g")t

comme des déterminants de matrices infinies

sx(q) = det sy +i—j(q)]- (3-45)
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Dans 1'éq. (3.44) on a introduit la notation
(I=g"N=00-9q)...(1—4").
Notons la similitude entre les éqs (3.44} [3.45) et les éqs (3.34} [3.33). Les

g-fonctions symétriques (3.45) peuvent étre vues comme la limite
; 2
sa(q) = lim sx(q,q7---,q")

des fonctions symétriques de Schur s, (x1,...,x,). L'équation (3.45) est
une conséquence de l'interprétation combinatoire [37] de 1'éq. (3.43) en
tant que caracteére de GL(n) dans la limite n — oo.

Au final, notons que les auteurs [51] ont réussi a calculer la contribu-
tion a la fonction de partition du modele sigma $312 des champs dans une
représentation donnée par des méthodes différentes.

CONCLUSION DU CHAPITRE

Dans ce chapitre on a expliqué comment on a utilisé un modele dis-
cret universel de gaz de boucles et une chaine avec les mémes symétries
que le modele sigma quantique sur la supersphere S22 pour éluci-
der quelques aspects non-perturbatifs de sa théorie conforme. Pour mieux
maitriser techniquement la connexion entre le modele discret et le modéle
continu on a considéré la chaine ouverte avec bords réfléchissants et des
conditions de bord du type (3.37) pour le modele sigma.

L'analyse détaillée de I'action de la symétrie globale OSp(2S + 2|2S) et
de l'algebre des invariants By (2) sur les états de la chaine, ’analyse har-
monique de la supersphere et ’analyse numérique du spectre de 1’'hamil-
tonien de la chaine sur toute la ligne critique nous aménent a conjecturer
le spectre exact de la théorie conforme avec bord et de donner une
expression explicite pour la fonction de partition (3.39} [3.490} [3.43} [3.45) de
la théorie conforme avec bord.
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CE chapitre commence par une breve introduction a la géométrie des
superespaces projectifs CPN~1IN 1] continue dans la deuxiéme section
par l'introduction d"un modéle de boucles et d"une chaine quantique dont
les symétries suggerent qu’ils sont des discrétisations du modele sigma
superprojectif CPN~1IN. Dans la derniére section on présente des calculs
numériques et analytiques qui confirment cette hypothese.
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MODELES SIGMA SUR LES SUPERESPACES PROJECTIFS

On a besoin d"une conjugaison complexe dans 'algebre de Grassmann B
qui satisfait

ANT]

\a| = |a|,  ab=Dba, =a (4.1)
pour tout a,b € B.
Pour définir les superespaces projectifs on généralise I'application de
Hopf
0—U() —sN1 PNt 0.

Soit . _
Z'=7¢B;, ZN™=¢*e¢B;, ia=1,...,N

les coordonnées d’un point Z sur la supersphere $2N-112N

N . N
zhz=Yz7Z7+Y "¢t =1 (4.2)
i=1 a=1
de rayon R = 1, ott T est la transposée conjuguée. L'espace projectif

CPN-1IN est 'ensemble de classes d’équivalence [Z] des points sur la su-
persphere qui different par une phase

(7] = Ze™®,
De facon équivalente, on peut définir le superespace projectif CPN 1IN
comme un superespace homogene.

Soit U(N|N) le supergroupe unitaire, c’est-a-dire le sous-groupe de
GL(N|N) composé de matrices M qui satisfont M" = M! = M~1, ot1 ! est
la transposition habituelle des matrices 2N x 2N. Le supergroupe U(N|N)
est compact, car sa sous-variété de base U(N) x U(N) est compacte.

Soit V ~ V; @ V;j le module fondamental de gl(N|N) avec base

e1 < ---<enN

et U = B®c¢ V le module fondamental de U(N|N). On vérifie facilement
que le sous-groupe de U(N|N) qui laisse invariant le point [Zo] = e'Rep est
U(1) x U(N —1|N). Tous les points de CPN~1IN peuvent étre obtenus par
l'action de U(N|N) sur [Zo]. En effet, la condition MM = 1 implique que
les éléments de la premiere colonne d’une matrice arbitraire M de U(N|N)
sont les coordonnées Z¥ = M" d’un point sur la superspheére (4.2). On a
ainsi

U(NIN)

pI-IN - |
¢ U{) x U(N —1|N)

La métrique sur CPN-1IN est la généralisation de la métrique de
Fubini-Study sur les espaces projectifs

ds> =Dz DZ, (4-3)

ou
DZ =dzZ —(Z'-dz)Z.

Le superespace projectif CPN~1IN est riemannien et compact, car sa sous-
variété de base CPN~! est riemannienne et compacte. De plus, c’est un
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4.2

superespace symétrique, car U(1) x U(N — 1|N) est le sous-groupe laissé
invariant par ’automorphisme induit par la transformation d’équivalence
ey — €p,61 — —€1,...,6oN — —E€2N.

Le modele sigma sur CPN !N est alors défini par 1’action

_ 1 2.t
S[Z(0) = 52 /)E d2x D} Z(x) - D,uZ(x), (4.4)
ott les champs Z(x) sont soumis a la contrainte
Zt(x)-Z(x) =1, «x€ZX

Alternativement, on aurait pu procéder comme dans la sec. c’est-
a-dire introduire une dérivée covariante D,, définie par une connexion
non-dynamique A, (x), telle que I'action (4.4) soit invariante par les trans-
formations locales U(1) x U(N — 1|N) et les transformations globales
U(N|N).

On a mentionné a plusieurs reprises, qu'une supervariété est homo-
topiquement équivalente & sa sous-variété de base. On voit, donc, qu'un
point essentiel qui distingue les superespaces projectifs CPN 1IN des su-
perspheéres S2571125 est la non-trivialité du deuxiéme groupe d’homotopie.
Une application importante de ce fait aux modeles sigma sur les superes-
paces projectifs CPN~1IN est I'existence d’un terme topologique

L[Z(x)] = /Zdzx CVARE WA (4.5)

dont I’évaluation sur les configurations classiques Z(x) donne leur charge
instantonique.

Notons que le représentant le plus simple des modéles sigma super-
projectifs, c’est-a-dire le modele sigma sur CP°/, est la paire de fermions
symplectiques. En effet, on vérifie par un calcul direct que la métrique (4.3)
se réduit a

ds* = dijdy

lorsque N = 1. Pourtant, dans ce cas le terme topologique (4.5) est identi-
quement zéro. Ceci est en accord avec le fait que la sous-“variété” de base
de CPY! est un point.

MODELE DISCRET

Les arguments de la sec. peuvent étre généralisés aux modeles
sigma (4.4). La généralisation de I'emboitement des spectres im-
plique l'existence d’une discrétisation universelle des modéles sigma su-
perprojectifs CPN~1IN qui possede les deux propriétés suivantes :

* les poids des vertex d’interaction ne dépendent pas de N

* seulement les conditions de bords dépendent de N (mais pas seule-

ment de N).

Pour résoudre la contrainte d’universalité, on remarque que tous les su-
pergroupes GL(N|N) ont la méme algebre des invariants — 1’algebre de
Brauer avec paroi By, ,(0). Dans la premiere sous-section on introduit 1'al-
gebre By, ,(0).
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Dans la deuxieme sous-section on propose un modele discret univer-
sel, dont l'algébre des matrices de transfert est I’algébre de Brauer avec
paroi. Ce modele universel est un modele de boucles de fugacité zéro qui
peuvent s’intersecter. La liberté d’intersection des boucles rend le modele
discret universel non-local. Pour qu’il puisse décrire dans la limite conti-
nue le modeéle sigma superprojectif CPN~!IN les poids des boucles non-
contractibles doivent étre choisis de facon tres particuliére, qui dépend
de N. Une fois que N est fixé et on s’est restreint a 1’ensemble de poids
des boucles non-contractibles qui lui correspondent, le modele de boucles
universel admet une reformulation locale par une chaine quantique avec
symétrie GL(N|N). Par l'universalité du modele discret, I’algebre des ma-
trices de transfert de la chaine quantique est un quotient de 'algebre de
Brauer avec paroi.

Dans la troisiéme section on dérive la limite continue de la chaine
quantique pour N = 1. Celle-ci correspond, au sens des emboitements des
spectre‘s, au sous-secteur le plus petit des modeles sigma superprojectifs
CPN-1IN,

Algebre de Brauer avec paroi

On a mentionné dans la sec. que l'algebre de Brauer Br(2) aurait

pu étre obtenue par l'analyse du commutant t-réel du module V®* de la

superalgebre osp(2S + 2|2S). Dans cette section, on va introduire 'algebre

de Brauer avec paroi B, ,(Q) par I'analyse des commutants de certains

modules tensoriels de la superalgebre de Lie g(M|N), ot Q = M — N.
Soit V ~ V5 @ V7 un espace vectoriel sur C avec base

e1 <ey < --- <EeM+N,

telle que ey, ...,epm est une base de V. L'espace vectoriel V' est un mo-
dule de gl(M|N) par l’action définie dans la sec. Soite!,...,eM*N 1a
base de V* duale a la base de V. L'espace vectoriel V* est un module de
gl(M|N) dual a V par I'action (1.5).

On s’intéresse aux endomorphismes pairs du module tensoriel V" ®
V*®" qui commutent avec 1’action de la superalgebre de Lie gl(m|n), c’est-
a-dire au commutant

Zyn(M,N) = (Endgpmn) V" @ V).

Les éléments de Z,, ,(M, N) forment une algebre sur C sous la multiplica-
tion des endomorphismes. Cette algebre est appelée algebre des invariants
de la superalgebre de Lie gl(M|N) & cause de I'isomorphisme

m *@n m+n *®(m+n M|N
Endg(v(n) VO @ YO A (V®( +1) ) @ (mt ))gr( IN) (4.6)

ol on a utilisé I'isomorphisme naturel (1.7). On cherche & donner une
description explicite de 1'algebre Z,, ,(M, N).

Une sous-algebre de Z,,,(M,N) correspond a l'action du groupe
Sym(m) x Sym(n). Cette action est engendrée par les m — 1 transpositions

Pi‘01®“‘7)i®vi+1"‘®wn:(_1)‘vi|‘vi+1‘01®“‘Uz’+1®vi"‘®wn
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des indices contravariants et les n — 1 transpositions
Pi R .wi®wi+1 QW = (_1)‘wi‘|wi+l|vl & .- Wi ®wi. R wy

des indices covariants du tenseur, ot vy,...,0, € Vetwy,...,w, € V*.

A part les permutations, Zun(M,N) contient des éléments qui
peuvent étre construits par la composition des homomorphismes de pro-
jection pr; ; : V& @ V¥ — yem=1) g y@r-1) Jéfinis par

pri’j.vl®...Ui...wj...®wn :Uw](vl)vl®6ld]]®wﬂ/
ol le chapeau dénote 'absence dans le tenseur du vecteur ou de la forme
et o est un facteur de signe
o= (_1)ij\(lviH"-vaHIM|+---+\wj—1|),

avec des homomorphismes d’injection iny; : VE("=1) g y*(n=1) _, yem g
V*@n  définis par

ini,j'vl®"'Ui—l®Ui+1“‘wj—1®wj+1"'®wn:

=0 Z U1®"'Uz‘71®€k®vi+1"'Wj71®€k®wj+1"'®wn/
k=1

ol ¢ est un facteur de signe

o = (1)l FlonlHon++wjal)

La sous-algebre Z;, (M, N) C Z,,,(M, N) est engendrée par les transpo-

sitions graduées P;, P; et les endomorphismes

El',]' = 11’11',]’ O pri’j,

qui sont idempotents a cause de la relation
pr;;o in;; = Qid,
ou Q=M-—N.
Sergeev a montré dans [73] qu’en fait

Zr/n,n(Ml N) = ZM,H(M/ N)/ (4-7)

en généralisant un résultat classique pour les algebres de Lie gl(N). Plus
précisément, il a montré que Z,,4,0(M, N) est engendré par l'action de
Sym(m + n), ce qui suffit pour montrer 1'isomorphisme naturel des es-
paces vectoriels

mrn m-n * m-+n [(M|N
Endg[(M\N) yelntn) (V®( 1) g @ (m+ ))g( IN)

~ El’ldg[(M‘N) yem X V*®n,

ol on a utilisé encore une fois 1'isomorphisme naturel (1.7).

De la méme facon que dans la sec. on peut voir la série des
commutants Z,,,(M,N) avec m, n et Q = M — N fixé comme des re-
présentations différentes de la méme algebre — l'algebre de Brauer avec
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1 T i+1 m 1 n 1 m 1 i+ 1 n
.......... I I
I I
| |
I I
| |
.......... I I
| |
1 i o1+ 1 m 1 n 1 m 1 1 1+ 1 n

Di Di

F1G. 4.1 — Représentation graphique des générateurs de I'algébre de Brauer avec paroi
By, (Q). La ligne verticale entre les 2m vertex a gauche et les 2n vertex a droite repré-
sente la paroi.

paroi B, ,(Q). Cette algebre est une sous-algebre de 1'algebre de Brauer
Bu4+1(Q) composée des diagrammes tels que si on dessine une paroi ver-
ticale entre les 2m vertex a gauche et les 2n vertex a droite alors les arétes
horizontales peuvent traverser la paroi, tandis que les arétes verticales ne
la traversent pas. L'algebre B, ,(Q) est engendrée par les générateurs p;,
p; et e;; représentés dans la fig.

Les générateurs P;, P; et E;;j des commutants Zy , (M, N) sont alors
des représentations des générateurs p;, p; et ¢; ;. Exactement comme dans
le cas des commutants de OSp(R|2S) de la sec. les représenta-
tions Z,,,(M, N) ne sont pas généralement des représentations fideles de
Bun(Q), car les générateurs P;, Pj, E;; peuvent satisfaire des relations qui
ne sont pas satisfaites par les p;, p; et les ¢; ; et qui dépendent de M et de
N séparément. Ceci veut dire que chaque commutant Z,, ,(M, N) est un
quotient de l’algeébre de Brauer avec paroi B, ,,(M — N), d’ou 'universa-
lité de By, ,(M — N) en tant qu’algebre des invariants de la superalgebre
de Lie gl(M|N).

Au final, mentionnons que 'ordre des V et V* dans le produit tensoriel
VEM @ V*Om n’est pas relevant du tout a cause de I'isomorphisme naturel

UW~WeU,

ot U, W sont des modules arbitraires de gl{(M|N).

Modele de boucles et chaines quantiques

Il y a beaucoup de facons de construire des modeles de boucles dont 1'al-
gebre des matrices de transfert est B, ,(0). On peut imaginer, par exemple,
un modele de boucles sur le réseau diagonal comme représenté dans la
fig. Malgré cela, aucun d’entre eux n’a de vertex d’interaction homo-
genes sur le réseau carré. L’homogénéité des interactions devient possible
sur le réseau triangulaire si on passe a une représentation graphique sans
paroi des mots de 1’algebre de Brauer avec paroi.
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<+ X

o X
I

X+ (C

F1G. 4.2 — Un modele de boucles dont I'algebre des matrices de transfert est I'algébre
Bs 4(0). La paroi de Bs 4(0) est représentée par une ligne pointillée verticale.

Au lieu de représenter les diagrammes de B 1 (0) par 2L vertex a
gauche d'une paroi et 2L vertex a droite on peut assigner des labels im-
pairs 1,3,...,2L — 1 aux L vertex en haut et L vertex en bas a gauche et
des labels pairs 2,4, ...,2L aux L vertex en haut et L vertex en bas a droite
et ensuite réordonner les vertex en haut et, respectivement, en bas dans
'ordre croissant des labels. Un exemple de passage d’une représentation
a l'autre est représenté dans la fig.

1 3 5 2 4 6 1 2 3 4 5 6
, e
| (X))
1 3 5 2 4 6 1 2 3 4 5 6
FIG. 4.3 — Elimination de la paroi dans un diagramme de B3 5(0).
La méme construction s’applique & By .11(0) et a By 1+1(0). Notons
par IT;, IT; et Qi les générateurs de la fig. dans cette nouvelle repré-
sentation graphique. Si on regarde 1’algebre By, 1 (0), By 1+1(0) ou By 1+1(0)

comme sous-algébre de ’algebre de Brauer alors ses générateurs s’écrivent
comme

Qii = ezi—1, Qit1,i = e,

IL; = poi_10i41 = P2i—1P2iP2i—1, IT; = painit2 = P2iP2i+1P2is

ou p; et e; sont les générateurs de 1'algebre de Brauer de la fig. Les
vertex homogenes d’interaction du modele de boucles sur les réseau tri-
angulaire sont alors représentés dans la fig. ou la numérotation des

PN _a~ PN
// ~ -
“ - ~ % ~ Phe ~ ~
: o ! : > ! : | ! d | | ! !
57 | 37 | K ! Y b " !
| LN | PR IR | -1\ | ™~ 70 I
j | ! I | L~ o |
I | P! | I | I |
< SO > ¢ S L
- ~ - N
// \\ // ~
e N

€2i41 €2; I €2i€2i4+1 €2i+1€2; D2i,2i+2

FI1G. 4.4 — Les vertex homogenes d’interaction de la matrice des transfert locale sur le
réseau triangulaire. La direction de transfert est verticale.

arétes transversales a la direction de transfert est indiquée dans la fig.



4.2.3

4.2. Modele discret

113

1234123412341

F1G. 4.5 — Numérotation modulo 4 des arétes du réseau triangulaire.

On voit bien que l'algebre des matrices de transfert du modele de
boucles dans la fig. |4.4]est une sous-algebre de 1’algebre de Brauer avec pa-
roi, qui est By 1 (0) (périodique) dans des conditions de bord périodiques
et B 1+1(0) ou B 1 11(0) dans des conditions de bord ouvertes, car les in-
tersections entre les boucles avec indice impair ne sont pas possibles. Une
facon simple de corriger ce défaut est de définir le modele de boucles par
un hamiltonien

H=) ei+wpi1iw; (4.8)

qui est une somme homogene d’interactions locales a deux plus proches
voisins. En plus du fait que la symétrie du hamiltonien est By, 1(0), pour
des conditions de bord périodiques, et By +1(0) ou Br4+1.(0), pour des
conditions de bord ouvertes, il est souvent plus adapté aux calculs numé-
riques. Notons que le signe devant ’hamiltonien n’est pas relevant, car
l’algebre de Brauer avec paroi By 1 (0) posséde un automorphisme

Pi1it1 — —Picvit1, E; — —E;.

On s’attend que le spectre du hamiltonien décrit, dans la limite
continue, le spectre de tous les modeles sigma superprojectifs CPN 1IN
a des dégénérescences pres. Pour calculer les dégénérescences il faut se
restreindre a une représentation particuliére de 1’algebre de Brauer avec
paroi fournie par le commutant des chaines quantiques (V ® V*)®L, dans
des conditions de bord périodiques, et (V@ V)L, (Ve V)L oV, V@
(V ® V*)®L, dans des conditions de bord ouvertes.

Méme si on ne I'a pas fait, il est certainement possible de trouver une
relation analogue a I'éq. qui permet d’extraire du spectre du modéle
de boucles universel le spectre, avec les dégénérescences incluses, des
chaines quantiques (V ® V*)®L, (Vo V)®L gV, V* @ (V@ V*)® avec
symétrie gl(N|N).

Les fermions symplectiques

Dans cette sous-section on va dériver la limite continue du hamilto-
nien dans la représentation fournie par le commutant de g((1]1).

La superalgebre de Lie g := gl(1]|1) a deux générateurs bosoniques
E, N, deux générateurs fermioniques F, F et un crochet

[H,F| =2F, [H,F|=—2F, {F,E}=E, |[EH]=IEF =I[EFE]=0.

La représentation adjointe ad g n’est pas semi-simple. Sa filtration par ra-
dicaux peut étre représentée par

adg: CH — CF@®CF — CE. (4-9)
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On a déja mentionné que tous les modules de g doivent avoir un poids
zéro par rapport a E pour qu’ils soient des modules de ps((1|1). Avec
cette restriction, tous les modules de g sont de dimension un et peuvent
étre indexés par leur poids n par rapport a H. On va les noter par [n].
Evidemment, les générateurs F, F agissent trivialement sur [n] et [n] est
une représentation de gy par restriction. Ainsi I'éq. (4.9) peut étre réécrite
comme
adg: [0] — [2]®[-2] — [0].

Selon la sec. les modules induits
P(n) :=U(g) @g, [1]

sont nécessairement projectifs. On montre facilement que P(n) est indé-
composable avec une filtration par radicaux

P(n): 1Ll(g) Ry [n] — F Qgo [n] @ F®90 [n] — FF @go [n] ~
[n] = [n+2]®[n—2] — [n]. (4.10)

Soit V = C|0) & C|1) la représentation fondamentale de g graduée comme
[|0)| = 0et||1)| = 1. Dans la représentation fondamentale, les générateurs
de g prennent la forme

D!
=8 (0

ff=f fr=—f n"=-n e =-—c

Il est maintenant facile de voir que P(0) ~ ad(g) ~ V ® V*. Ceci, combiné
avec

Pn)@P(0) ~P(n—-2)@2P(n)e&P(n+2),

fournit, par itération, la solution de la décomposition de la chaine quan-
tique

V@ Ve~ p(0)°h ~ @ (22 P(2
vevyit=port & (17 )Pen
vue comme module de g. Remarquons que la superalgebre de Lie psi(1]1)
ne contient pas de générateur H. Ainsi, tous les modules P(n) sont des
modules isomorphes de ps((1]1).

Les dégénérescences dans la décomposition doivent étre inter-
prétées comme des dimensions des représentations irréductibles de 1'al-
gebre de Brauer avec paroi By, 1(0), selon le théoreme (4.7). En plus, 1'équi-
valence de Schur-Weyl requiert que toutes ces représentations de B ,.(0)
soient dans le méme bloc — le bloc des invariants g[(1|1). Inversement,
toutes les représentations irréductibles [2n] de g se trouvent dans le bloc
de la représentation triviale [0]. Assez curieusement, si on calcule par les
techniques de [29] la décomposition de la chaine (V ® V*)®L modulo des
facteurs projectifs, ot1 cette fois-ci V est la représentation fondamentale de
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gl(2]2) et V* est sa duale, alors on obtient une décomposition similaire
a l'éq. (4.12). Les multiplicités des représentations indécomposables, qui
sont des modules de Kac, et les filtrations par radicaux sont les mémes,
sauf que le role des représentations irréductibles unidimensionnelles [2n]
est joué par les représentations atypiques de pgl(2|2). Ce comportement
rappelle celui des représentations “de type O(2)” dans la décomposi-
tion (3.35).

Il est plus confortable de travailler avec une base qui s’obtient par une
transformation de similarité

2L
i—1 i
S=Q)Si, Su1=0", Sy=o0lo,
i=1

sur la base tensorielle standard de (V ® V*)®L, qui correspond a la base
|0), 1) de V et (0], (1| de V*. Introduisons les matrices

i = 2 ®(=1) ®f® p22L—i)
i = 2 ®(i=1) ®Fe eBCL—)

qui satisfont les relations d’anti-commutation fermioniques
{99} =0, {9i, ¢j} = {9i, ¢j} = 0.

Dans ces notations, la représentation de 1’action des générateurs de g sur
la nouvelle base de (V @ V*)®! prend la forme

2L . 2L -

R(F) =) ¢i R(F) =) (-1)""¢;,
i=1 i=1
2L

R(H) = ) (9:9i — §igi). R(E) =0,
i=1

tandis que les générateurs

Ej = (=1)(¢; = ¢j+1) (9 + @j41) (4.13)

Pi1j1 = (—1)j [1 — (@51 = Pj+1) (@1 — (/’j+1)]

fournissent une représentation de 1’algebre de Brauer avec paroi By, 1(0).
Plus que cela, si les indices j dans 1'éq. prennent des valeurs modulo
2L alors on obtient une représentation de 'algebre de Brauer avec paroi
périodique.

L’hamiltonien périodique le plus général qui a une symétrie g et une
densité homogene des interactions a deux plus proches voisins est

L
H=—) e1Ey1+&Ey+ miPo_12i41 + mPi0i40+
i=1

+ aEpi1Epi + BEsiEsi—1 + YEziEsiy1 + 0Epiy1 Eni.
Néanmoins, ’hamiltonien plus simple
2L

Ho=—) Ei+wP_q1 (4-14)
-1

1
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possede déja la symétrie générique Br 1 (0). On va, dong, se restreindre a
I’hamiltonien pour dériver la limite continue.
Dans les modes de Fourier

2L ii 1 2L ipi T Tk
= —) e L9, =—— ) e P, = —, ., =, ..., 2T
9= 57 ]g 9 =5 ]; 9 P=Tr]

I’hamiltonien Hy devient

Hy = 4¢0pr +4E/ (sin? g +wsin® p) @y Pr—p + (cos g +wsin® p) Prip@—p |,
2

(4.15)
ol le signifie la somme avec bords ouverts 0 < p < 7. Le deuxiéme terme

dans I'éq. est diagonal

Hy = 490 + Y €(p) 1y — xpx}) (4.16)
14
dans les modes
Xy =a(p)pr—p+b(p)p—p, ny =b(p)grrp—a(p)d,  (4.17)
Xp = b(p)Prip +a(p)pp, p = a(p)@r—p —b(p)o—p

avec les amplitudes

in2 P 02
sin® 5 + wsin® p

Bp) _b(p)  \ersintprdwisintp
ﬁ( ) - a( ) - 7 (si 2p .2 s a(p)a(p) = '
p p (sm 5 twsin p) \/z;g sin2p+4w2 sin4p

L’hamiltonien (4.16) n’est pas diagonalisable a cause du terme @o@.
L'énergie d’excitation des deux fermions yx,

G(p) ZZSinp\/1+4w+4wzsin2p%USsjnp, p_>0’7-[’

montre que le systéme est conforme. Pour extraire la charge centrale ¢ =
—2 on calcule les corrections de taille finie a 1’énergie libre par site

EO — Ie(p) ~ 1 m . 2 . 2 77:’05
H__;HN_M/() dpsmp\/1+4w+4w sin p+12L2

et on utilise la formule de Cardy.
L’hamiltonien normalement ordonné prend, dans la limite continue, la
forme

CH 1= Eo+ 4909+ 0. 1 p (Xixp + 0y + Koo +15) . (418)
p>0

ou xp, 1y sont les excitations de gauche et X, = Xy, 7p = 1/z—p sont les
excitations de droite.

Regardons en plus de détails quelle est la structure du vide. En plus
d’étre annihilé par les modes d’annihilation xy, 17, et Xp, 7, il doit fournir
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une représentation de la symétrie globale g de la chaine (4.15). La décom-
position suggere que cette représentation est projective. Pour voir
laquelle on a besoin de la forme précise des générateurs de g

RHL<F) =V ZL(po,RHL(F) = — Zqun,
Ry, (H) = 2(@a@r — Pogo) +2Y_ Xbxp — 1i11p- (4-19)
P

Notons par (2 le sous-module trivial du vide
(POQ =0, gﬁnQ =0.

On voit tout de suite de 1'éq. (4.19) que QO ~ [0], ce qui veut dire que
le vide est le module projectif P(0). L'action de g sur le vide peut étre
représentée par le diagramme

0B2Q)
/F F O\
vide:  @op,Q SN Q
N E
P02

La double fleche représente 1’action du Casimir de g
C=FF+ (N-1)E, R(C) o $prepo,

ce qui correspond exactement au premier terme qui apparait dans I'ha-
miltonien (4.15).

Les modes zéro n’interagissent pas avec les modes non-zéro. On voit,
donc, que tous les vecteurs propres généralisés de 1’hamiltonien ont
une multiplicité 4.

On peut rendre la connexion avec les fermions symplectiques encore
plus explicite et exprimer les modes en termes des opérateurs de
création et d’annihilation x,, Xp, )(;r,, X;r,. Soit ¢ la coordonnée de l'espace
compactifié sur un rayon L/7 et T le temps imaginaire. On a donc z =
e™(1=10)/L ot 7 = ¢7(T+i0)/L e méme poids 2 par rapport & H des modes
X;Z,ﬂp,X;, p, @0, 9 suggere qu'ils doivent étre associés avec un champ
local ([)2(2, zZ), tandis que les modes Xpr 17;;, Xp,ﬁ;;, Po, P seront associés a
un autre champ ¢'(z,z) de poids —2. Si on met

Y= Vkxp, ¢ = Vi
Pl = —\/1277;/ PP = \/%X;
on obtient les relations de commutations
{92 Y} = kb

Les modes de gauche &iﬁ sont définis de la méme fagon si on remplace
les x avec x, 17 avec 7], etc. Quant aux modes zéro on met

Y= Ppxdr,  Yg= P x@o
‘P(l)‘x Po, 4’3“ Pr
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43

et on choisit les constantes de proportionnalité pour que les relations

{90, w5} = {00, yot = 1.
soient satisfaites. On définit alors les champs des fermions symplectiques
o S\ e pE & = lﬁ? —k ﬁ——k
¢"(2,2) = ¢ — yplog (z2) + ),z "+ 2F2
iz k k
et on ramene le hamiltonien (4.18) a la forme

TV,

o
3H3:EO+T¢3¢(1)+ :

L

kZ: (W2t — 9105 + P2 pf — PLigh) =
>0

YR P

kezZ

Vs

=L
0+ I

qui fait apparaitre les modes zéro (Lo + Lo) de la composante holo-

morphe du tenseur énergie-impulsion des fermions symplectiques

T(z) = — : 9¢'(z,2)09*(z,2) :,

et de son partenaire anti-holomorphe.

On vient de démontrer que la limite continue de la chaine est
décrite par la théorie conforme des fermions symplectiques. On voit clai-
rement, que dans ce cas le couplage w des intersections est redondant, car
il ne change que la vitesse de Fermi. On se demande, naturellement, si
les intersections restent redondantes pour toutes les chaines quantiques
(V @ V*)®L avec symétrie gl(N|N). On va répondre a cette question dans
la section suivante.

On remarque a la fin de cette section que les calculs effectués sur la
représentation la plus simple du hamiltonien décrivent aussi, par
la propriété de 'emboitement des spectres, le vide de toutes les chaines
quantiques (V ® V)L avec symétrie gl(N|N). Plus que cela, ils décrivent
tous les autres états qui se trouvent dans le méme bloc que le vide.

EXPOSANTS DU MODELE DE BOUCLES

Dans cette section on présente les calculs numériques pour certains ex-
posants du modele de boucles défini par ’hamiltonien (4.8). Notons que
dans le troisieme article attaché dans 1’annexe on présente les calculs nu-
mériques pour le modéle de boucles sur le réseau triangulaire dans des
conditions de bord ouvertes. Cette section peut, donc, servir pour complé-
ter I’étude numérique du troisiéme article.

Evidemment, il n’est pas trés économique de diagonaliser le hamilto-
nien dans la représentation adjointe de l’algebre de Brauer avec paroi
Br,1(0). On peut procéder comme dans le cas du modele de boucle du
chapitre 3} c’est-a-dire utiliser les représentations standard Ay (A, i), in-
troduites en [16], pour calculer les valeurs propres sélectivement. Cette
approche n’est pas seulement pratique, du point de vue numérique,
mais aussi nécessaire si on veut comprendre a quelles représentations de
gl(N|N) peuvent correspondre les valeurs propres du hamiltonien (4.8).
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On ne va pas entrer dans les détails, mais juste mentionner que, par ana-
logie a la sec. on peut définir dans l'espace vectoriel des tenseurs de
gl(N|N) une action de 1’algebre de Brauer avec paroi By 1 (0) de fagon que
I'on obtient des représentations tensorielles qui sont des quotients de re-
présentations standards. Plus précisément, le quotient de A 1 (A, i) peut
étre réalisé sur 'espace vectoriel des tenseurs qui apparaissent dans la
décomposition de la chaine (V ® V*)®L, qui ont un nombre maximal de
traces soustraites, qui sont de rang |u|-contravariant et |A|-covariant, et
dont la symétrie des indices covariants correspond a un tableau de Young
de la forme y et, finalement, la symétrie des indices contravariants corres-
pond a un tableau de Young de la forme A.

On va se contenter de regarder seulement les valeurs propres les plus
basses de ’hamiltonien dans les représentations Ay 1 (A, #) qui cor-
respondent a des partitions A = y = k d’une seule ligne de longueur
k. Ceux-ci sont appelés les exposants a 2k-pattes des polymeres, c’est-a-
dire des boucles avec fugacité zéro. Sur une chaine quantique (V @ V*)®t
ces exposants doivent correspondre aux tenseurs symétriques de rang k-
covariant et k-contravariant.

Les représentations Ay j(k, k) sont construites de la fagon suivante.
Considérons 'espace vectoriel Béﬁ de diagrammes réduits qui sont des
graphes a 2L vertex arrangés horizontalement. Chaque vertex peut avoir
un degré zéro ou un. Les arétes du graphes connectent les vertex pairs
avec des vertex pairs et les vertex impairs avec des vertex impairs. Les
vertex de degré zéro sont appelés des points libres. Un exemple d'un dia-
gramme réduit est représenté dans la fig. Si on définit I'action d'un

F1G. 4.6 — Exemple de diagramme réduit dans Bﬁ.

diagramme de By 1 (0) sur un diagramme réduit de la méme fagon que
sur un diagramme de By 1(0), alors Bf% acquiert une structure de mo-

dule. Evidemment, le sous-espace vectoriel BIEkL C B%% des diagrammes
réduits d’au plus 2k points libre est un sous-module. On pose alors

Apr(k k) = BYs /By M

Pour des conditions de bord périodiques, les exposants a 2k-pattes de
I’hamiltonien a w = 0 sont bien connus [4]

2 _
hy =0, hp— "~ . Uk

Notons la dégénérescence de 1'exposant a 2-pattes avec le vide. Ceci est
en accord avec le fait que A 1(0,0) est un quotient Ay 1(1,1). Lhomomor-
phisme surjectif A;;(1,1) — Apr(1,1) consiste simplement a relier les
deux points libres des diagrammes réduits de Ap 1 (1,1).

Les figures |4.7l montre la dépendance des exposants a 4, 6 et 8-pattes
du poids d’intersection w > 0 de boucles. On voit clairement que ces ex-
posants tendent vers zéro dans la limite w — co. Si la limite continue
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F1G. 4.7 — Les exposants a 4, 6 et 8 pattes pour des conditions de bord périodigues.
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F1G. 4.8 — Rapport des exposants a 2k-pattes pour des conditions de bord périodiques.
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du modele de boucles décrit la théorie conformes des modéles sigma su-
perprojectifs, alors la limite w — oo doit correspondre dans le modéle
sigma a la limite de couplage faible g, — 0, ot1 les dimensions anormales
s’annulent. Quant a elle, la limite de couplage faible pour les exposants
qui s’annulent correspond a l'approximation de “mini-superspace” qui,
en gros, prédit que les exposants doivent étre proportionnels aux Casimirs
des représentations. Dans notre cas, ces représentations sont les tenseurs
de gl(N|N) qui sont k fois covariants et k fois contravariants et avec un
nombre maximal de traces soustraites. Dans les conventions des sec.
et le plus haut poids de ces tenseurs est

A =

61+ + 0 — ken, k<N
i+ +0n+(N—ke —ken, k>N’

Leurs Casimirs ne dépendent pas de N
Crx = 2k(k—1). (4.20)

Les figures représentent les rapports des exposants h3/hy, hy/hy et
hs/hy. On voit que dans la limite w — oo les rapports des exposants
tendent vers les valeurs des rapports des Casimirs (4.20) ! On n’est pas
sir si la variation des rapports avec les poids des intersections w doit étre
interprétée par le fait que 'approximation de “mini-superspace” n’est pas
exacte ou, plutét, comme un effet de taille finie a w > 0.

Pour des conditions de bord ouvertes, les exposants a w = 0 sont
connus exactement [4) 162] et on remarque qu’ils peuvent étre interprétés
comme des Casimirs

Crok
hy = —=.
T
On s’attend, donc, que I'approximation de “mini-superespace” soit exacte
dans des conditions de bord ouvertes

C
h(ge) = g(wi kE (4.21)

ot ¢(0) =1 et g(w) — 0 lorsque w — oo. En effet, on vérifie numérique-
ment, dans la fig. que les exposants a 2k-pattes dans des conditions de
bord ouvertes tendent vers zéro lorsque w — oo. Les rapports des expo-
sants représentés dans les figures suggerent fortement que l'expres-
sion est exacte et coincide avec les prédictions de “mini-superspace”
pour les modeles sigma superprojectifs CPN 1IN, Ceci est le résultat prin-
cipal de ce chapitre, qui soutient I’hypothese que la limite continue du
modele de boucles est décrite par les modeles sigma superprojectifs
CpN-1IN.

Pour bien juger de la qualité de la convergence des calculs numé-
riques[q.9|et[4.10} on a représenté la charge centrale pour des conditions de
bord ouvertes dans la fig. Dans l'extrapolation de la charge centrale
on a utilisé la valeur exacte de I'énergie libre calculée dans la sec.

Notons que dans le troisieme article attaché dans I’annexe on utilise
le modele de boucles sur le réseau triangulaire de la fig. pour calcu-
ler les exposants a un nombre impair de pattes dans des conditions de
bord ouvertes. Dans ce cas, les exposants a (2k + 1)-pattes correspondent
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F1G. 4.11 — Convergence de la charge centrale dans des conditions de bord périodiques.

a des tenseurs de rang k-covariant et (k 4 1)-contravariant. Leur plus hauts
poids sont

. (51+“‘+(5k—(k+1)€N+ﬁzg\i1(€i+5i), k<N
T 6 4 on (N —K)er — (k+1)en + A YN (ei+6), k>N’

Les calculs numériques montrent que les exposants a (2k + 1)-pattes Aly,

définis par rapport a 1’état fondamental du modele de boucles sur le ré-

seau triangulaire dans des conditions de bord ouvertes, s’annulent dans

la limite du poids des intersections w — co. Leur valeur exacte a w = 0 est
donné par

Crks1

Ahy = 1

autour d'un vide effectif de charge centrale cefr =1, 00 le Casimir est

Crper1 = 2k

On voit que le vide du modele de boucles sur le réseau triangulaire dans
des conditions de bord ouvertes a une dimension conforme —1/8.

Les rapports des exposants a (2k + 1)-pattes, représentés dans le troi-
sieme article attaché dans 1’annexe, sont en accord avec '’hypothese d'une
forme exacte
8/ (w)Cjesn

4 4
ou ¢'(0) =1 et g’(w) — 0 lorsque w — oo.

Ahy =

CONCLUSION DU CHAPITRE

Dans ce chapitre on a introduit I’algébre de Brauer avec paroi et on a pro-
posé un modele de boucles, dont I'algebre des matrices de transfert est
I'algebre de Brauer avec paroi, pour discrétiser les modeles sigma super-
projectifs. On a montré que la représentation la plus simple du modele de
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boucles est décrite, dans la limite continue, par la théorie conforme des
fermions symplectiques, qui est le premier N = 1 représentant de la série
des modeles sigma superprojectifs CPN~1N, Le résultat principal est la
découverte d'une ligne de points critiques a ¢ = —2 pour le modele de
boucles et une évidence numérique qui suggere fortement que sa limite
continue est décrite par les modéles sigma superprojectifs CPN 1IN, pour
lequel 'approximation du “mini-superspace” est exacte en conditions de
bord ouvertes.



CONCLUSION GENERALE

RESUME

Au cours de ce mémoire, nous avons expliqué les nouvelles méthodes
qu’on a développées pour s’attaquer a la recherche de la solution exacte
d’une série de modeles sigma invariants conformes. Ces modeles sigma
sont caractérisés par une symétrie globale de supergroupe OSp(2S + 2|2S)
ou GL(N|N) et par l’absence d’une symétrie d’algebre de courant. De
plus, ils admettent une description en tant que limite continue de certains
modeles discrets qui, dans des formalismes différents, peuvent étre vus
soit comme gaz de boucles denses qui s’intersectent soit comme chaines
quantiques. Dans les deux cas, 1’algebre des matrices de transfert du mo-
dele discret admet une interprétation en tant qu’algébre des invariants du
supergroupe correspondant.

La correspondance entre 1'algebre de symétrie du modele discret et
continu est mieux maitrisée techniquement lorsque les conditions de bord
sont ouvertes et ne brisent pas la symétrie de supergroupe. L'analyse dé-
taillée de l'action de la symétrie globale OSp(2S + 2|2S) et de l'algebre
des invariants sur les états de la chaine quantique, ’analyse harmonique
de la supersphere §25+1125 ot I’analyse numérique du spectre de 1’'hamil-
tonien de la chaine sur toute la ligne critique nous amenent a conjecturer
le spectre exact de la théorie conforme avec bord du modele sigma
sur la supersphere S25t1125 et de proposer une expression explicite pour
sa fonction de partition (3.39) [3.40} [3.43} [3.45)-

Dans leffort de calculer la fonction de partition exacte du mo-
dele sigma sur la supersphere S2°1125 une connexion avec les modeles
de Gross-Neveu avec symétrie OSp(2S + 2|2S) a été découverte. Cette
connexion s’exprime par une égalité entre la fonction de partition conjec-
turée du modele sigma S3? a couplage fort et la fonction de partition du
modele de Gross-Neveu OSp(4|2) dans la limite de couplage faible. Dans
un formalisme différent, cette égalité a été démontrée récemment pour
tout S dans [51]. La connexion entre les deux modeles n’est comprise que
pour des conditions de bord ouvertes.

On a introduit un modéle de boucles, dont 1’algebre des matrices de
transfert est ’algébre de Brauer avec paroi, pour discrétiser les modeles
sigma superprojectifs. On a montré que la représentation la plus simple
du modeéle de boucles est décrite, dans la limite continue, par la théorie
conforme des fermions symplectiques, qui est le premier N = 1 représen-
tant de la série des modeles sigma superprojectifs CPN—1IN. Le résultat
principal est la découverte d'une ligne de points critiques a c = —2 pour
le modele de boucles et une évidence numérique qui suggere fortement
que sa limite continue est décrite par les modeles sigma superprojectifs
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CPN-1IN, Les études numériques ont montré que les exposants a [-pattes
du modeéle de boucles se comportent de fagcon différente dans des condi-
tions de bord ouvertes et périodiques.

PERSPECTIVES

Au dela de l'intérét “anecdotique” d’exhiber de nouvelles classes d'uni-
versalité - en particulier dans le cas des polymeres denses ot il y a po-
tentiellement des applications physiques intéréssantes - notre approche a
permis de mettre en place une fagon systématique d’attaquer les symé-
tries des modéles sigma invariants conformes a partir de la théorie des
représentations des algébres sur le réseau. Nous espérons qu’a terme, cela
conduira a une compréhension complete des symétries a la limite conti-
nue. Il est juste de mentionner ici que 1'idée d’utiliser les modeles sur
réseau pour comprendre les théories logarithmiques est poursuivie dans
le contexte des modeles minimaux logarithmiques [39, 53} 62].
Dans I'immeédiat, les perspectives de recherche sont les suivantes.

Conditions de bord différentes

N

Une direction importante a aborder dans la continuation directe de ce
travail de these est 1’étude des modeles discrets pour des conditions de
bord différentes et, notamment, périodiques. Il n’est pas du tout clair a ce
stade quels sont les deux types d’invariants dans la chaine quantique de
la sec. qui correspondent aux algebres chirales a gauche et a droite

de la sec.

Théorie des représentations

Au cours de ce travail de these on a vu que l'algebre des invariants des
chaines quantiques ouvertes considérées admet, dans la limite continue,
une interprétation d’algebre chirale du modéle sigma sur 1’anneau. Cette
algebre chirale conserve sa structure sur toute la ligne critique. Elle peut,
dong, étre élucidée dans la limite de couplage faible. Il est tentant d’espé-
rer que le développement de la théorie des représentations de cette algebre
chirale permettra d’intégrer exactement les théories conformes des mo-
deles sigma. Ceci était le cas des modeles sigma de Wess-Zumino-Witten,
ot la théorie des représentations des algebres de Kac-Moody joue un role
essentiel ou, encore, des modeles minimaux, ot la connaissance de la théo-
rie des représentations de 1’algebre de Virasoro suffit pour calculer toutes
les fonctions de corrélations.

On peut commencer la recherche dans cette direction par 1'étude de
la forme la plus générale des invariants chiraux a g — 0, ou la limite
est définie comme dans la sec. Ceci permettra de construire un an-
satz pour évaluer le développement a tous les ordres du tenseur énergie
impulsion dans les champs libres a g, — 0.
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Dualité avec les modéles de Gross-Neveu

On est naturellement intéressé a approfondir la connexion entre les mo-
deles sigma sur les superspheres $25+1125 et les modeles de Gross-Neveu
avec symétrie OSp(2S + 2|25) au dela des conditions de bord ouvertes et,
notamment pour des conditions de bord périodiques. La recherche dans
cette direction s’annonce difficile, car le modele de Gross-Neveu est non-
compact, par contraste avec le modele sigma. En plus, dans des conditions
de bord périodiques la symétrie globale du modele de Gross-Neveu au
point libre est chirale, c’est a dire il existe une action globale a gauche et a
droite. Cet effort vaut pourtant la peine, car la récompense s’annonce une
description du modele sigma a couplage fort par un modeéle de Gross-
Neveu a couplage faible et inversement, un exemple de dualité qui peut
jouer un role crucial dans la conjecture AdS/CFT [51].

Théories conformes avec instantons

Le cercle a un groupe d’homotopie fondamental non-trivial. La consé-
quence est l'existence des instantons dans la théorie conforme du bo-
son compact. Dans des termes plus adaptés au boson compact, le spectre
contient des opérateurs de vertex avec charge magnétique. La charge ma-
gnetique mesure la discontinuité du boson compact engendrée par une
rotation dans le plan complexe autour de l'insertion de I’opérateur de ver-
tex. Par contraste, le groupe fondamental des superspheres avec S > 0 est
trivial ! Il est important de comprendre mieux comment les opérateurs ma-
gnétiques du boson sous-jacent sont stabilisés malgré tout dans le modele
sigma sur la supersphere.

Les charges instantoniques sont définies dans les modeles sigma sur les
espaces projectifs CP"~! par la méme logique [75]. Soit z(x) une solution
classique de pour des conditions de bord telles que lim,_. |z(r, ¢)]
existe, o1 7, ¢ sont les coordonnées polaires du plan complexe. La charge
instantonique m de la solution classique est définie par

lim z(r, ¢) = €™z

lim 2(r,9) = "z,

ol zp est une constante. Les modeles sigma sur des superespace projectifs
CPN-1IN sont des exemples nouveaux de théories conformes avec instan-
tons. Le role du terme topologique dans ces théories n’est pas encore tres
bien compris.

Intégrabilité généralisée

Une autre direction de recherche possible est la généralisation des mé-
thodes de la théorie des modéles intégrables en deux dimensions aux
cas non-unitaires. Pour mettre en évidence le role de l'unitarité rappelons
quelle est la définition d"une chaine quantique intégrable définie par une
matrice de transfert. Celle-ci est, généralement, une fonction d'un certain
nombre de poids. Supposons que l’ensemble des valeurs que les poids
peuvent prendre est une variété W. La chaine est dite intégrable s’il existe
une sous-variété A C W, appelée sous-variété spectrale, telle que les vec-
teurs propres de la matrice de transfert restreinte a la sous-variété spec-
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trale sont tous constants. On appelle parametre spectral une paramétrisa-
tion de A. En d’autres mots, la chaine quantique est dite intégrable si et
seulement si il existe un parametre spectral tel que les vecteurs propres
de la matrice de transfert n’en dépendent pas. Cette définition garantit
'existence d’une infinité de charges conservées dans la limite thermody-
namique.

La remarque qu’on voulait faire est la suivante. Si la chaine quantique
est unitaire alors les matrices de transfert sont diagonalisables. La condi-
tion d’intégrabilité est alors équivalente a la commutativité des matrices
de transfert lorsqu’elles sont restreintes a la sous-variété spectrale. En par-
ticulier, tous les systémes intégrables construits par 1’Ansatz de Bethe al-
gébrique satisfont ce critere. Evidemment, ce dernier ne s’applique pas a
toutes les chailnes intégrables non-unitaires, ot les matrices de transfert
ne sont pas diagonalisables. Ceci veut dire que I’Ansatz de Bethe algé-
brique est une méthode d’intégrabilité trop contraignante pour les sys-
temes quantiques non-unitaires. Un premier effort dans cette direction de
recherche est de répondre a la question si les modéles de boucles avec in-
tersections considérées dans cette these sont intégrables au sens généralisé
qu’on vient de donner.
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Abstract

We define and study a lattice model which we argue is in the universality ofabe OSp(& + 2/2S)
supercoset sigma model for a large range of values of the couplivggartg?. In this first paper, we analyze
in details the symmetries of this lattice model, in particular the decomposition sptee of the quantum spin
chainVv®- as a bimodule over OSpB2+ 2/2S) and its commutant, the Brauer algelBg?2). It turns out that
Ve is a nonsemisimple module for both OSB(2 2/2S) andB,(2). The results are used in the companion
paper to elucidate the structure of the (boundary) conformal fieldyheor

1 Introduction

The solution of theAdSs x S° worldsheet string theory is one of the cornerstones of th§/@BT duality
program. Despite continuoufert and progress on classical aspects in particular [1]{laadenerally accepted
presence of both integrability and conformal invarianaametries, most aspects of the quantum theory remain
elusive.

It is natural to try to understand some aspects of this guaniweory by first tackling simpler models with
similar properties. The so called OSf(2 2|2S) coset model - specifically, a sigma model on the supersphere
OSp(B + 22S)/ OSp(S + 1]2S) - is a very attractive candidate for such an exercise: eAdSs x S°
worldsheet theory it is conformal invariant and its targedce is a supergroup coset. Of course, it lacks other
aspects such as the BRST structure of the string theory.

Apart from the string theory motivation, models such as ttf8p@S + 2|2S) coset model are extremely
interesting from the pure conformal field theory point ofwiéndeed, they are sigma models which are massless
without any kind of topological term, and for a large rangealfies of the coupling constagg. To make things
more precise let us briefly remind the reader of some getiesliSupersphere sigma models have target super
space the supersphe@8125 := OSpRI2S)/ OSpR-1/2S) and can be viewed as a “supersymmetric” extension
of the nonlinear O{) sigma models (which étiers of course from the usual B) “supersymmetric” models).
Use as coordinates a real scalar field

¢ = (¢l’ o ,¢R+ZS)

where the firsR components are bosons, the laStéhes fermions, and the invariant bilinear form

60" = Jid'¢)
whereJ is the orthosymplectic metric
IR 0 O
J=| 0 0 -ls
0 Is O
| denoting the identity. The unit supersphere is defined by timstraint
pp=1

The action of the sigma model (conventions are that the Baltm weight is=~S) reads

1
S= g f 02X 3,6.0,¢



The perturbatives function depends only oR — 2S to all orders (see, e.g., Ref[2]), and is the same as the one
of the O(N) model withN := R— 2S. Physics can be reliably understood from the first order fugtetion

B(@Z) = (R-2S - 2)g; + O(g5)

The model forg2 positive flows to strong coupling fd — 2S > 2. Like in the ordinary sigma models case,
the symmetry is restored at large length scales, and thetfietity is massive. FdR — 2S < 2 meanwhile, the
model flows to weak coupling, and the symmetry is spontargdueken. One expects this scenario to work
for g2 small enough, and the corresponding Goldstone phase topaeased from a non perturbative strong
coupling phase by a critical point.

The case we are interested in her®is 2S = 2, where the3 function vanishes to all orders in perturba-
tion theory, and the model is expected to be conformal iavayiat least fog2 small enough, the Goldstone
phase being replaced by a phase with continuously varyipgrents not unlike the low temperature Koster-
litz Thouless phase. How the group symmetry combines wigh(liligarithmic) conformal symmetry in such
models is largely unknown. It is an essential question todbees before any serious attempts to understanding
universality classes in non interacting disordered 2Dtsd@ic systems can be contemplated [3].

The OSp(3 + 2|2S) coset model was considered in particular in two papers bygriand Polchinski using
the massless scattering and Bethe ansatz approaches.sThieéd a natural idea, since supersphere sigma
models are in general integrable, and, when massivR (€S > 2) can be described by a scattering theory
involving particles in the fundamental representatiorhef group. TheS matrix is well known

S(6) = o1(0)E + 52(0)P + o3(6)!

Here,| is the identity,P is the graded permutation operator, &b proportional to the projector on the identity
representation. FdR, S arbitrary, factorizability requires that

2rn
o1(6) —mo'z(@)
R

whereN = R - 2S, while o, itself is determined, up to CDD factors, by crossing symgnatrd unitarity. One
immediately observes that whéh= 2, the amplituder, cancels out, leaving a scattering matrix with a simpler
tensorial structure, since tfeoperator disappears. This corresponds to a particulat pdion the sigma model
critical line (where, among other things, the symmetry isarcted to SU(@ + 2|2S)), the rest of which is not
directly accessible by this constructibriThe idea used in [5] is to consider an analytical continuatmR, S
real, and an approach B- 2S = 2 with proper scaling of the mass. Though interesting resudétre obtained,
the emphasis in these papers was not on conformal properties

Another line of attack, more suited to the conformal aspees launched by Read and Saleur in 2001 [4],
who proposed to use a lattice regularization to control thegrable features of the model. They obtained in
this way the spectrum of critical exponents for severalteel&igma models on super target spaces, including
the OSp(S + 2|2S) coset one at a particular (critical) value of the couplgdg The results exhibited several
mysterious features, including a pattern of large degemsaand a set of values of the exponents covering
(modulo integers) all the rationals. In two subsequent pafie 7], it was argued further that many algebraic
properties of the conformal field theory could be obtainetthatattice level already. These include fusion, and
the structure of conformal “towers” (see below for furthetalls).

The work we present in this paper and its companion is an attatnunderstanding the conformal field
theoretic description of the OS[%2 2|2S) model for all values of the coupling by using a lattice regidation.
Foremost in the lattice approach is the understanding ddltfebraic structure of the lattice model - the algebra
defined by the local transfer matrices and its commutant. &ihithe cases discussed in [7] most necessary
results were already available in the mathematical liteeatthe situation here is much more complicated: in a
few words, we have to deal, instead of the Temperley Liebtmbyevith theBrauer algebravhose representation
theory, in the non semi-simple case, is far from fully unteed. An important part of our work has consisted
in filling up the necessary gaps of the literature, sometingsrously, but sometimes at the price of some

1The casR = 2, S = 0 is special and allows for an extension of the S matrix to thele/D(2) critical line.



conjectures. This algebraic work is the subject of the fiagtgy, which we realize might be a bit hard to read for
a physics reader. We capitalize on the algebréiorein the companion paper, where the boundary conformal
field theory for the coset sigma model is analyzed thoroughly

In the second section of this paper we discuss generaltimst éattice regularizations of ®) sigma models
in 2 dimensions and define the model we shall be interestednirsection 3, the transfer matrix, the loop
reformulation and the associated Brauer algebra are imtextiand discussed. Section 4 is the main section,
where the full decomposition of the Hilbert space of thddattmodel under the action of OS|¥2 2/2S) and
BL(2) is obtained. Our main result can be found in egs. (4.36)(dr87). Section 5 discusses aspects of the
hamiltonian limit and section 6 contains conclusions. Tecdl aspects of representation theory are discussed
further in the appendices.

For the reader’s convenience, we provide here a list of imotsiused throughout the paper:

e 0SpRI2S) is the Lie superalgebra of the supergroup GR)
e B, (N) is the Brauer algebra dnstrings with fugacity for loop&N = R—2S

e Vgros = CR2S is the mod 2 graded vector spacB @ C25 with even part, = CR and odd par¥/; = C5.
We shall often drop the indicd® 2S in Vgps.

e V&l is considered as a left o$g2S) and rightB,_(N) bimodule

e A+ L stands for 7 is a partition ofL” and A’ is the partition? transposed

e Sym() andC Sym(L) are the symmetric group dnobjects and its group algebra
e T.(g) is the Temperley Lieb algebra with fugacity for loogps- q*

e dandD are generic elements & (N) and OSpR|2S)

o X ={urL-2k|k=0,...,[L/2]}is the set of partitions labeling the weightsBf(N). X_(S) c X_
selects those of them which do realize\stt

e Associate weightg, 1* are labels of OSfR|2S) irreps which are nonequivalent(identical) and beconig(sp
into two) isomorphic(nonequivalent) irreps under therieson to the proper subgroup OS{R2S) of su-
permatrices with sdé = +1

e H (S) = {12 € XL(S) | 4+1 < S}is the set of hook shape partitions labeling the weights p{RI2S)
irreps appearing ive- andY(S) = H.(S) U H_(S)*

e A (u) are standard or generically irreducible representatidriz; (N)

e S(1), g(1), G(u), BL(u), DL(j) are irreducible representations@Bym(), ospR12S), OSpR12S), B.(N)
andT_(q) respectively.

e 79(12), IG(u), IB(u) are direct summands ®®- as a osgR2S), OSpRI2S) andB,(N) module
e sg, are the supersymmetric generalization oNpg§ymmetric functions

X,(d), x,(d), schy(D) are characters af, (1), B(x) andG(2).

2 TheOSpR2S) lattice models and their loop reformulations

In this section we discuss standard lattice discretizatiohO(N) field theories in 2 dimensions. We then
propose a straightforward generalization to the case bbeytmplectic supergroups. We also discuss a loop
reformulation whose first advantage is to provide somefiotuiinto the physical properties of the model, as
well as the role of supergroup symmetry.

Lattice discretizations of OY) sigma models have had a long history. The simplest way t@ gbviously
to introduce spins taking values in the target manifold -gpkere O)/ O(N — 1) - on the sites of a discrete



lattice, with an interaction energy of the Heisenberg tifpe —J 3 ;. §i.§j (where. stands for the bilinear
O(N)-invariant quadratic form). This is howeverflitult to study technically, as the number of degrees of
freedom on each site is infinite. A possible way to go is tordiize the target space, leading to various types of
“cubic models” [8]. Another way which has proved especiédlytful in two dimensions has been to reformulate
the problem of calculating the partition or correlationdtions geometrically by using the techniques of high or
low temperature expansions, thus obtaining graphs withptioated interaction rules and weights determined by
properties of the underlying groups. The simplest of thesmtilations appeared in [9] where the authors studied
the ON) model on the honeycomb lattice in two dimensions, and ceglanoreover the terf ;. hIS S by its

considerably simpler high temperature approximafips;. (1 + K§i.§j), K = BJ[10]. Expanding the brackets,
in say the calculation of the partition function, one canwdgaaphs by putting a bond between neighboring sites
i and j whenever the terrﬁi.§j is picked up. The integral over spin variables leaves ordp#) with a fugacity
equal toN as there ar@l colors one can contract. Note that because of the very lowdaweation number of the
honeycomb lattice, only self-avoiding loops are obtain€klis leads to the well known self-avoiding loop gas
partition function:

Zsa= ) KEN: (2.1)

G

where the sum is taken over all configuratigh®f self avoiding, mutually avoiding closed loops in number
L, covering a total o edges. Note that once an expression such as (2.1) is written,dt is possible to
analytically continue the definition of the model fdran arbitrary real number. Barring the use of superalgebras,
only N integer greater or equal to one has a well defined meaningms medel (the cash = 1 coincides with
the Ising mode?). In two dimensions, the Mermin Wagner theorem preventsigpeous symmetry breaking,
so for N integer, critical behavior can only occur fof = 1,2. Analysis of the same beta function suggests
however that lattice models defined by suitable analytidcinaation should have a Goldstone low temperature
phase for alN < 2, though it says nothing about whether this phase might greddecond or first order phase
transition.

Model (2.1) lacks interaction terms which would appear wibs drastic choices of the lattice and the
interactions: these are the terms where the loops intersher by going over the same edge, or over the
same vertex, maybe many times. It has often been arguedubtlatterms are irrelevant for the study of the
critical points of the Ol) models in two dimensions. Most of the interest has focusesuah critical points for
N € [-2, 2], which have geometrical applications - in particular¢bseN = O is related with the physics of self-
avoiding walks. It turns out however that intersection teare crucial for the understanding of low temperature
phases. Indeed, the model (2ddes havea sort of Goldstone phase fbr € [-2, 2] called the dense phase, but
its properties are not generic, and destroyed by the inttimlu of a small amount of intersections. A simple
way to see that the dense phase is not generic is that theexsaaN = 2 are always those of the Kosterlitz
Thouless transition point: model (2.1) does not allow onertter the low temperature phase of the XY model.
Also, model (2.1) has a first order transition fdr< —2, which is not the behavior expected from the sigma
model analysis.

It was suggested in [11] that model (2.1) can be repaired loyvadg for some intersections. The minimal
scenario one can imagine is to define a similar model on tharsdattice, and allow for self intersections at
vertices only, so either none, one or two loops go througlisdéime vertex. The resulting objects are often called
trails. This gives the new partition function

Zr = ) KEN'w
GI

where the sum is taken over all configurati@gfisof closed loops, which visit edges of the lattice at most pnce
in numberL, covering a total o edges, with intersections.

The phase diagram of this model has not been entirely imagstl. It is expected that at least f@ismall
enough, the critical behavior obtained with = K, w = 0 is not changed (thougHK; is), while the low
temperature behavidt > K. will be.

In [11] a yet slightly diferent version was considered corresponding, roughly, édithit of very large
K, where all the edges of the lattice are covered. The partftiaction of this fully packed trails model then

2The group O(2) is dferent from SO(2)x U(1) because of the addition@p freedom in choosing the sign of the determinant.



Figure 1: Dense intersecting loop covering of a lattice vaitimulus boundary conditions. Illustration of bulk
(B), contractible C), even E) and odd Q) loops. Periodic imaginary time runs vertically

depends on only two parameters:
Zepr = Z Niw/ (2.2)
g/l

and an example of allowed configuration is given in figure 2.nerical and analytical arguments suggest
strongly that this model has all the generic properties ef@fN) sigma model in the spontaneously broken
symmetry phase (such that one might derive from analytidicoation in N of the RG equations), for all
N<2.

Note that expression (2.2) can be obtained very naturaihstbad of putting the degrees of freedom on the
vertices, one puts them on the edges of the lattice. In tlig,dhe minimal form of interaction involves two
edges crossing at one vertex. Invariance under tiN Goup allows for three invariant tensors as illustrated on
the figure 8, while isotropy and invariance under an overaleschange of the Boltzmann weights leaves one
with a single free parameter, the crossing weighGraphical representation of the contractions on the iaxar
tensors reproduces eq. (2.2), as will be discussed below.

For N < 2, model (2.2) flows to weak coupling in the IR, and therefbis eéxpected that the critical prop-
erties of the corresponding low temperature (Goldstonagello not depend am a fact checked numerically
in [11]. The caseN = 2 is expected to be flerent: as mentioned already in the introduction, the betation
of the corresponding sigma model is exactly zero so the augglonstant does not renormalize. It is indeed
easy to see that the loop model (2.2) with= 2 is equivalent to the 6 vertex model with=b =1+w, c = 1.
Consider the vertices of the 6 vertex model as representéidune 2. We chose isotropic weighds= b, c. We
can decide to split the vertices of a configuration into pseaforiented loops as represented on figure 3. For
each vertex, there are two possible splittings, and we asshat they are chosen with equal probability. The
loops obtained by connecting all the pieces together peozidense covering of the lattice, and come with two
possible orientations, hence a fugacity of two once thentate®ns are summed over. The loops can intersect,
with a weightw given from the obvious correspondence:

a b 1l+w
c ¢ 2
and thus
N ErP-E 2
T 2ab T (1+w)?

We note that there are inde#areeinvariant tensors for the case of O(2). The correspondingeptors are
E, %(I -P), %(I — E + P). They project respectively on two one dimensional repreg®ns, and on a single
two dimensional one.

The parametek covers the intervaH1, 1] asw € [0, «o]. ChangingA is well known to change the exponents
of 6 vertex model, and therefore eq. (2.2) fdr= 2 exhibits a critical line, which is in fact in the univerggli
class of the continuous XY (O(2)) model in the low temperatiifosterlitz Thouless) phase.
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Figure 2: Vertices of th&, symmetric six vertex model
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Figure 3: The mapping of the six vertex model onto the origfteps

All what was said so far can be easily generalized to the caspins taking values on a supersphere
OSpRI2S)/ OSpR - 1|2S). The fugacity of loops is now equal 8 — 2S: this combination is the number
of bosonic minus the number of fermionic coordinates, afide from the usual fact that when contracting
fermions along a loop, a minus sign is generateske sec. 3.3. The loop model formulation therefore pravide
a convenient graphical representation of the discretersppere sigma models for &R — 2S, in particular
R - 2S < 2 where interesting physics is expected to occur. This pbysas explored in [11], and the expected
results were obtained f& — 2S < 2. The purpose of this paper is to explore the more challgnigin 2S = 2
case.

Of course, at the naive level of partition functions and withworrying about boundary conditions, it looks
as if there is no dierence between the N} spin model and its supersphere cousins provided®S = N. The
point is that theobservablesf the models are ¢lierent or, at the very least, come withtdrent multiplicities.
Indeed, consider for instance correlation functions oh sgiriables. In the O(2) case, the spin has only two
componentsS?, S?, so one cannot build a totally antisymmetric tensor on time&es. This means that the
corresponding operator (which has a nice geometricalpnegation to be given in the next paper) will not be
present in this case, though it will be in the OSp{22|2S) model whers > 0. Note that in general, correlators
involving spins within the firsR bosonic and the first2 fermionic labels will be the same fanychoice of
group OSpR'|2S) with R — 2S’ = R—2S andR’ > R# This is immediately proved by performing a graphical
expansion of the correlator: variables outside of the s#tefirstR bosonic and the first2fermionic labels are
not getting contracted with the spins in the correlatord, gancel against each other in the loop contractions.

A standard trick to extract the full operator content of a elasito study the partition function with filerent
boundary conditions. Consider for instance the spin modeh annulus with some symmetry preserving
boundary conditions in the space direction. With what we eill periodic boundary conditions (corresponding
to taking the supertrace of the evolution operator) in theetdirection, representations of OS(2 2|2S) will
always be counted with their superdimension, and the fartftinction will be identical with the one of the
0O(2) case. But if we take antiperiodic boundary conditiome,will get a modified partition function (in the
sense of [4]) which is drace over the Hilbert space instead of a supertrace, counts a#rghbles with the
multiplicities (not supermultiplicities), and will turnud to be a very complex object.

A good algebraic understanding of the lattice model will bsemtial to make further progress, and, since
the area is largely unexplored, this will occupy us for mdshe rest of this first paper.

3The generalization of results for @ models to the case of orthosymplectic groups dates back wwdHeof Parisi and Sourlas [12].
“Provided, of course, that the boundary conditions imposethe® bosonic and 8’ fermionic degrees of freedom are the same in
both cases.



3 Transfer matrices and algebra

We show in this section how the loop reformulation gives ts& very natural connection with the Brauer
algebra. This allows a clean description of the Hilbert spiacterms of representations of the (super) group
and its commutant, leads to a drastic reduction of the sizeaotfer matrices in numerical studies, and to a
transparent interpretation of the fermion boundary cooalst.

3.1 Transfer matrices

As discussed briefly in the introduction, the OBRS) spin model we consider is most easily defined on a
square lattice with degrees of freedom (states) on the eatgkiteractions taking place at vertices. The set of
states on every edge is a copy of the base sgaifehe fundamental OSR2S) representation. Interactions at a
vertex can be encoded in a local transfer matexting onv®? and commuting with the OSB(2S) supergroup
action. We calt an intertwiner and writé € Enchspgps) V&2,

The Boltzmann weights of the model are components of thesteamatrix along a basis of intertwiners. A
natural choice of basis are the projectors onto ®&%) irreducible representations appearing in the decom-
position of the tensor product of two fundamental G§p%) representations. To find them one can apply the
same (anti)symmetrization and trace substraction tedlesigsed for reducing @ tensor representations. If
el,...,Ersos Is amod 2 graded set of basis vector¥iwith grading g, the decomposition ¥#2 will read

23;

ki
RS 2 Jex® g (3.1)

1 N
€ ® € =3 e®e + (_1)9(I)g(l)ej ®e -

. J
+% (e ®e - (-1)00%0e @ e) + R——”zs %: Meoea.
Here J;; is the OSpRI2S) invariant tensor)i = (371)ij, andg(i) = 1 (resp.g(i) = 0) if i is fermionic (resp.
bosonic). Each of the three terms on the |.h.s. of (3.1) foans according to an irreps of OFYRS), or, in
other words, belongs to a simple O&&S) module.
Introduce the identity, the graded permutation opera®falso known as braid operator), akdhe Tem-
perley Lieb operator (proportional to the projector on il representation),

1< =ofe), Py = (-1)00%sks,, B = 34 (3.2)

In terms of projectors onto irreducible OR#S) modules, eq. (3.1) may be written in a more elegant way as

I=}(I+P—

E.

2 R-2S

1
E)+§(I_P)+R—ZS

Let P denote as usual the inversion of spatéhe inversion of time an@ the charge conjugation with the
matrix J. One can check directly from definition (3.2) tHatis C1,, P and Ty, invariant, whileE is P1, and
C1,T1o invariant. Moreoverk andl transform into each other under th¢g2 rotation of the latticar, while E
andP are related by the crossing symme@yT

. ki 1j" 9K’k ki
R: E — JE, I =1
CqiTy: Eijkl —> Jii,Ek,l}le/k = Pijkl.

Takel, E andP as basis of intertwiners in Eggpros) V&2, The local transfer matrix generally depends on
three independent weightg, wg andwp. However, on a homogeneous and isotropic lattice one canalize
w; = wg = 1 and leave only the weight = wp. Finally, the local transfer matrix takes the form

tw) =1 +wP+E. (3.3)

On a diagonal lattice with open boundaries represented i fidpoose the time in vertical direction. The
notation of sites at a fixed time is such that the left etdgad right edge + 1 meet at vertex. Lettj(w) €



Figure 4: The one layer transfer matricégndY represented on a diagonal lattice of width 6.

Endospras) V- denote a transfer matrix acting nontrivially only at verteaccording to eq. (3.3). From the
figure it is clear that odd and even times are inequivalené tfénsfer matrix, propagating one step forward
at equivalent times, may be written as a prodliet Y X of one layer transfer matrices

[(L-1)/2] [L/2]
X= 1_[ ti, Y= 1_[ toi_1, (3.4)
i=1 i=1

schematically shown in fig. 4.

The simplest way to define a partition function that depermdghe whole spectrum of the transfer matrix
T is by taking thetrace of T at a certain powes. Selecting other boundary conditions with some nontrivial
symmetry generally amounts to restricting the whole spéstates of the model to a subspace compatible with
the symmetry of chosen boundary conditions. What exactly wamby “symmetry of boundary conditions”
will be explained later in sec. 3.3. For the moment let usgastthat it is convenient to consider a more general
class of boundary conditions, called quasiperiodic, inohfii® is “twisted” by the action of an elemefX of the
supergroup. Define the quasiperiodic partition functiobeo

Zp = stryet DOLTE, (3.5)

We must take theupertracein eq. (3.5) if we want the quasiperiodic partition functiornbe well defined. For
instance, whei = J? we get the usual trace partition function and wieaquals to the identity matrix we get
the supertrace partition function.

Note that becausB is a supermatrix, the tensor productd&" has to be graded, that is

D2 pe¢é=D-n®D ¢ = (D®2)”kl = (-1)00E0e b}, Dl

After inserting the local transfer matrix from eq. (3.3) . €3.4) and expanding the transfer maffixthe
guasiperiodic partition function reads as a sum of weigbteducts ofg;’s andP;’s. Such linearly independent
products must be considered as words trasfer matrix algebrawhile intertwinersg; andP; aregenerators
of this algebra. In the next section we identify this algedsa representation of the Brauer algebra.

3.2 The Brauer algebra

For an abstract introduction to the Brauer algebra seeX8f.]4] while in the context of osB[2S) centralizer
algebra see ref. [15]. We collect in this section some wedhvikm facts about the Brauer algebra we shall use in
the next sections.

LetE; andP;,i = 1,..., L act nontrivially asE andP in eq. (3.2) only at the siteg ® Vi, of V&-. One can
check that foP; andE; so defined the following relations hold:

P2=1 E?’=NE, EP =PE =E, (3.6)
Pin = Pjpi, EiEj = EjEi, Ein = EjPi,

PiPi:1P; = Piz1PiPiz1, EiEiubE = E,

PiEi:1Ei = PisaEi,  EiEiuPi = EiPisg.

In the second line of these relationand j are supposed to be nonadjacent sites.
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Figure 5: The graphical representation of the wBg&P3E; P, in Bg(N).
1 L 1 i i+1 L 1 i i+1 L
I E; P;

Figure 6: Graphical representation of generatois andP;.

Relations (3.6) (is one of the many ways to) defineBh€N) Brauer algebra (also denoted sometimes by the
names of braid-monoid algebra or degenerate Birman-Wevinehkami algebra [16, 17, 18]). Note that this
algebra depends on a single, generally complex, paramNetard contains the maybe more familiar Temperley
Lieb algebra, generated Ii('s alone, and the symmetric group algebra, generatdg| ajone.

For N fixed andL big enough, the OSBR(2S) spin models provide highly unfaithful representationghaf
Brauer algebrd, (N). This is because, iW®L, the generatorB; andE; satisfy additional higher order relations
R on top of (3.6)2 For a simple example, consider the O(2) spin model on aéattiavidth 3. The projector
onto the antisymmetric tensor of rank 3 is zero, thRx;ontains the additional relation-4 P,P, + P,P; =
P; + P2 + P1P2P;1. Our spin models in general provide representations of tin¢ient algebra® (N)/R. The
set of relationR can be explicitly described f@ = 0, see [19, 20] and references therein, and we have little to
say about the casg > 0.

The first step in understanding the spectrum of the transérixnT brings up the question d8 (N) ir-
reducible representations, and of their multiplicitiesTifior a particular choice oR andS. This leads us to
discussing some results about the representation theding &rauer algebra.

The most natural representation to begin with isdligoint representationt admits a diagrammatic repre-
sentation in terms of graphs o points in which every vertex has degree 1. Usually one ontier&. points
on two horizontal parallel lines as shown in fig. 5. Betdenote the vector space spanned on the{(2)!! such
diagrams.

The product; = d; of two diagramdd; andd, is performed by puttingl; on top ofd, and replacing each
of the loops in the resulting diagram witth. Define diagrammatically the identityand the generatois;, P;
as represented in fig. 6. One can check that the graphicasemtation of generators with the multiplication
of diagrams satisfy all of the eqgs. (3.6). The left action efigrators o3, via the multiplication« of diagrams
provide the adjoint representation Bf(N).

From the graphical representation we see Bjahas a series of invariant subspa@s= B > B2 >

- D B[, whereB[" is spanned on diagrams with fewer tharvertical lines andr = L mod 2. The vector
space spanned on diagrams with exantlyertical lines may be defined asBa(N) module by the coseB™ =
B"/ BFLH. The left action ofB_(N) on this modules may be seen as a modified multiplicatjpof diagrams

d; = dyp, if it hasmyvertical lines

O *m 0z = {0, otherwise

Under the left action of the algebra the position of horiabtines in the bottom of a diagram does not
change. For a given configuration of the horizontal linesantbp of a diagram and a given pattern of intersec-
tions of vertical lines there aré. - m— 1)!!C[" possibilities of choosing the configuration of horizontaék in
the bottom of the diagram. This simply means Bt decomposes into a direct sum af{ m— 1)!!C" equiv-
alent modules. The coset representaBy/€' of these equivalent left modules is spanned(l. — m— 1)!!CP"
graphs orl points with every vertex having degree 0 or 1 and a labelintg mimbers 1 .., mof free vertices.

5This situation is similar to what happens for models with 18] ymmetry in the fundamental representation, and correspgndi
guotients of the Hecke algebra.
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Figure 7: The top of the diagram represented in fig. 5. Thdiladpeermutation is (21, 4, 3).

An example of such a labeled graph is shown in fig. 7. If thelledgs are omitted the resulting graph is called
a partial diagram.

The labeling of then free points of a labeled graph is a permutatidn the symmetric group Symq). The
labeled graphs will provide a representation of the Braigegtaa, which is irreducible for generic valueshbf
if we take the labellingg in an irreducible representation of Sym)( We call such representations generically
irreducible. Letu be a partition oim, which we write ag: + m. In a more algebraic language the definition of
generically irreducible left modules translates to

AL(u) = le_/m ®sym(m) S(), urm, (3.7)

whereS(u) is an irreducible Symmg) module. In view of later numerical analysis we give belowaaib inA| ()
and describe the action & (N) on this basis.

Let p® 7 denote the labeling of a partial diagraonwith the permutatiorr, v,...,vs, be a set of basis
vectors inS(u) andp, (o) be the matrix of the permutatianin the representatiop,. A natural basis im\_ ()
is given by all pairg ® vi. The action of a diagram € B (N) on a basis vector is

d#m p®pu(c v, if d* phasmfree points

. (3.8)
0, otherwise

d‘p®vi={

whereo is the labeling ofd = g andg is the partial diagranp labeled with the identity permutation. The
dimensionsd, of A (i) is f,(L — m-21)!IC".

In simple words, a generically irreducible module is a spamg@phs orl. points, obtained by choosing
points amond., pairing all the others (this gives the multiplicity ¢ m— 1)!! since intersections are allowed),
choosing for then unpaired ones a representation of the permutation groupettidg to zero the action of any
Brauer diagram that reduces the numivesf unpaired points.

The generically irreducible representations labeled byl — 2k, k = 0, ...,[L/2] appear in the decompo-
sition of the adjoint representation with multiplicity giw by their dimensiod, whenB (N) is semisimple.

Let us conclude with a few words about the reducibility of gigcelly irreducible modules, (u). For integer
N and a number of strings > N the Brauer algebra is not semisimple and, as a consequesrtainoof the
modulesA, (1) become reducible, though they remaidecomposablé The irreducible components appearing
in such reducible modules, (u) are far from being understood (the situation is much wdnaa in the case of
the nonsemisimple Temperley Lieb algebra [21, 22]). Nuoadicomputations based on the diagonalization of
the transfer matrix in the diagrammatic representatioB ¢N) restricted toA| (1) decreases infciency very
fast with increasind., compared to the ideal case where the transfer matrix idatest to an irreps 0B (N).
This is because for bigg andu fixed the number of irreducible componentsAin(u) “goes wild” and there are
a lot of “accidental degeneracies” in the spectrum of thedfier matrix restricted to, (u).

However, a significant progress in this direction has beeemrity made in [23, 24]. Let us note that, as
described in [23], the content of (at least somegju)’s can be computed by repeated applications of Frobe-
nius reciprocity applied to the short exact sequence of fle$cribing the structure of the induced modules
BL+1(N) ®B,(N) AL(N)

In the end we recall the basic results for the Temperley Ligelaa, to allow a quick comparison with
Brauer. Temperley Lieb algebra diagrams are a subset oeBedgebra diagrams subject to the constraint that
no intersections between edges are allowed. The dimensithe algebra is given by the Catalan numbers
(2L)!/LY(L + 1)!. The main line of reasoning for finding generically iraeible modules follows the same way,
except there is no available action of the symmetric grouwentical lines. Therefore, the analogue of the
labeled graphs will be the partial diagrams, in which no fremts may be trapped inside an edge. The number

6We adopt here the physicist's habit of calling indecompasahiodule which is reducible though not fully reducible. Efere the
set of indecomposables does not contain the irreducibléikeun most of the math literature.
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Figure 8: Possible vertex of interactions in the loop model.

of such graphs i€}, —ij, wheren = (L—m)/2 is the number of edges. The generically irreducible madule
D (m) are parametrized by the numbrar= L, L — 2,... of free points in the graphs.
The presented facts about the Brauer algebra should be emougderstand the loop gas reformulation of

OSpR12S) spin model, which we give in the next section.

3.3 Loop reformulation of OSpRI2S) spin models: the algebraic point of view

The emergence of dense intersecting loops becomes transpfiwe take the local transfer matrices in the
adjoint representation of the Brauer algebra. This simpigants to replacing in eq. (3.3) the generatqrg;
andP; defined by eq. (3.2) with the diagrams in fig. 6. The adjoinéldansfer matrix is represented in fig. 8.

We now define a loop model on a diagonal lattice representéid.id, with reflecting boundaries on the
left and right (ie, free boundary conditions in the spacedtion) and identified boundaries on the top and
bottom (quasiperiodic boundary conditions in the time climm.) The states of this model are coverings of the
lattice with denséntersectingloops. Dense means that every edge on the lattice necgdsgiohgs to a loop.
Avoiding loop vertices have weight 1 and intersections cavite weightw. There are two possible ways for
a line to close in a loop. The first one comes from the graphigalesentation of the relatid®® = NE in
fig. 9. We call such loopbulkloops. Clearly the fugacity of bulk loops is fixed kbby the Brauer algebra. The
second possibility is that the ends of the line close in tleatified points of the top and bottom boundaries of
the lattice. We call such loopg/cles The boundary condition we consider have an annulus gegrmaett, thus,

a cycle can be eitherontractibleor uncontractible The fugacity of cycles is not fixed by the algebra. In fact,
as we explain below, this is exactly the degree of freedoowdtig for multiple mappings from the OSR|@S)
spin models witiR — 2S = N fixed and the dense intersecting loop model with fugaitipr loops.

We start by evaluating the tracedrd of a diagramd in the spin representation and then we generalize the
result for quasiperiodic boundary conditions given by.stb®-d. We follow the same line of reasoning as in
[13].

A cycle in a diagrand is the subgraph on the set of points belonging to a loop if veatily its top and
bottom vertices. By an abuse of language we call the correlipg loop also cycle. If we put a diagradh to
the left of a diagrandl, we get a new diagram which we denatie® d,. Letc,.. ., ¢ be the cycles im. We can
separate them by permuting the top and bottom verticelsnth the same permutation

padsgt =C®---®C.
Thus the trace of a diagram depends only on the weights oésycl
tryeed =trcy...trg.

More than that, the weight of a cycle depends only on how mamg< it winds the annulus.

Indeed, if a cycle on @ points has no horizontal lines, then, by applying the sammmpetion to the top
and bottom vertices we can bring it to the cy#le... Py 1. This is because permutations with one cycle are
conjugate in Synrf).

If a cycle c has a horizontal edge between the first and the second vertée itop then it has the same
weight as a certain cycle on four points less then

1 1 1 , ,
trc:NtrEl*c:NtrC*ElzﬁtrElcpc:trc. (3.9

If we compare thec on the left withc’ on the right it is clear that, in the end of the iterative apgtion of
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Figure 10: Contraction of a cycle on an annulus. The broketicatlines connect the dots “behind” the annulus.

eg. (3.9), the final cycle can be interpreted as being thalmycle c maximally contracted on the annulus as
represented in fig. 3.3
In the end, the only weights we need to compute explicitlythag of the cycle€ andP; ... Py
tryes E = Jj,, 0" = N
tryem Py ... Pyq = (-1)000@@++alm)s, = R4 (~1)™12S,
For boundary conditions twisted by the matiixe OSpR2S) the generalized weights are computed to be

Strye2 D®2E = N
Stiyem D®MP; ... Pp1 = strD™. (3.10)

In the fundamental representation, every supermdiriis diagonalizable. The diagonal form &f €
OSp'(R2S) in the fundamental representation is determined by expiéateng elementary weights andg;
introduced in sec. A.1. Thuf) restricted tovy has eigenvalues;, xil, oo % XL (X1 = 1) and restricted to
Vi has eigenvalueg,, y;*, ..., ys,yg'. The braces inx.1) mean thatx.; appears for oddR only. Eg. (3.10)
can now be rewritten

r S
strD™ = Z (XM ™) + (1) - Z V" +y;™). (3.11)
i=1 j=1

For D € OSp (R12S) only the eigenvalues ¥, change with respect to the previous case. There are of the for
X1, X7 X2, G0, L %, Xt X1 = —1 for Rodd, while forR evenxq, ;2 X2, %51, . .., %—1, X4 andx = 1, X =
—1. Instead of eq. (3.11) one has now

r S
StrD™ = > (47 + 5™ + (<17 = Y O + ;™. Rodd
i=1 j=1
r-1 S
StrD™ = 3 (4" + ™M) + 1+ (1" = 3 0+ ™). Reven
i=1 =1

To summarize the basic results in this sectionGldte a dense loop covering of the lattitdge the number
of intersectionsB be the number of bulk loop§ be the number of contractible loops (cycles) &{@®) be the
number of loops winding the annulus an even(odd) numbenagi

On the annulus the trace partition function (which wouldrespond to antiperiodic boundary conditions in
the (imaginary) time direction) of the OSgRS) spin model may be reformulated as a dense intersecting loop
model in the following way

Z= Z w NB*CE(R + 25)°. (3.12)
G

We see that it does depend BrS separately and not only dx.
Meanwhile the supertrace partition function (which woutdrespond to periodic couplings) reads

Z:ZW‘N'—,
G
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whereL = B+ C + E + O is the total number of “loops” and, since it dependshwonly, is the same as for
the O(N) model. One can say that taking the supertrace in the perfitinction is equivalent to restricting the
OSpR2S) supersymmetry of the spin model to a, smalleiNpPgymmetry.
Denote the spectrum of the transfer matrix of the GRK) spin model byzs(N). We have the following
important inclusion property
So(N) c Z3(N) c Zo(N) ... (3.13)

The only diterence between the OFiZS) and OSpR-2|2S —2) quasiperiodic partition functions is the weight
of uncontractible cycles. Fd € OSpRI2S) a matrix with eigenvalues; = 1 andy; = -1, exceply; = 1, the
weight of uncontractible cycles is, according to eq. (3difherN or R+ 2S — 4. Notice that these are exactly
the weights of uncontractible cycles in the trace partifionction for the OSER — 2|2S - 2) spin model, which
proves eq. (3.13).

We will use the inclusion property (3.13) in the next sectioerive some information about the indecom-
posable representations of OB2S) appearing in the decomposition \¢f-.

4 Decomposition ofve-

The general idea advocated in [7] is that there is a deepoe#htip between the decomposition of the lattice
Hilbert space in terms of representations of the symmege(lan orthosymplectic Lie algebra) and its commu-
tant (here the Brauer algebra), and the corresponding dsasition in the continuum limit. In this limit, the
commutant algebra is expected to become the chiral algélina oonformal field theory. A detailed analysis of
how the representations of this commutant algebra in thiedanodel mix due to indecomposability gives pre-
cious indications of the way representations of the chigglara mix in the logarithmic conformal field theory.
The discussion belowfters such an analysis, which is used extensively in the ngdrpa@he reader interested
only in the result can go directly to the summary at the endheflast subsection.

Another interesting question in dealing with supergrogdsow the diferent possibilitiesféiorded by super-
symmetry (that is, with the samefiirence between the number of bosons and fermions) giveordiérent
theories when the number of bosons increases. While thisaserobviously adds observables, there seems to
be a clear pattern to the kind of representations theseaises live in - roughly, into projectives. This more
technical aspect is also discussed below and in the conalsut can be skipped at first reading).

4.1 General results

Assume the transfer matrix be a generic elemerB@N). The action ofB (N) on the tensor spacé®- was
defined in the beginning of sec. 3.2. The complete picturéhefreducibility of the transfer matrix can be
conveniently encoded in the decompositionV8t into a direct sum oB,(N) indecomposable modules

veb = (B miIBL(), (4.1)
AeYL(S)

wherem, denotes the multiplicity of isomorphic indecomposaBl€N) modules? B, (1) (it does not depend on
L), and the seY|(S) is defined implicitly by the formula, and will be defined eixjtly below. We remind the
reader thaw/®" is not necessarily a semisimpBz (N) module ifL > N, so the moduleg B (1) appearing on
the rhs of eq. (4.1) can be reducible.

The question of computing degeneracies of eigenvaluegaifim transfer matrix is easier to treat by looking
at the centralizeZ := Endg, (v) V&, which acts on/®! from the left if one consideB (N) acting from the right.
The dimension of indecomposable modul@(y) in the decomposition 0¥~ as aZz-module

veb ~ @ N IG(u) (4.2)

HEXL(S)

will give the desired degeneracies. This is due to the fattthare dimensions of simplB_(N) modulesBy («)
appearing as constituents 6B, (1) in eq. (4.1), whilem, are dimensions of simpl& modulesG(1) appearing
as constituents of G(u) in eq. (4.2). Taking the character of both egs. (4.1,4.2 cen see that the number
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b(4, 1) of irreducible component8,_ (u) in 7B (1) is equal to the numbey(u, 1) of irreducible components(1)
in 7G(w).

Because the action of o2S) commutes withB,_(N) we have that osjy2S) c Z. However, wheV/e" is
semisimple it follows from the Wedderburn decompositioeaitem thaZ ~ Z, x ospR|2S). In the following
we suppose that there is still a Schur duality betweenRi2g} and the quotient 0B, (N) faithfully represented
onV&-. This allows us to give an algorithm to compute the |hs of é44.,4.2) for small tensor powetsand
get some intuition about the general structurd Bf (1) and 7 G(u).

The set of partitions(, = {u+ L—-2k |k =0,...,[L/2]} labelsB_(N) irreps, whileX, (S) c X_ selects
those of them which do realize on the tensor spatie Denote byJ(S) c B, (N) the double sided ideal defined
by V&- . J(S) = 0. The annihilatorJ(0) is diagrammatically described in [20]. Under the homophismp :
BL(N) — BL(N) /J(S), the indecomposable modulas(u) give rise to induced modules (1) = AL (u) /I(S) -

A (u). Clearly,s, (1) is a tensor representation and can be generated by trasgastiton and symmetrization
as
VT ke El ... EL1, (4.3)

whereu + L — 2k, TL_o € BL(N) extracts all the traces from the tensor sps&&=< and €, acts nontrivially
only onVe--% as a Young symmetrizer. The double sided id&) is completely characterized by the set of
weightsX, (S) = {u € X | I(S)-BL(u) = 0}. Note thatX, (S) c X_,2(S),k = 1. The surviving indecomposable
tensor modules (u) are given byA (u) with irreducible componentB, (v), v ¢ X.(S) removed. The quotient
BL(N)/J(S) can be carried out by imposing the vanishing of all woWtls := 7 _xe, € BL(N) with u €
XL/XL(S). Itis useful to notice that not all of these conditions ar@gpendent and as one can see from eq. (4.3)
W,=0=W,=0ifuca

As discussed in sec. A.1 and A.2, the d3@E) irreducible components afG(u) are indexed (up to an
equivalence under the action of the outer automorphisnduced by the symmetry of the Dynkin diagram of
ospR12S) whenR even) by the sel (S) = {1 € X (S) | 411 < S} of hook shape partitions. Representing
the supergroup as a semidirect product &) = Z, x OSp"(R2S), the elements of| (S) naturally acquire
the structure of a couple of the formxii ore x A if As < r andr x A1 if As > r, where 1g, 7t are the trivial,
alternating (superdeterminant) and two dimensional ssprations ofZ, = OSpR|2S)/ OSp' (R12S). Thus,
everyd € H(S) gives rise to two OSIR|2S) inequivalent irreps with highest weightis:= 1 x 4 and the
associatel* := ¢ x 1 if As < r and a single self-associate irreps of highest weight 1* := 7 x 2 if Ag > r.
For typicald € H_(S), one can realize the OSRRS) irreps 4, A* on tensorsT (1), T (1*) and describe their
symmetry by some Young tableaux. As discussed in detailsdng, the Young tableau correspondingtgi*)
can be constructed by adding a border strip to the Youngdatiéshapel corresponding t@ (2). Ultimately,
this is justified by the fact that eq. (4.5,4.6) gives the tigharacters foil (1), T, (1*) and that they coincide
up to sdeD. Although atypical representations cannot be realizecasor representations we represent the
associate weight* of an atypical weightl by a Young tableau such that/A is a skew partition described in
sec. B and sec. C.

The idea is to exploit the fact that the characters of indgamsable modulea, (u), given in [13], do not
depend on the semisimplicity @&_(N). This and some properties of generalized Schur functishg;h are
summarized in [15], can be used to prove that

strye. D®Hd = Z sG.(D)x,(d), (4.4)

[JEXL

is true even for alL. Herey,(d) is the character ofl € B_(N) in the representation provided iy (u). The
functionssg,(D) are polynomials in the eigenvalues Bfe OSpR2S), which where introduced for the first
time by Bars in [25] in an early attempt to describe the supemacters of OS|R2S). They can be defined
recursively as

dz{ 1 1 1
6(0) = h 50 (z”_ - z“_) sdet(izD) (4.5)
and 1
sG(D) = 5 det(sG,-i-j+2(D) + SG,+i-j(D)). (4.6)

For L < N the Brauer algebr®_ (N) is semisimple and = 0. ConsequentlyA, (u) are irreducible and
X = X (S). Because of the commuting actions of ORRS) andB_(N) one can naturally consid&®" as a
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OSpRI2S)-B. (N)-bimodule, with OSER2S) acting from the left andB_ (N) from the right. Then, eq. (4.4) can
be understood as a consequence of the decomposition

Vel ~ @G(,u) ®AL(w), L<N (4.7)

HEXL

with sg, being actual characters of tensor irreducible modGigg as shown in [15].

For R, S such thatL > N, the polynomialssg, cannot generally be interpreted as the character of some
OSpRI2S) representation. As we have seen in sec. 3.3;.9D®-d can be brought to the form" [, str, D™
and eg. (4.4) is not more then a simple equality between tviynpmials in eigenvalues dd. Moreover, the
two egs. (4.2,4.4) are still compatible, even if there arelmmuore elements K, then inX_(S). This is possible
becausesg, are not functionally independent whén> N. Then, foru ¢ Y_(S) the polynomialssg, can be
written in terms of functionally independest,; with A € Y, (S) by means of modification rules for characters

sG= Y. a( )se (4.8)
A€YL(S)

given in [26] and discussed in details in sec. C.

The fundamental eq. (4.4) is useful for small widthswhen it is possible to compute the numls&fu, v)
of irreducible componentB, (v) in A_(u) either by repeated applications Frobenius reciprocgtyexplained in
[23], or by numerically diagonalizing the transfer matrisec. (3.1) in the adjoint representationBfN) and
detecting the “accidental degeneracies” in its spectrumedd, from the explicit definition (3.7) it is clear how
to restrict the adjoint transfer matrix to indecomposabtelmesA (). After we described in details the action
of generators on the basis &f (1) in sec. 3.2, the algorithm of a numerical diagonalizat®straightforward.

The information about the structure f (1) and the modification rules in eq. (4.8) can now be used tapbrin
eq. (4.4) to the form

Strye. D®Hd = Z a(v, )b’ (v, ) sc(D)y,.(d). (4.9)

HvEXL
A€YL(S)

We see that: € X (S) iff 7 there is at least oné € Y_(S) such thaty, a(v, )b(v, u) # 0. To determiney(u, 1)

one has to decompose the factorygfin eq. (4.9) as a sum of OSRRS) irreducible characters, which are
explicitly known, as far as we know, only for OSg#ZBand OSp(iR). Given the huge order of the set of weights
X, it may seem that calculations according to eq. (4.9) aremdly cumbersome already for smhll The
simplifying point is thata(v, 1) (or b’(v, 1)) is non zero only if both weights are in the same equivalatass

of YL(S) (or X,(S)). The splitting ofY, (S) (or X, (S)) into equivalence classes, callbbcksand described in
details in sec. B, is with respect to an equivalence reldietmveen irreducible components of indecomposable
OSpR2S) (or BL(N)) modules.

An important consequence of the fact that O$p%) supertrace partition functions depends only on the
O(N) part of the spectrum is the vanishing of the superdimensaim7G(u) = O for all indecomposable
modules withu ¢ X (0). A more restrictive criterion fof G(u) supercharacters deriving from the full inclusion
sequence in eq. (3.13) can be derived by taking a mBtmvth eigenvalues; = y; andx; #yjfori=1...,r,
j=1,...,S. Then, it can be seen from egs. (3.11,3.12) or egs. (4.8,4)&hat any OS[{|2S) quasiperiodic
partition function will also be an OSB(- 2|2S - 2) quasiperiodic partition function. As a consequeKcf) c
XL(1) c --- ¢ X (S) and the supercharactersf®(u) vanish when € X (S)/ X (S—1) andD can be embedded
in OSpR - 2/2S - 2).

ForS = 0 the module¥/®" is semisimple. Therefore rd&i (L) c J(0). On the other hand, 8 is big enough
J(S) = 0. It could be interesting to understand the relation betvibe sequencé&0) > J(1)>--- 2> J(S) =0
and the filtration oB_(N) by its radical rad_(N) > raf B, (N) > --- > 0.

Observe that a filtration similar to that & (S) is available onY (S) by the degree of atypicality of its
elements. In fact, we explain in sec. B of the appendix howwhights in a block ofX, (S) or Y (S) can be
organized by the number eémovable balanced continuous border stripshe corresponding Young tableau.
This number can be interpreted as the degree of atypicalitgnwthe corresponding partition represents an
OSpRI2S) weight.

7Althoughsc;, A € HL(S) are not irreducible osf2S) characters, one can still use them as a basis for repragehé character of any
representation.
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4.2 O(2)spin model

LetV be a two dimensional vector space endowed with an action Bff)( The action of O(2) on the tensor
spaceve is
D-V®-=DV®---@DV, DeO()
N—— —
L
B (2) acts according to the following definition of generatirsP;

E=L  9LIE®L® ---®1,
— ——
i-1
P=1L® - 9LePRL® -1,
— ———
i-1

whereP, E have the following representation &2

100 0 00
0010 0110
P=lo 1 0 o E=lo 1 1 o (4.10)
000 0 00O

(note thatE differs in some essential way from the projection operator dmosinglet representation in the
usualS U(2) basis). The decomposition UP- as a O(2)B. (2)-bimodule is simply

Vet = (B G(u) @ BL(y). (4.11)

ueX (0)

Here
X (0) is composed of partitiong = 0, uo- = 12, andu = k, k > 1.

The tensor representatio@uy) are irreducible with dimensions di®(u) = 1,k = 0,0 and dimG(ux) =
2,k > 2. The representatioB(up) is the trivial one ands(uo-) is the associate one dimensional Detepre-
sentation. At the restriction to SO(2) U(1) the representations(up) and G(ug-) become equivalent, while
G(ux), k > 1 splits into two nonequivalent one dimensional represemse**? where¢ is the U(1) angle.
The B_(2) representationB,_(u) are irreducible as well and are constructed by acting Bjt{2) on the tensor
module in eq. (4.3). The dimensions of simple modBe§.) are easily computed by looking at the first row
of Ct, whereC is the fusion matrix

G(u) ® V = () CuiG(u) (4.12)

described by @&, type Dynkin diagram with labeling of the nodes shown in fig. Itlis not hard to solve the
recurrence relations satisfied 0L, k) := dim By (1)

d(L+1,0) = d(L + 1,0%) = d(L, 1),
d(L +1,1) = 2d(L, 0) + d(L, 2),
dL+ 1k =d(Lk+1)+dLk-1), k>2

and get thatl(L, k) = C[/2** except the case whenis even and = 0 for whichd(L,0) = d(L,0") = C-/?/2.
These are, as expected, the number of eigenvalues of trefdaramatrix for the 6 vertex model in the sector of
spins, = k/2.

We are interested in giving an algebraic description of tiverex model transfer matrix algebra. In other
words we want to identify the Brauer algebra annihilato J(0) of V&- and carry out the quotierB, (2)/J.

All the B, (2) weightsi € X, such thajuy c A satisfy eitheny = 13 C 1 0orvy = 21 C A. Thus, it is enough
to consider. = 3 and impose the vanishing of the double sided ideal of thelWdgy;, W, € B, (2) projecting
ontoAsz(vi),i = 0, 1. As explained in the beginning of the previous secWér= 73e,,, whereT3 extracts all the
traces fronv® ande,, are the Young symmetrizers corresponding;to
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Lo : M1 M2 M3

Ho

Figure 11: Edges in the graph represents nonzero elemettits fifsion matrixC.

The projector7; can be found by looking at the form of an arbitrary tenSqg after extracting all of its
traces
Oik

Gij —@(BG Gy -G )——(30 ~G —G<)—%(3G» ~G; —G-)
ik 2 K K- k- 2 g i - 2 e i il

which gives

1 1 1
Ta=1- Z(3E1 ~EE; - PzEl) - 21(3P1E2Pl —EP; - EzPl) - 21(3E2 CEiE; - PlEz)

and clearly73E; = 73E, = 73P1E,P; = 0.
The Young symmetrizes,, is

1
e, = é(1 + PPy + PoPy— Py — Py — PlePl)

ande,, = er, + er,, where

er, = %(1 - PlePl)(1+ Pl)

er, = %(1 - Pl)(1+ P1P2P1)

are the projectors onto tretandardYoung tableadr; = [12, 3] andT, = [13, 2]. The two orthogonal projectors
er, ander, are independent only if we restrict to the right(2) action. In fact, the left ideal of the wokt}; = 0
is the same as the double sided ideal of the vityet, = 0.

The conditionW, = 0 gives the following restriction

1+ P1P2 + P2P1 = P]_ + P2 + P1P2P1 (413)

on generator®;, P,. PuttingP; = 1 - Q;,i = 1,2 one can see that eq. (4.13) implies t@atare Temperley Lieb
operators WitlQi2 = 2Q;. There are no more restrictions that can be drawn from thditonsW, = 0, because
Wp is a one dimensional projector.

Before exploring the next vanishing condition let us revise the defining relations dB (2) given in
eg. (3.6)

Ei Pi = Pi Ei = Ei = Qi Ei = EiQi =0 (4.14)
PiPi1iE = EuE = QQuE =EE+QuE -E (4.15)
Ei.1PiPii1=EnE = Ei1QQi =EuE +E.uQ - Ej, (4.16)
which imply
EiQ.iE =FE (4.17)
QiQi+1Ei = QEis1E (4.18)

Observe that although the algebra has now two Temperleydpebators their role is not symmetric yet at this
stage.
Next, the conditiorvzer, = 0 implies

1+ P]_ - P1P2P1 - P1P2 = 2E1 + E2 - E1E2 - 2E2E1 - E]_Pz + Ezpl
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which after insertind® = 1 — Q; with the help of egs. (4.15,4.18) becomes

Q1 +2Q2 — Q2Q1 — 2Q1Q2 = By + 2B, — 2B2E; — B1Bo + E1Qz — BE2Q1. (4.19)
Multiplying eq. (4.19) byQ, on the right we get:
E2Q1Qz = E2E1 + E2Q1 — B2 = B3 Q2 + Q1Q2 — Q2 = BE2E1 Qs (4.20)
which can be used to rewrite eq. (4.19) as
Q2+ QQ1 - Q1 — Q2= E1E + B2BEy — B2 - By (4.21)

Multiplying by E;, Q; on the left and on the right of eq. (4.21) and using only thati@hs betweer®;, the
relations betweek; and eq. (4.14) one can get all the egs. (4.15-4.20) and also

Q1ExE; = Q1Q2 + Q1Er — Q1 = ExEy + QoE; — E; = Q1Q0E;
Q1E2Q1 = Q

which establish a complete symmetry betwé&gandQ;.

The double sided ideal 6fzer, = 0 is composed of four linearly independent words — two geeerhy the
left action and other two generated by the right actioBg®). It is useful to note that after taking the quotient
of Bz(2) we are left with 10 independent words instead of 15, whgckxactly what we need for the 6 vertex
local transfer matrix.

We give the following abstract definition to the 6 vertex middensfer matrix algebré’, := Endpz) Ve in
term of generatorg;, Q;

Ef =2E, EEuE=E, Q'=2Q, QQuQ=Q (4.22)
EQ =QE =0 (4.23)
QQin1+Q1Q - Q - Qi1 =EEu+EnE -E-Eu (4.24)
EE; =EjE, QQ;=Q;Q. EQj=QE
i—-j>1 i,j=1,...,.L-1

The defining relations are symmetric under the transpasifipwhich changes the multiplication order,
under the reflectioR : E; — E__; and under the involutio&* = Q. Thus, ifW = 0 thenW™ = 0, WR = 0 and
W* = 0 is also true for any wortlV € V.

Introducing the operatolS; = 1 - E; — Q;, with the propertysi2 =1, one can rewrite eq. (4.20) as

Qi+1 = SiEi+1Si.
Thus, one can eliminate all of the generat®ysi > 2 and leave onlyQ; subject to satisfy

QE1 =EiQ; =0, Qf=2Q;
QiE2Q1 = Q1, ExQiE =E» (4.25)
QlEj = Ele, j > 3.

Denote byd, the extension of the ordinary Temperley Lieb algebra, geedrbyE;, with the additional
generatoR; satisfying egs. (4.25). We see tltatandV_ are isomorphic algebras. The graphical interpretation
for the reduced words (products of generators of minimurgtl®nofd_ and its relation to the blob algebra and
the Temperley Lieb algebra of tydge is discussed [27]. The generatdEsare diagrammatically represented
as usual, wherea®; is represented a§; with each of its horizontal edges marked byiavolutive blob as
shown in fig. 12. An unblobbed loop is identified with 2, whilblabbed loop with 0. Thus, we see ththtis a
subalgebra of the blob algebra composed of all planar diag@ 2. points with anevennumber of blobbed
edges. The dimension df is, as explained in [27], half the dimension of the blob algethat isCzLL/Z.

There are several important consequences arising fronssinearphism betweef, andd,_ from the point
of view of integrability. First of all, we check that indeduktsolution to the Yang-Baxter equation

Ri(URx(U + V)Ry(V) = Re(V)Ry (U + V)Ro(u) (4.26)
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Figure 12: The generat®; is represented ds; with its horizontal edges marked by a blobbed. The condition
satisfied by the blob are represented on the right.

provided by the algebrd’; coincides with the well knowiXXZ spin chainR-matrix.
For that, consider the ansa®éu) = | + f(u)Q + g(u)E and plug it in eq. (4.26). Choosing as basis seVin
the 10 words 1E3, E, E1E», EoE;, Q1E2, E2Q1, Q1E2E;, E1E2Q; we get two independent functional equations

Ei: F(f,g)-F(g,f) =g f-gf' +fg’ - f"g (4.27)
Ex: F(f,9)+F(a. f) = (f"g + f'g")(f +9), (4.28)

whereF(f,g) = f” + f" — f + f/f”(2+ f + g). The primed functions are evaluatediunthe unprimed in
u + v and the double primed im All other words provide the same third equation, which iasequence of
egs. (4.27,4.28). The solution to the system of egs. (4.28)4s

sini-sinu 1
sini+sinu 1
9= Zsna-w 2 (4.30)

with an arbitrary constant. TakingQ andE in the representation provided by the eq. (4.10) we find thefss
XXZ spin chainR-matrix

sink-u) O 0 0
0 sind  sinu 0
Rxxz(U) = 0 sinu sinA 0 , A=-cosi (4.31)
0 0 0 sin@-u)

as expected.

Clearly, an integrable system il has to be related to an integrable systend,irbecause of the isomor-
phism of these two algebras. However, the an&fty = 1 + g(u)E plugged into the eq. (4.26) gives only
the isotropic point4 = +1) solutiong(u) = u/(1 — u). The only possibility to give a richer content to the
integrability indy is by introducing nontrivial boundary conditions. This medhat the anisotropy of theXZ
spin chain can be generated by introducing nontrivial bamndonditions at the isotropic points, an observation
made earlier from a slightly ffierent perspective in [28].

4.3 0Sp(42) spin model

The representation theory of the superalgebra ¢@pi@summarized in [29]. As we have already mentioned, all
of osp(42) irreducible characters have been computed and indecsabfmrepresentations classified. We give
a brief reminder of these results in sec.A.3 and make somarksybased on the general discussion in sec. A.2,
on the diterence between the representation theory of the super@8p42) and its Lie superalgebra.

The tensor spacé®, seen as a OSp@) module, can be represented as a direct ¥im= V© ¢ VO of a
part “lifted” from O(2)

VO = (B nic() (4.32)
/IEYL(O)
and a projective part
v = @ N PG(1), (4.33)

A€YL(1)/YL(0)

wherePG(J) is the projective cover oB(1). This decomposition can be proved by inductionloasing two
facts:
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e The tensor product between atypical irreducible represgiems with highest weights labeled by one row
partitions (see bellow) and decomposes td

G ®V = Gk + 1)@ G(k1) ® G(k - 1).

This is proved by counting the dimensions on the rigfithand sides and, then, observing tGgk1) is
typical andG(k + 1), being in diferent blocks, cannot give rise to indecomposables.

e The tensor product of a projective module with any other niedkiprojective, thus, decomposing to a
direct sum of projectives.

In the following we use the fundamental egs. (4.4,4.9) todgmwsev®: as aZ = Ends, 2 V- module and
verify the assumption that = Z, x osp(42) by comparing the result to eqgs. (4.32,4.33).
The conditions of atypicality for a osg@ weighta are given in sec. A.3. In the partition notation we adopt,
these are equivalent to
Aj=1lorls+1=2]0rd = 1.

Typical weights satisfy none of atypicality conditionstdéid above. Note that typical representations are ir-
reducible, have vanishing superdimension, and are sinedisly projective and injective. This means they
cannot be a constituents of any other ogp)4epresentations without being a direct summand. One @an s
they are “their own blocks”.

The supercharacters of associate OR)(drepsa, 1* satisfy sch- (D) = sdetD schy(D). For typical weights,
the polynomialssc, give the right OSp(R) irreducible character. Because of the modification rides sec. C,
it is possible to define a partitioty,oqg Such thasc, (D) = sdetD)sc,(D). Therefore, it is convenient to identify
the associate weight = £ x A with the partitioninog. The Young tableau of* can be constructed by replacing
the orthogonal part of the Young tableau.bby its associate, that is by puttifg*), = 4 — A, and leaving all
other columns unchanged. For instanc8 %k 2*. Exceptions are the typical weightssuch thatt; < 4 — 5.
The only such weights are= 13,21 orl1,| > 3 and we put (3)* = 328, (21) = 3221 and (1)* = 1321 > 3.

The atypical OSp(2) weights can be labeled by two integérand|, wherek denotes the isomorphism
class, also called block.

In the partition notation, the block = 0 is composed of weightgoo = 0,101 = (1%)* := 3222 and
Aoy = (11 := 122111 > 2. The associate blodk= 0* is composed of weightgy- o = 1° and g1 = (0)* :=
3oy =25 =11122.

The self associate blocks> 1 are composed of weightig = k, A1 = k* := k32 (332 fork = 1 and 31 for
k=2), 4y = A5, = kI1-2for2 < | < kandy = Ay =1k + 1)1 forl > k+ 1.

With the given notation for associate weights one can chettktive help of [29] the following decomposi-
tion of polynomialssc,, as a sum of OSp(@) supercharacters sch

SGy,, = SChy,, SGy, = —schy,, +sch,,, SG,, = sch,, +sch,,, (4.34)
-1
SGy, = schy,, +schy, , +(-1) "schy,, | > 2.

This is done in two steps. First one show that egs. (4.34)fook supermatrix® with sdetD = 1.° At this step is
yet impossible to distinguish between associate repragens. In order to do so, one has to explicitly construct
the elements of the enveloping Lie superalgebra connetiimgnaximal vectors of irreducible components of
indecomposable highest weight modules and, then, looleatdhmmetry under the outer automorphisnSee
sec. A.3 for details.

We have just listed all the elements ¥§f(1). Eq. (4.34) is a bijection between scand sc,. As a con-
sequence, OSpl@) andBy (2) weights can be labeled by the same¥Y&tl) = X, (1) in the partition notation
we have adopted. This is supporting the assumption thag iteesome sort of exact equivalence between the
category of OSp(2) andB, (2) modules orVe-. Bellow all the weights are partitions and, to avoid confusi
we writed € Y| (1) if 2 is considered as a OSp@3 weight andl € X, (1) if it is considered as B (2) weight.

8Modulo irreps labeled by ¢ Y, (0), this decomposition provides the same fusion matrix as.&@. &hus.Y, (0) multiplicities invfﬁ'z-
are the same as those\'@g. Rather then a coincidence, this is a direct manifestatidheo&ilgebra inclusion Ergp42) fo"z- > Endog) V;%
at the level of dimensions of irreps.

9To compare with [29] one has to take the eigenvalue3 of the forme*e:, gt2<s
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Figure 13: Two weightsl and Ay, are connected by a continuous lifB Ay, c A and there is no other
weight between them. The weight, is connected tol. by a dotted arrowff AL (1) has an irreducible
componenB(Jgy-). Its multiplicity is always one.

Let us show that the terms in eq. (4.4) with¢ Y, (1) do not actually contribute to st¢ D®-d. First note
that if y, cancels out from eg. (4.4) then certaidly(2) in eq. (4.3) is a trivial module. Therefore any module
oL(v) will also be trivial if A c v. Second, ify, does not contribute to eq. (4.4) whan L then it does not
contribute to it for anyL. Thus, it is enough to prove for evekythat the weights just greater (by inclusion) then
Ak do not contribute to eq. (4.4) when the are allowed for the fiinge to appear.

Let 1 € Y (1) be a typical (associate) weight. Then, as we show in set.€BX, (1) is a minimal partition
(with respect to the inclusion in its block). There will be migue weightv ¢ Y (1) just greater then and,a
priori, s¢, can modify to+sc,. It is proved by induction in sec. C that a positive sign woiahgly atypicality
conditions o and, thussc, = —sc;. Moreover, from [23] we know that (1) has one composition factor
B.(v). TakingL = |v|, we see that the contribution to eq. (4.4effrom A (1) cancels out with the one from
AL(V).

Before proceeding to nontrivial blocks we need to know theber of irreducible componen; (k) in
A (k). According to [23], the graph representing the partialeoirly (by inclusion) of weights in a blodk
determines theequired informatiorabout the content of modulés (1;). The ordering graph is represented in
fig. 13.

Now, let Ay, € Y (1) be an atypical (associate) weight. Then, any weighX, (1) such thafly, c v satisfies
v C v, with v, represented by a white dot in fig. 13. The explicit formvgfis vo = 4321, v = 4331, v, =
4321, v, = 4312, v3 = 42312 andyy = k431 k > 4. Next, one can check with the help of modification rules
that

SG, + SGy, + SGy; + Sy, =0 (4.35)

vanishes identically. Further, from fig. 13 each of the meduWl, (A;),| = 1,3,4 has a single irreducible
componenBy (). Finally, takingL = |v| one can see from eq. (4.35) that the contributiogy gfto eq. (4.4)
cancels out.

Let us introduce the compact notatioBg := B (1x) andGy, := G(A,). Then, putting together eq. (4.34)
and fig. 13 we get from eq. (4.4) the following content of inol®posable modulesGy appearing in eq. (4.2)

Bko Bk By 1 Bk 3 Bi+1
Gio Gi1 G2 Gy

Gko G2 G2 Gi0Gk1Gk3 Gy -1 G+t (4.36)
Gko Gi1 G2 G

wherel = 3,...,mandAy, + L. The indecomposable modul&&y are represented beldg and it should be
understood that they get “paired up” in the decompositiovi®fas a OSp(2) x B (2) bimodule!® Alternative,
maybe more intuitive physically, representations of treks will be given in the next paper.

The structure of module8Gy is in perfect agreement with eq. (4.32,4.33). We recognizée first term
TGy = Gyo of eq. (4.36) the contribution t#©, while the rest of the terms are exactly the projective meslul
appearing iv®, that is7Gy» = PGy, IGx1 = PGy andIGy = PGy 1,1 = 2.

For typical A € Y_ (1), the modulesfG(1) = G(1) are irreducible and get paired up wiBj (1) in the
decomposition o¥/®- as a OSp(&)-B, (2)-bimodule.

101n pedantic terms, the pairinBg;, 7Gx can be represented by the mappBg — V& ®g, (2) Bk sendingBL(2) left modules to
Zp x 0sp(42) left modules.
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Observe that, as expected, only the modigs (which coincide withBy (1) in eq. (4.11)) contribute to
the supertrace st d. Indeed, typical modules modul€X1) have superdimension 0. The same is true for
projective modules. One can explicitly check from eq. (3@t sdin?PGy; = 0 if we take into account that
only osp(42) fermionic generators connect irreducible componentaddcomposable modules. For instance,
SdimPGO,o = SdimGoyo - SdimGgo + SdimGO,o =1-2+1=0.

As we have explained at the beginning of sec. 4.1, the degeiesrof the eigenvalues of the OS@{4spin
transfer matrix are given by dithG(1). We compute them in app. A.3.

Thus, in conclusion we see thBt(2)/J(1) = Endz,xosp2) VE- and, because® is by definition a faithful
BL(2)/J(1) module we also havé; x 0sp(42) = Ends, (2)5¢1) V®-. In other words, the two algebra (2)/J(1)
andZ, x osp(42) are the full centralizers of each other'g#-.

This results allows us to relate the decompositioN®f as a OSp(®) left module to the decomposition of
Vel as aB (2) right module.

Collecting in a single indecomposable modiil all factorsBy - in eq. (4.36) which correspond to (happen
to be above) an irreducible compon@y we get!?

Gko Gk G2 Gyl-1 Gim-1 Gim
By 2 Bi1 By3 By Bxm

Bio B3 B3 By 2 Bic1 Bya Bij-1 Bij+1 Bicm-1 By m. (4.37)
By 2 Bi1 By 3 By Bxm

wherel = 4,...,m- 1 and the content af By is represented beloG.

Apart the last irreducible modul&By, = Byn,, We recognize in the terms of eq. (4.37) the projective
representations of the quivét,, in fig. 13, which describes the homomorphisms betweenBH@) tensor
moduless, (1) realized orve".

We can summarize thisftiicult section by discussing again one of our main result, ivli¢he decomposi-
tion of the Hilbert spac&®" under the action of OSp(2) as

osp@V®" = P DLGko ® EP) du(k. )PGu & D dL()G(), (4.38)
k k| Atyp

wherek = 0%,0,1,... is a label of the blockBy of OSp(42),1 = 0,1,... is a label of thdth greatest weight
in By, D (k), d.(k, 1), d_(2) are degeneracie€y are atypical irreducible;(2) are typical irreducible an®Gy
are reducible projective covers Gf atypical OSp({#2) representations.

The Gy are simple representations indexed by the same Young tab&those of O(2) (for a list, see after
eq. (4.11)). Thes(2) are typicals; their superdimension is zero, and they belsawilarly, although more
simply, than the projectiveBGy,. The latter come in blocks indexed kywhich means they are related with
each other by the dual action of the OSgj4lgebra (thus implying eigenvalue degeneracies). lbiwenient
to put the Brauer and OSp information in a single diagram sisdh fig. 14 below. Vertical arrows mean action
of the Brauer algebra, horizontal ones action of the OSp sstnymThe bottom node is all there would be in the
pure O(2) case. The ladder of representations is what gdedaghen this is extended to OS[R# In the next
paper, we will argue that all states belonging to a block lsaree conformal weight up to integers.

The figure is a graphical interpretation of formula (4.37esdl as formula (4.36), depending on whether
one looks at it as it stands, of afteGaotation.

5 Special cases

In this section we first write down the hamiltonian limit féret OSp loop model. Of course the general decom-
position of the Hilbert space discussed in the previous@eeipplies in this spin chain case as well. We then
discuss two limits where the symmetry is enhanced to SW{(2|2S).

11Again this “collecting” can be represented by the fun@qr — Homzzxosp@z)(v‘@'-, Gy1) sendingZ, x osp(42) left modules tdBy (2)
left modules.
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Brauer A

5

Figure 14: In the OSp lattice model case, representatiotténna block are all connected through combined
action of Brauer and OSp

5.1 The hamiltonian

It will turn out in our forthcoming analysis of conformal gerties to be easier to study numerically the hamil-

tonian L1 L1
1+A ¢ 1-A

Hpy = - E | +P) - — E E;.

A 2 i=1( +P) 2 £ i

The expectation — which we will confirm in great details — iattkthis hamiltonian will be in the same univer-
sality class as the spin model we had started with.

The hamiltonianH, is obviously local and has only nearest neighbour intevastif theE's andP’s are
taken in the spin representation provided by eq. (3.2). Kewashis is no longer true if we think dfi, as an
element of the adjoint representation&f(2).

The lowest eigenvalue ¢f, belongs to théB, (2) irreducible representation labeled oy L mod 2.

For genericA it is nondegenerate If is even and has degeneracy dins- 4S + 2 if L is odd. On the other
hand, the highest eigenvalue belongs to the completelgyantnetric representation labeled joy= 1-. In this
representation thE's act as -1 and thg’s as 0.

The hamiltoniarH, is determined up to an arbitrary additive constant and plidétive factor. For numer-
ical diagonalization it is convenient to fix the additive stant such that the maximal eigenvalueHxfbe zero.
The multiplicative factor is fixed by requiring

H| = Hxxz + cst
AS:O XXZ

with I, E, P as in eq. (3.2)J as in app. A.1 antHyxz being theXXZ spin chain hamiltonian in its usual form

L-1
1
Hxxz = -5 Z(U'ix‘g’o'ix+1+0'iy®0'iy+1+Ao'iz®o'iz+1)'
i=1
The fact that the eigenvalues of the 6 vertex model appeasasset of the eigenvalues of the transfer matrix
for the OSp(3 + 2|2S) model andS > 1 carries over to a similar result for the hamiltonians. Thmeity of
sound for the massless excitations can thus be derived tsowmalue for theXXZ subset, which is well known

from [30] to be )
A
Vs = ”S/'ln , A=-cosi. (5.1)
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The hamiltoniarH, is diagonalized numerically in the adjoint representatibthe Brauer algebra by study-
ing its action on the diagrams just like for the transfer cas. Next, once the structure of indecomposable
modulesA (1) is known, eq. (4.4) can be used as explained in sec. 4.1¢otd8k part of the spectrum which
does indeed appear for a fix&dkspin model.

However, in the two special caséas= +1 the hamiltoniarH, greatly simplifies. In the following two
subsections we discuss the behaviour of the spectrury d@f the two limitsA — +17.

5.2 ThelimitA=1

WhenA = 1 the Temperley Lieb operatoEs do not contribute td1, and, thus, the hamiltonian is no longer a
generic element of the Brauer algeldig2), but belongs instead to the subalgeBi@ym() c B.(2). This will
translate to additional degeneracies in the spectruimoéit the pointA = 1 compared to other points in the
range-1< A <1.

Hamiltonians of type- Y P;, with P’s in the representation provided by eq. (3.2), are intdgrahd have
been studied in [31] and [32]. Although the continuum limiitsoich spin chains is a gapless field theory, it
fails to be conformal, because excitations hateascaling law in the thermodynamic limit. This can readily
be seen from the vanishing of the sound velocity in eq. (5/#. will not enter into the details here, but just
mention that the dierent systems of Bethe ansatz equations are indexedshy 222S)-hook shape partitions
A + L. This is exactly the label of irreducible representatiohthe group algebr& Sym(L) realizing in the
centralizer of the spin chai®", with V being the fundamental representation of S8J{22/2S). We see that
the symmetry of our spin model OS2 2/2S) jumps to SU(S + 2|2S) at the pointA = 1.

The additional degeneracies in the spectrum of the GSp(2|2S) spin model at the poink = 1 can be
understood by looking at the decompositiorBpf2) modulesA| (u), into a direct sum off Sym() irreducible
modulesS(2). Letu + L — 2k anda + L, then it was shown in [33] that the multiplicity &(2) in the
decomposition oA (u) is

mu ) = > ¢k, (5.2)

n-2k
7 even

wherecfm are Littlewood-Richardson cfiecients. Alternativelym(u, 2) is the number of tensors of rahk- 2k,
with index symmetry of some fixed standard Young supertabbéshape, that can be obtained from a tensor
of rank L, with index symmetry of some standard Young supertableahapel, by contracting R indices in
all the possible ways.

One can apply eq. (5.2) to understand the degeneracy ofuilesidevel ofH, atA = 1. First, observe that
— > Pj is minimized in the sectol = L (whereP’s acts as 1). Thenly u such thatm(u, 1) # O are one row
partitions. Thus, the lowest eigenvaluesfrestricted to\ (L-2k) fork = 0,...,[L/2] become all degenerate
atA = 1.

Arguments of this kind can be used to derive information albloe critical exponents of the spin model in
the limitA — 1-.

5.3 ThelimitA=-1

The same reasoning can be applied to the paint —1. At this point, the hamiltoniatd, belongs to the
Temperley Lieb subalgebif (1) c B.(2) and the model can be considered as a spin chain \{)®z where
V,V are the fundamental representation of SB{22|2S) and its conjugate. Additional degeneracies can be
understood by looking at the decompositionBf(2) modulesA, (1) as a direct sum of standard irreducible
T (1) modulesD (j).

Let us compute the multiplicity_(u, j) of irreducible module®, (j) in the decomposition ol (u) with
urL—2k

As explained in sec. 3.2 (1) has a natural basis composed of all possible paini®g of partial diagrams
p with m = L — 2k free points and basis vectos ..., Vs, of S(u). We say that a horizontal line of a partial
diagramp is intersecteckither if it intersects another horizontal line or if theseai free point inp between the
two ends of the horizontal line. Let us associate to eacligbaiagramp the number of intersected horizontal
linesl in p. Itis not hard to see that the span on the basis ve@ars;, with p’s having at most horizontal
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Figure 15: lllustration of the nontrivial local action ofeimapeg.

intersected lines, is @ (1) submodule imA_(u). If we denote this submodule b;«‘L(p) there is an obvious
filtration A () = AX (1) -+ 2 A%(u) D A (k) = 0 of AL ().

Consider the natural action &f (1) on the quotient module| () = Al ()/A}*(u). Observe that the action
of T (1) changes the labeling € Sym(m) of free points in a labeled graph® = if and only if it also reduces
the number of horizontal intersected lines. TherefﬁjLe(u) is isomorphic to a direct sum df, modulesQ'L(m).
ObvioustQE(m) =~ D¢ (m) and, therefore, we gei_(u, j) = 0 for j < m, n (u, j) = f,n(m j)form< j <L
and finallyn.(m,m) = 1

Thus, our problemféectively reduces to understanding the actiomofL) on the module\, (m), which is
composed of partial diagranmson L points withm unlabeled free points.

At a closer look, one can see that the actiod ofl) on partial diagrams keeps the reciprocal configuration
of intersected lines and free points intact. In other woildg, is a map that eliminates all the nonintersected
horizontal lines from a partial diagram and acts as idewtiberwise, thens defines an invariant of (1), that
is

W(Elp)zw(p)’ i=1,...,|_.

To understand the meaning of this invariant let us definea lnapgy between partial diagrams which sends
intersected horizontal lines to free points as depictedginifb and acts as identity otherwise. The local map
is applied repeatedly until there are no more horizontarggcted lines left. It is not hard to see thaxtends
to a homomorphism of (1) modules

QL(m) — D.(2 +m).

In fact, the role of the map is to show thatQ| (m) is composed of a direct sum of isomorptidg (2! + m)
modules, while that of the map is to distinguish between these modules. The set of paigairamsp in
Q'L(m) splits into subsets of constan{p) and each of these subsets is isomorphi®©td2l + m) as aT (1)
module.

According to what was said before, we get thafm, j) equals to the number of graphs ¢pn= m + 2|
vertices and intersected edges. It follows that(m, j) does not actually depend @nand we drop the indek
in the following. This fact allows, in principle, for an it&ive computation ofi(m, j) by simply computing the
dimensions of the left and right hand sides of the decomiposiormula

k
AL(m) = @ n(m m+ 2)Dy (m+ 21),
1=0

that is

k
(2k — 1)NC* = Z n(m m+ 21)(C, - Cl77?) (5.3)
1=0
successively fo = 0,2,... orL = 1,3,.... One can give an explicit expression fum, j) with a little more
combinatorial work.

We call a horizontal line aempty cupf its ends are adjacent and simplycap if there are separated by
free points. Observe that all the lines in a partial diagraenirastersected if and only if there is at least one free
point in each cup. Thus, if the partial diagram hpasups with only one free point inside and a total efdges
then the remainingn — p free points can be added to the diagranCf pi2l different ways in such a way that
the resulting diagram has only intersected edges. Morethenumber of diagrams on goints withp empty
cups and a total dfedges is again(p, 2| — p). This is because the condition of no cups in the connectidineo
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remainingl — p edges is similar to the condition of composing a graph wifree points and — p intersected
edges. Putting everything together we get a new recurremoaifa

n(mm-+ 2) = Z C2 pean(p. 2 - p) (5.4)
p=0

reducing the problem to the computationndf) := n(0, 2j).

Next, we want to find a recurrence relation fifj) by looking at the connectivity of the first point in the
partial diagrams on Rpoints with j intersected edges. The leftmost vertex in the partial diamghas to be
connected to some other vertex at positionThe connectivity of the P— 1 points to the left of the point at
position 1 is equivalent to that in a partial diagram wjth 1 intersected edges and a free point except for the
case wher& = 2. Therefore we have that

n(j) = n(1,2j - 1) - n(j - 1). (5.5)

Now, eqg. (5.4) yields(1,2j — 1) = (2] — 1)n(j — 1) + n(1, 2j — 3). Using again eq. (5.5) far— 1 we finally get
that
n(j) = (2j - 1)n(j - 1) + n(j - 2). (5.6)

The solution of the recurrence eq. (5.6) with the initial ditionsn(1) = 0 andn(2) = 1 is

i .
o ik +K)!
n(,)_;( D o

and coincides with the absolute value of Bessel polynomyiglg

L (+K)! XK
yi(x):;)(j—k)!k! (E)

evaluated ak = —1.

6 Conclusion

Besides the careful definition of the spin model and its secthe main point of this first paper is the algebraic
set up necessary to analyze its symmetries. This is a naalttask since we are dealing with non semi-
simple algebras, and that the action of O$H¢22|2S) and B (2) are meshed through a complex structure of
indecomposable representations. The main results aretoegposition formulas (4.36,4.37) Mfl’zL viewed as

a OSp(4R) and aB, (2) module. The decomposition in eq. (4.36) has been cordputevo essentially dierent
ways: first, by decomposing tensor products between Q8pg@bresentations andwithout knowing anything
about the Brauer algebra and, second, starting from eq). Wit the assumption that the representations of
OSp(42) andBy (2) onVe- generate the full centralizers of each other (Schur dyalitpe fact that we arrive
at the same result using both methods highly suggests tmassumption about the Schur duality between
OSp(42) andBy(2) onV® is correct.

When the question of decomposiW§" is addressed in sec. 4.3, the notion of block appears to beiaypa
larly useful concept for organizing indecomposable regméstionst? These results will be applied to educated
conjectures about the conformal field theory in the next pape

Although there are many things left unclear about the regmtagion theory of osp@+ 2|2S), S > 1, itis
very tempting to speculate the form of the decompositio‘mg‘éiz‘zs. Before making the guess, observe that as a
0OSp(42) modulevff’; ~ TeP, whereP is a direct sum of projectives organized in blocks, whilis a direct sum
of simples indexed by the same Young tableau (in the pantitimtation for dominant weights) as the irreps of

O(2). More than that, they appear with the same multipésitis their partners W;.'* Therefore,T andvgg

12| et us note that the blocks appear already in the represemtaeory ofsimpleLie algebras if infinite dimensional representations are
allowed. They are precisely the orbits of the shifted actibthe Weyl group on the weight lattice.
B3In is not hard to prove employing the methods we used in this rpape the results of [29] for osp@ that the same phenomenon

occurs foN§'2-. In this caseT is the trivial representation.
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are similar in all but the internal structure of their simplenmands. The similarity between the two modules
has to be understood in terms of their centralizers, bectinese are precisely the objects that do not “see”
the internal structure of simplé$.In conclusion, one should have Eﬂgvgg =~ Enthspa2) T, Which is quite

natural once there is a Schur duality between ORp@hdB, (2) oanSL+2|28. It is tantalizing to speculate that
as a OSp(8 + 22S) moduleV®- =~ T @ P, with P projective and Englsp(s+22s) T ~ Entbsp(zsizs-2) V?s']zs_z o~

BL(2)/3(S - 1). Thus, the problem of the decompositiomlfg2|25 as a OSp(8 + 2)2S) module is reduced to
understanding the projective representations of the gopeap, i.e. to finding the quiver diagram for each block.
It has been suggested in [34] that the quiver diagram of slaides not depend dd provided the degree of
atypicalityk and the action of the outer automorphisrare fixed'® The discussion of sec. A.3 suggests that the
two types of quivers for a block of osg2+ 2|2S) and a fixedk will give rise to the same quiver for the induced
blocks in OSp(3 + 2|2S).

We also succeeded in computing the multiplicity of Tempetleeb representations in a standaBgd(2)-
moduleA (u). Finally, we gave a combinatorial description Bif(N) blocks as the set of minimal partitions
dressed by balanced removable border strips and have shewvthere is a similar description for o§iifS)
blocks.
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Figure 16: Distinguished Dynkin diagram for the Lie supgedra osp(2+ 1|2S) on the left and osp{22S) on
the right.

A Appendix
A.1 o0spR2S) Lie superalgebra

In this section we recall standard facts about the RI®8) Lie superalgebra mainly following the pioneering
work of Kac [35]. For more details on o$gi@S) Young supertableaux see [36, 37, 38].

Let V be a vector space with an additige grading g, that i/ = Vo ® Vi andv € V, = g(v) = y. Let
dimVp = R, dimV; = 2S5 andr = [R/2]. Choose inV a basisB = By U By with By = {V, V] € Vo, (V41 =
vi,)li=1...,r}andB; = {u,u’ € Vi|i = 1,...,2S}. We take the vectov,; in brackets because it appears
for oddR only.

The grading ol induces a grading on gf(C), that is gh(V, C) preserves the degreewk V, and g}(V,C)
changes it. Define the supertranspose of a matrixgl(V, C) by

_ (AR  Brus Y e
T_(CZSXR DZSXZS) = T =_g p (A1)

Let J denote the matrix with the only nonzero components
Iv=1 Jw=1 Ju=-1 Ju=1 (A.2)
The Lie superalgebra odg@S) is realized as a subset of J(C) with elementsT satisfying
TSY+JT=0. (A.3)

In terms of elementary matriceg;(i = didj the generators of osgS) read

Tij =& - €. (A.4)
Tij = & — (-1)°0¢ (A.5)
T =& - (106, (A.6)

The generatork; = Tjj span the Cartan subalgelita Denote byg; the basis inH* dual toh;. It can be easily
checked that generators in eq. (A.4) correspond to rootiseofyipes; — ¢j, generators in eq. (A.5) correspond
to roots of the types; + ¢; and generators in eq. (A.6) correspond to roots of the ge- £;. The bilinear
invariant form—% str(hih;) induces a scalar product gr*.

The standard basis is recovered by putting ¢ fori = 1,...,r andé; = &, fori = 1,...,S. Elementary
weights i, € are orthogonal iH* ands? = —¢> = 1. The firstr + S — 1 simple roots are chosen to be
@ = 6 —bis1, s = On— €1, as4j = € — € fori =1,...,Sandj = 1,...,r — 1. The last simple root is
arss = g for oddRander.s = -1 + &. The rootstd; + ¢ are called odd and the rest — even.

The component of a weight along the hidden simple spb2 root 255 is

Rodd: b=ag—-as.1— - —asi-1—8su/2 (A7)
Reven: b=as—as;1— - —as-2— (Bsir-1 + 8sur)/2. (A.8)
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Figure 17: The sdf) x sp(X) representation to which belongs the highest weight sfeaeepR2S) represen-
tation.

According to [35], an osi{|2S) highest weight is dominanffiit has integer Dinkyn labels;.s and integetb
satisfying the following consistency conditions

Rodd: b<r-1=agipi1=---=as, =0 (A.9)
Reven: b<r-2=agp1=""-=as4 =0, b=r-1=as,3=as,=0.

Allirreducible finite dimensional representations aresixed by dominant weights. Given a dominant weight
A = Y pidi + X 0j¢; in the standard basis, the first S — 1 Dynkin labels are; = pj —pisa fori =1,...,S,
asyi =oj—ojyfori=1,...,r — 1. The last Dynkin label iss,; = 20 for Rodd andas,r = o_1 + o for R
even. From eq. (A.7) we also get ps.

The set of numbers;, o define a partition, shown in fig. 17, provided that consisgaronditions (A.9) plus
some additional constraints dependingroare satisfied. These additional constraints recagte ; < as,r and
as.r-1+as,r to be even iRis even, ands,, to be to be even iRis odd. The last two conditions define tensorial
weights.

PartitionsA such thatd,,; < S are called hook shape. Letdenote the outer automorphism induced by
the symmetry of the osp{RS) Dynkin diagram under the exchange of the last two roots inf&y This
automorphism is extremely important in understanding iffeince between the representation theory of the
supergroup OSR2S) and its Lie superalgebra. Note thatan be explicitly realized through the discrete
transformatiorp exchanging the last two basis vectorsBa Indeed,p(ej) = ¢ for j = 1,...,r -1 and
p(&) = —& because; are the duals ofj; — ej-j-. Thereforep(as.r) = p(e-1 + &) = -1 — & = @s4r-1.

In the case oR odd, there is a bijective correspondence between hook gtepigionsA and dominant
weightsA. The same holds fdR even, except for with o > 0 whenA represents both andr - A.

If there is a pairi(, j) such that at least one of the conditions below are satisfied

pj+oi+S+1-i-j=0 (A.10)
pj—0i+S-R+1-j+i=0, (A.12)

the weightA is calledatypicall® See [39] for the origin of these conditions and note ref. [3@jere these
have been presented in the form (A.10,A.11). If none of tleswlitions is satisfied, the weight is called
typical and, according to [39], the associated Kac modi(&) (which is a finite dimensional quotient of the
corresponding highest weight module) is irreducible,stgper)character is given by the Weyl-Kac formula [40]
and, in particular, its superdimension is zero.

A.2 OSpR2S) supergroup

LetI' = I'p @ I'; be a Grassman algebra. The supergroup 838] may be realized as a subset of even
supermatrices
M = (ARxR Brxas )

Cosxr  Dasxos

18Forb < r — 1 the highest weigha is always atypical.
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with entries inA andD belonging tdy, and entries iB andC belonging tdl';, which satisfies
MSIM = J. (A.12)

Equivalently, OSpR|2S) can be seen as the set of linear transformations leavirgiant the graded symmetric
form

e - 1)f), (A.13)

r
=i dny = ) biby + bib, + (b2,) + > f]

S
i=1 j=1
wheren, are arbitrary points in a superspace parametrized by auatesibl,. b’ € I'; and f., f/" € I'; and
a=12.

Representind/ = |+, a4 Ta With infinitesimalae, € Tp, I'; and expanding eq. (A.12) one gets the definition
(A.3) of the superalgebra odgi2S). Thus, the subgroup of OSRI@S) connected to identity is an exponential
of ospRI2S). The representation theory of both is the same as long asstiéct to tensor representations which
are the only ones appearing in the tensor spéite

From the definition (A.12) any matrid € OSpRI2S) has superdeterminant sdét= +1. The supergroup
has two disconnected parts O%R|2S), which correspond to the value of the superdeterminarts@lements,
that is OSpR|2S)/ OSp (R2S) = Z,.

To see this, one can repeat the same reasoning typicalf @bups. Elementary transformations sus-
ceptible to change the sign of the superdeterminant bettitetdiscrete symmetry groMy of the OSpR|2S)
invariant form (A.13). The generatorsdf are read out from eq. (A.13) to be “reflections™ (l;, b)) — (b, )
andp’j L (f), fj*) - (—fj*, f;), and permutations; : (b, b) < (i1, b, ;) and;r’j C(fi f) o (fivg, £7,). For
oddRthere is also the reflectign ., : by — —b;. The subgroupV is in fact the Weyl group of the root system
of soR) x sp(L). Denote byW= the set of elements &/ embedded in OSHR|2S). It is easy to see that all
elements ofV/~ are conjugate iW™ to a single reflectiop, which one can takg; if Ris even angy,; if Ris
odd. Therefore, we see that indedgw* = Z,.

Let vy € g(A) be a vector of weight\” < A. Then, as seen in sec. A.1, there is an actiop ofi g(A)
provided byp - vor = V4. In the case of osp(@) the outer automorphism exchanges, with e3. The
representations induced from oR#S) to OSpR2S) are of the form

OSpRI2S) ®osyp (Res) A(A) = Z2 ®, g(A). (A.14)

There are two possible cases now: i) eitperg(A) = g(A) & 7- A = A and then obviously, ®, g(A) =
18, 9(A) P e, g(A)withp-1=1andp-&=—¢corii) p-g(A) # g(A) © 7- A # A and the induced module
in eg. (A.14) isirreducible.

Two representationB(p), R*(0) = —R(p) of Z; are callechssociate The module$(1x 1) := 1®, g(A) and
G(ex ) = £®,0(A) are also called associate. In contr&y x 1) = Z> ®, 9(A) = Z,®, 9( - A) is isomorphic
to its associate because there is an equivalence transfomeetweernR(p) and R* (o) through the change of
sing of basis vectors in the subspace g(A). ThereforeG(r x 1) is called selfassociate.

A direct implication following from the definitions of (s¢lassociate modules is s¢B) = sdetD sch)-(D),
whereyu, u* are (self)associate weights of O®#S). For a selfassociate weigithis equality implies s¢i{D) =
0 if sdetD = -1.

Note that the centralizer @&_(N) onV®" is the direct product algeb x ospR/2S) rather then osR|2S).
This algebra has the same tensor irreducible represemda®othe supergroup ORKZS).

A.3 o0sp(42) Lie superalgebra andOSp(42) supergroup

This is a compact resunof the results presented in [29] plus some additional rksnan the representation
theory of OSp(R).

The superalgebra osp?3 has minor dierences with respect to the general context of RI&S) superal-
gebras, because of the isomorphism se{4)(2) x sl(2). The even part of the superalgebra is so(4p(2) ~
sl(2) x sl(2) x sl(2). The odd part is a representation of the even part ofdgion 2x 2 x 2.

The standard basis vectdgs, e, 3} of H* are normalized asf =-1, 622 = e§ = 1/2. The even and the odd
positive root systems ar& = {2e1, 262, 2e3} andA] = {e1 + €2 + e3}. The simple roots are traditionally chosen
asai = €1 — & — €3, az = 26, a3z = 2e3. The hidden root will then bee2 = a1 + a7 + a3.
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Figure 18: The quiver diagrams of tyjie, andA2 for the blocks of osp(2).

Consistency conditions (A.9) for a dominant weight be; + aze; + ages, requireb=0= a, = a3 =0
andb = 1 = a, = azg. We associate ta. a hook shape partition with symplectic parp; = b and orthogonal
partoy = (a2 + ag)/2, 02 = |az — ag|/2. To make the correspondente— A bijective we mark the partition
by sgn¢r1 — o) wheni, > 1.17

Atypicality conditions (A.10,A.11) take the form

p1+01=0, pi+0o2,-1=0
p1—01—-2=0, p1—02-1=0.

The solutions can be parametrized by two intedead|. Fork = 0 these ardo, = 11,1 > 0, while fork > 0,
/lm_k/lm—kll'22<I<kand/lk| |(k+1)l|lk+1<|

Denote byg(1) the osp(4) simple modules. Fat typical g(1) = V(/l) and dimV(2) can be computed by
decomposing/(1) into (at most 16) representations of si2)

dimg(1) = 16(b - 1)(az + 1)(as + 1).

The dimensions ol := g(4x;) can be computed with the help of character formulas givda9h

Fork = 0 we get dinmgoo = sdimggo = 1, dimgg1 = 17, sdimgg1 = 1 and dimgg, = D|3 — 3Dy, sdimgg; =
2,1 > 2, whereD; = 2j + 1.

Fork > 0 we get dingky = 4k* + 2,dimgf; = DDk-1Di1 — DZ,Dy» — 2D11D; 5,2 < | < k and
dlmgkl = D2D| 1+2D,D)_1 — DkDy-1D;,1 > k+ 1, and Sdergk() =2, sdlmgkl =21>1.

The set of weightgy, with k fixed belong to the same block of osf&¥ To (at least partially) see this one
has to check that the second order Casimir invariant takesatne valu&? on the whole block.'® The actual
construction of the set of indecomposable modules progitlre equivalence relation of sec. B between the
weights of a block is done in [29].

The quiver diagram representing the structure of d@p(@rojective modules in a block is represented in
fig. 18. The projective coverBgi, of the modulegy, in the blockk = 0 have the submodule structure

doo Jdo1 Jo2 do.l
Jo.2 Jo,2 Jo,0 Jo,1 Yo.3 Jo,-1 GoJ+1 >3 (A.15)
Joo Jo1 Jo2 do.l

while in the blockk > 0 their submodule structure is

O Ok1 O
Oki-1 Y1 92 %o O1-1 Gie1s I >2. (A.16)
% Ok1 %

The dimensions of projective modules in the bléck 0 are dinPgoo = 112 dimPgo; = 16(2 + 1)(1+ 1 +
12),1 > 1, while in the blockk > 0 there are dirPgy; = 32> — 1), dimPgy; = 16(2 - 1)(K> - 1+1-12),1 <

17Any so(4)= sl(2)@ sl(2) irreps can be written as a couple,(j2) of sl(2) irreps. The sign attached Addistinguishes betweerjy j2)
and (j2, j1) whenjy # ja.

18The second order Casimir is a central element of the envelapipgralgebra. The eigenvalues of central element{yrdefine the
central characterof g(1). If two weightsAa, 1’ are in the same block thayfl), g(1’) have the same central characters. This is a consequence
of the extension of the Schur lemma (in the form known to phgtstito indecomposable representations.
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Figure 19: Schematic picture showing how the induction edoce (vertical arrows) sends the quiver diagrams
of typeD., andAZ (grey dots and dotted lines) for osg#blocks, represented in fig. 18, into quiver diagrams of
typeD., for Z, x 0sp(42) blocks. White and black dots represent weights of the typé dnde x A respectively.
Double circles represent selfassociate weightsi.

k—1,dimPgck = 32(1+ 2k?), dim Py = 16(2 + 1)(1-k?+1+12),1 > k+ 1. The superdimension of projective
(including typical) modules vanishes.

Let us apply the general discussion of sec. A.2 to the supepg®Sp(#2). The outer automorphismacts
onH* by exchanging; with 3. Consequently, - gk = g« for k=0 orl = 0 andp - g, = g, otherwise.

We claim that the quiver diagram of tyf@®,, for the blockk = 0 of osp(42) will give rise to two quiver
diagrams of typ®..,, as shown in fig. 19, and, consequently, to two associat&sfoc the algebra, xosp(42),
which we callk = 0,0*. As we shall see bellow, the weights in the bldck 0 are 1x g0, & X Aoy, | > 1, while
the weights in the block = 0" aree x 190, 1 X g, > 1.

We also claim that the quiver diagram of typg for the blockk # 0 of osp(42) will give rise to a single
quiver diagram of typ®.,, as shown in fig. 19, and a selfassociate block for the algépsaosp(42), which
we label also bk. As we shall sea bellow, the weights in the bldck 0,0 are 1x A, & X Ao, T X Ak, | > 1.

Our claim follows from the analysis of shift operaté%¥”, .,y = + introduced in [41]. These operators
are very practical for decomposing Kac modui&g) into sl(2)< irreps!® To be more specific, let, € V(1)
be a vector of weight maximal for the algebra sI(2j. Then,A#v, # 0 is again a maximal vector of weight
U — €1 + Be + yes for sI(2)<3. To identify osp(4R) irreducible components ¥(1) one has to search for sI¢2)
maximal vectors with dominant weightsin the same block as.

Consider first the block = 0 of osp(42). ThenV(1q,),| > 2 has a sl(2® maximal vectorA™""v,,, and
one can check that all positive odd generators annihilafniereforeA ="v,,, is a maximal vector for osp(2)
andV(/lm) contains at leadtp; andgp,-1. In fact, these are the only two irreducible factors\,ﬁﬁﬂm) | >3
because, using the Weyl-Kac formula for characters ancehdts of sec. A.3, one can check that 8i(dg)) =
dimgp, + dimgp,_1. In the casé = 2 one has that dind(1o,) — dimgpz — dimggs = 1 and, thereforey (1)
contains also the trivial representation.

In order to see how the four weights<dig;, 1 X Agj-1, & X Aoy, &€ X Ag)—1 Split into two diterent blocks of
Z, x 0sp(42) one has to check out haw ~~ transforms under the action pf From the explicit expression of
shift operators in [41] it follows thgtA®”p = A*# and, consequently,t Ao, 1 X Ao;_1 are in the same block
ande x Ag|, & X Ag)-1 are in an other same block @ x osp(42).

The moduleV(1o2) has a maximal vectoh™="A~*~A~""v, ,, of weight zero, corresponding to the trivial
representatiogoo. With the help of relations in appendix [41] for the shift og@r products of type (D, 0),
one can show thatA""A™" " A"y, , = ATTATT" ATy, = —ATTTATTTATTTV,, and, thereforego o belongs
to the blockk = 0 of Z, x 0sp(42) as claimed. _

Consider now the block > 0 of osp(42). ThenV(4,) will have a single osp(2) maximal vector (besides
V) corresponding to the wreg;g, 1 glven byA—v A, |f | >k+1, A‘“A‘*ivr Jfl=k+1 andA‘*ivF if

2 <| <k The induced modulg; ®, V(/1+|) | >2 WI|| be the sum of\/(/l+,) glued together by the action pf

Finally, the induced modulg; , V(4 ,) has two irreducible component®Djo ande ® gk o With Z; X 0sp(42)
maximal vectors (¥ p) ® A"V

19The fact choose Kac modules in order to understand the tramafion properties underof arrows in the quiver diagram of a block is
irrelevant for the following. One can take instead/fft) the standard module$y(1) as well, which are defined by cohomological induction
in [29].
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a b
Figure 20: Two possible configurations of boxes with confentN/2, —N/2.

B Blocks, minimality and atypicality

In this section we explain carefully the notion of block agpeg in the representation theory of nonsemisimple
algebras. We also look in details at the similarity betwémntilocks of ospgg|2S) and B, (N).

In the representation theory of non semisimple algebradlihek is an essential notion. TH®ocksare
conjugacy classes of irreps with respect to the equivalezlation= defined as follows. Lef be the category
of indecomposable modules of the algebra. Wsite= S, if there is an indecomposable moduleZimvith simple
summands;, S,. Extend the relatios by transitivity in order to get an equivalence. In a semiderglgebra
the notion of block is irrelevant because indecomposalgessentation are irreducible and the congrueace
becomes an equality.

A relevant example is the Temperley Lieb algebra, with fityafor loops N in its adjoinfdiagrammatic
representation. For generic valuesMfthe algebra is semisimple and, thus, has only completelycibké
representation. Restricting to subsets of planar diagravite the number of vertical lines fixed tm, and
treating all the other diagrams as zero, we get all irrepschvhre parametrized byn. However, at special
pointsN = 2 cosnr’/r” with coprime integers’, r”’, the algebra becomes nonsemisimple, irreps labeled by
become reducible and becomes a label for a whole block of the algebra, see [22].

The irreducible component, (1) of indecomposable modules (u), when the Brauer algebrg, (N) is
nonsemisimple, where first studied by mathematicians Hestl@l in [14]. Recently Martiret al gave a com-
plete description for the blocks of the Brauer algebra ir].[23

We introduce the same notation as in [23] to formulate thkeickresult forB_(N). If the boxe is in the
row i and columnj of the Young tableau of a partitign then its content is(e) = j —i. Two boxes, ¢’ € 1 are
called balanced i€(e) + c(¢’) = 1 — N. For two partitionsu c 2, the skew partitionm/u is called balanced if it
is composed of balanced pairs of boxes.

The necessary condition fay (u) to containBy (1) is: i) u ¢ A andA/u is balanced; ii) IfN is even and the
boxes of content £ N/2, —N/2 in A/u are configured as shown in caség. 20, then the number of columns in
this configuration is even.

The given necessary criterion has the structure of a parti@ring. Ifu c A satisfy i) and ii) we writeu < A.
The splitting of the set of weights into posets with respect to gives the blocks oB_(N). As shown in [23],
there is a unique minimal partition in a block, which can seag a label.

A sufficient criterion for the modul& (1) to containBy (1) was derived in [23] and requiresto be the least
weight > u.

We want to give a combinatorial description of the weightsihlock. Consider the Young tableau of a
partition A in the block of the minimal partitiop. Let e (e;) be the box with the highest (lowest) content in the
skew partitionl/u. Lete; (e5) denote the box bellow (on the left af) (¢7), if there is one, and the box on the left
of (above)e; (€;) otherwise. Define by recurrence the balanced paies until c(g) = -N/2+ 1,c(¢/) = —=N/2
if N is even org = ¢,c(e) = (1 - N)/2 if N is odd. By construction, the set of boxgs €'}, belongs to a
balanced removable border strip of width one or, simplyaknced strip One can repeat the same reasoning
with the Young tableau ot/{e, ei’}'1 (which is not necessarily in the same block@secause of ii)).

Thus, we clearly see that partitionsin the same block can be constructed by dressing up with tatan
strips a certain partition with no removable balanced strips. Denoterftye balanced strip of smallest length
addable tqu. If N is odd denote by: the minimal partitionu/u = n. If N is even denote by the minimal
partitionu/u = n only if the two boxes with contentN/2,1 — N/2 in  are disposed horizontally and= u
otherwise. Partitions which are of the fopndressed up with an even (odd) number of balanced strips are in
the same block gs(u). Note that it is irrelevant in what order the strips are dessoru. Also, there cannot be
two balanced strips of the same length. Thus, a partitionthe blocku (1) is unambiguously specified by the
length of balanced strips in the skew partitidf.
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We claim now and show bellow that a block of oR&S) is composed, in the partition notation of sec. A.1,
of hook shaped partitions built up by dressing with balansgipps an atypical partition with no removable
balanced strip&’ For that we need to reformulate the original block resuli 34 ospR|2S).

Let thedegree of atypicality bf a dominant weigha\, be the dimension of the subspa@ef the root lattice
orthogonal toA + p, wherep is the Weyl vector of osfij2S). Each atypicality condition in eq. (A.10,A.11) is,
in fact, an orthogonality condition between an odd ri@at ¢, €; # 0 andA + p. Thereforek is the number of
odd roots orthogonal to each other and\te- p or, equivalently, the number of atypicality conditions édxl
by couples i; j) with distincti and j. From the definition of the highest weight modW¢éA) it is clear that
irreducible finite dimensional components\&fA) must have dominant weights of the forin— >’ Na, where
the sum is over all odd positive roatsspanning.

Consider a os|i|2S) weight 1, which, in the notation of app. A.1, has symplectic paand orthogonal part
0. SUpPPOS@n+1, Pom+1 are the first columns of satisfyingon.1 < r—S+nandpm:1 < m+R-S—-ps—1. Then,
one can find rows;, such thatlj; < S and the pairsif, j) satisfy the atypicality condition (A.11) fan< j <n
if Ris odd andm < | < nif Ris even and the atypicality condition (A.10) for< j. Indeed, from eq. (A.11)
with o = 0 the conditionrm < j impliesi; > ps and thusy;, < S, whilei; < r implies j < nif Ris even and
j <nisRis odd. From eq. (A.10) witlr; = 0 the conditiom < j impliesij < r whilei; > ps follows directly
fromp;j > ps.

Conversely, ifo;, m < j satisfies an atypicality condition withy;, = 0, thend; < S. As shown in fig. 21n
is the width of the foot of the narrowest hook with arm width S + nin which the Young tableau of can be
drawn in.

Two atypicality conditionsi( j) and {’, j’) are called independentiif i’ andj # j’. Clearly, conditions
(i, j) are pairwise independent fon+ 1 < j < nand forn < j. Let us show that an atypicality condition
(i, J), m+1 < j < nisindependent of conditions;(, j’), n < j" iff there is a row shorter the® such that the
box € at the end this row and the b@§<at the end of columr are balanced.

In order to do that it is useful to imagine the partitidbdrawn on an infinite square lattice, as in fig. 21, with
each square having its content written inside. The follgngases are possible

e Suppose first that there is no box with at the end of the folrom j < nfollows j < S —r. Observe
that the column % S—r < j =1+ S —ijis also empty. Thereforiéf, = ij and the atypicality conditions
(ij, j) and (] j’) are not independent.

e Letp; # 0 and lete; be the box at the end of columjn No suppose that has a rightmost bow with
contentc =2- N — c(le) and letj’ be the column of that box. Conditign < m+ R— S — ps — 1 gives
C < c(eg) + 1+ m— j. The equality sign cannot hold because otherwise j” = S which contradicts
j<n Thus1+S-r <c=1+S-ij <c(es) and therefor&&s —r <n< j’ <S. If ] —pj < cthen
there is a box bellow w, which is balanced witla! and has no box to the right, thus it is the end of a row
shorter therS. If |’ — p; = ¢ then comparing thés from the two atypicality conditions we gét = |]
and the two atypicality conditions are not independent.

o Finally, if there is no box with conteritthen the columrj’ = ¢ gives an atypicality conditiori’j(, i) with
ij =1
Next, by the definition ofn, a columnj < m can satisfy an atypicality condition only with a roW > S.
After insertingo; = 4; — Siin egs. (A.10,A.11) we get
Ai+A4+1-i-j=0 (B.1)
(J-4)+@-i)=1-N (B.2)
The Ihs in eq. (B.1) is the hook length of the box in the ficand columnj of 4, thus, always positive. On the
other hand, eq. (B.2) requires the bq>at the foot of column be balanced with the bax at the end of row.

In the end, we see that there are two sourcedfdependenatypicality conditions satisfied by a weight
First, if nis the width of the foot of the narrowest hook with arm width S + n, in which the Young tableau of

20This means that condition ii) is relaxed when partitions desved as osfi|2S) weights. In particular the minimal partitions i
discussed above are in the same block of BRS) if there are hook shaped and atypical. Condition ii) is dieeelated to thez, we
neglect by looking at the representation theory of Bf2f) instead of OSR2S).
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Figure 21: A partitiom drawn on a hook shaped square lattice and fitting exactlgénsihook with foot width
nand arm widthr — S + n. The black boxes represent the diagonal of squares witleotmt S —r.

A can be drawn in, then there gpe= S — n atypicality conditions satisfied by the weight and we cadirnthof
type 1. Second, to each balanced pair of baxessuch thak is a box at the end a row ards a box at the end
of a column, corresponds an atypicality condition of typéf21 satisfiesq atypicality condition of type 2 then
the degree of atypicality of the weightks= p + q.

Let{e;, €] }‘i, j1<,...,< jqbe the set of balanced pairs satisfying atypicality coadgiof type 2. Applying
the iterative construction explained above to the b@;gesij one can see that there is a removable balanced strip
1j, IN 4q = 4, with its ends irgj,, eij. Clearly, by the same reasoning, one can identify a new bathstripr-1
removable iMg_1 := 1q/nq. The endl of this iterative procedure has no more removable balaricgs sNote
that 1 satisfies atypicality conditions all of type 1 and the sequence of Wsd, . .., 14 has the same degree
of atypicalityk.

In order to complete the proof of the claim it remains to motiwo things. First, ifa/il is an odd root
generating an atypicality condition of type 1, th&n- Zipzl Nail is not dominant. Second, i = §; + ¢ is an
odd root generating an atypicality condition of type 2, tiiehas a removable strip with its ends in the last box
g of rowi ande; of columnj andA — aiz is dominant and can be represented by a partition of the fgien, e]f},
whereA is the Young tableau of.

C Modification rules and OSpR2S) associate weights

The explicit form of the characters of classical groups &Eeyaderived in the limit of infinite rank of the corre-
sponding Lie algebra. The inverse limit exists and is givethemodification rulegor characters. The concepts
of infinite rank and inverse limit are rigorously defined fbetcase of Schur symmetric functions, connected to
the irreducible characters of GNJ, in [42]. Let us clarify this point.

The characters of classical groups, evaluated on a groumpeeke are polynomials in the eigenvalues of
that element in the defining representation for the groupe iffinite rank limit corresponds to considering
polynomials depending on an infinite number of such var@blereducible characters are polynomials with
a very specific symmetry, which is not obscured by the ragirioof finite number of variables in the infinite
rank limit2* These objects are known agmmetric functionsWhen the number of variables is set finite most
symmetric functions become functionally dependent. Omcalgebraically independent subset of symmetric
functions is chosen, which is the actual set of charactetisdrcase of classical groups, the modification rules
“for characters” represent arbitrary symmetric functiafeng this basis.

One can introduce generalized symmetric functisgidor the supergroup OSB2S) according to egs. (4.5,
4.6), see [25], [15]. The major flerence with respect to classical groups is that functignaliependent
generalized symmetric functions are no longer irredudibkeracters of the supergroup. However, modification
rules forsg, exist and have been derived in [26]. We bring them bellow @&ftnm of eq. (4.8) with the notations
of our paper.

Suppose that is a typical ospiR2S) weight. Then, according to [26], onbg, with x of the forma dressed
by balanced stripsy, . .., nm modify to s¢,

s¢, = e™w(u/)sc, (C.1)

21For instance, in the case of Schur symmetric functions thisiipeymmetry is the Littlewood-Richardson rule.
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Figure 22: Configuration of lowest boxes e, in A with content 1- N/2, —N/2 whenN is even. Thick lines
represent the border of the Young tableau of

heres is the superdeterminant representation. We have alsalinted the weight functiow(u/2) = [17,(-1)%1
defined on skew partitions composed of balanced stripgiasdhe number of columns in.

Consider now, the ospB[2S) block labeled by the weight with degree of atypicalitk and no removable
balanced strips. Then, any weighin the blockB,, of x is of the formv dressed up by, < k balanced strips.
Then, according to [26]5¢, with i of the formy dressed up byn > k + 1 balanced strips modifies to

s, = Z C 0 Mi(/ ) (- 1)< g s (C.2)

AeB,

For a typical weighil we put1* equal tod dressed up by the balanced strip of minimal lengthf Ag < r.
In order to prove thasc, = £s¢, one has to show that runs over an odd number of columns.

Let us prove thag; runs over an odd number of columasif A5 < r and an odd (even) number of columns
if A5 =r andRis odd (even).

Indeed, each box in; belongs either to a horizontal or a vertical part of the stexcept for the boxes at
the corners ofy;, which belong to both. We say the balanced pa# € n; has an allowable configuration if
both boxes belong either to horizontal or vertical partgofotherwisee, ¢’ has a non allowable configuration.
As discussed in app. B, to every non allowable configuratidrese’ with contentc, ¢’ corresponds a removable
balanced strip im with its ends in the border boxes with content 1,¢’ + 1 orc + 1,¢ — 1 depending on
weathere is on a horizontal or a vertical part gf Becausel is a ospR|2S) typical weight and, thus, has no
removable balanced strips, there are only allowable corgignn of balanced pairs ify. Thus, a balanced pair
in 1, which is not in the same column, indexes either twidedent columns or none. There is at most one
column containing the whole balanced pair and it appearayswf N is odd and only forlg < r if N is even,
as shown in fig. 22. Thus; is always odd foR odd and even only i, = r for Reven.

Let i denote theth lowest length strip addable tbandc; the number of columns in it. One can prove by
the same method that.1/n has an even number of columns, one of which is already &nd, consequently,
Ci+1 — G is odd.

Again by the same method it is possible to prove thatn, has an even number of columns. This is because
172 contains a substrig; which can be obtained by moving down along the diagonal tiet. Applying what
was said above abouyt,1/n; to n2/1; we see thaw(n, + n2) = —1.

If 1is typical andig < r thenu = A + i1 + 12 is the next partition in the block of, while if 15 = r then
u = A+ n1 is the next partition in the bloc of. Therefore we have just shown, as claimed in sec. 4.3 that
SG, = —SG.

Thus, the two cases in eq. (C.1) corresponding to the pdrity can be simply written asg, = w(u/1)sG
if A <pandsg, = wW(u/A*)sG, if 1* < u becausav(u/1) = w(u/1*).

We do not know how to explicitly define the associates of atgiiveights for general osRRS).
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Abstract

We consider the partition function of the boundary OSp(2S + 2|2S) coset sigma model on an
annulus, based on the lattice regularization introduced in the companion paper. Using results for
the action of OSp(25+2|2S) and Br(2) on the corresponding spin chain, as well as mini-superspace
and small g2 calculations, we conjecture the full spectrum and set of degeneracies on the entire
critical line. Potential relationship with the OSp(2S + 2|25) Gross-Neveu model is also discussed.

1 Introduction

This paper relies heavily on the results of its companion [1]. In the latter work, we have defined a
lattice model which, we argued, is in the universality class of the OSp(2S + 2|25) coset sigma model,
and carefully studied the decomposition of the Hilbert space of the corresponding quantum spin chain
V®L under the action of the supergroup OSp(2S + 2|25) and its non-semisimple commutant B (2).
We shall now use these results to obtain information on the boundary spectrum of the model.

The paper is organized as follows. In section 2, various easily obtained results in the continuum
limit are collected. Section 3 deals with the weak coupling limit in the bulk. Subsection 3.1 tackles the
minisuperspace analysis, subsection 3.2 defines and studies the small coupling expansion around g2 = 0,
subsection 3.3 discusses the exact structure of the theory as g2 — 0 and subsection 3.4 compares our
perturbative approach with the one of Wegner formally extended to the OSp case. Section 4 exploits
the algebraic structures of the lattice model elucidated in the first paper to formulate two essential
conjectures about the boundary spectrum. Section 5 presents thorough numerical checks of these
conjectures. Section 6 discusses potential relationship with the OSp Gross Neveu models and our third
conjecture. Section 7 contains our conclusions.

All notations are consistent with those in [1]. In addition, some of the new notations introduced in
what follows are:

e 27g = g2, coupling constant of the sigma model

e Virp the chiral algebra obtained from the Brauer algebra in the continuum limit

2 Some immediate results for boundary partition functions in
the continuum limit

2.1 The periodic partition function

As discussed at the end of section 2 in [1], the periodic partition function of the OSp(2S + 2|2.5)
model on the annulus is obtained by calculating the supertrace of the appropriate power of the transfer
matrix, which translates geometrically by giving to all non contractible loops a weight two. This
partition function is thus identical with the one of the 6 vertex model. The continuum limit is well
known to be described by a free compactified boson with Dirichlet boundary conditions on either sides
of the annulus. This bosonic degree of freedom comes from the interpretation of the 6 vertex model as



a solid on solid model with height variables dual to the arrows. It is traditional to write the action for
this boson ¢ as:

:471'

with ¢ quantized on a circle of circumference 2w. Standard results show the relation between the
coupling constant g and the anisotropy parameter of the lattice model:

S i/d%(fw)? (2.1)

A = cosmyg (2.2)
so the case A = —1 corresponds ¢ = 1 and A — 1 to g — 0. The continuum limit of the partition
function is then )

~ .2
Zpp = EZCIW (2.3)
J

where j is integer for a lattice of even width, and j is half an odd integer for a lattice of odd width.
We have introduced the modular parameter ¢ = e>™" to describe the annulus where 7 = 2L, L is the
transverse length (so the hamiltonian or transfer matrix act on the space V®L) and 1/T is the length
in imaginary time (this 7" must not be confused with the transfer matrix, also denoted by the same

letter in what follows). 7 is the usual Dedekind function

n(r) =¢"* [ =g, (2.4)
n=1

We note however that the loop partition function for the OSp(2S + 2|25) model coincides with
Neumann boundary conditions in terms of the orthosymplectic vector field (Dirichlet boundary condi-
tions would turn into loops having open ends on the boundary). Therefore, the correspondence with
the sigma model is best understood by turning to the dual of the field ¢ whose action is

! /de(aﬂgo)Q (2.5)

:%

The partition function (2.3) can then be reinterpreted as the partition function with Neumann boundary
conditions

1 2
ZNN = " Z q% (2.6)
J

The identity of the partition function of the OSp(2S+2|2.S) model and of the free boson in this case
can of course be directly demonstrated at the level of the field theory. Indeed, the functional integral
over the fundamental OSp(2S + 2[2S) fields ¢*(7,0) can be formally evaluated by using an integral
representation for the constraint & (Jijcbigbj - 1). This leaves one with 25 + 2 identical bosonic, and
25 identical fermionic integrals, which cancel against each other, leaving two bosonic integrals. The
constraint can then be reintegrated, leading to the action

A= g [(E2l00)+ 0.0 @+ @R =1 (27)
From this we identify the Coulomb gas coupling
29 = g3 (2.8)
and ¢! = cos ¢, ¢? = sin .

2.2 The twisted partition function

In sec. 3.1 of [1] we have defined for the spin chain V&% a, so called, quasiperiodic partition function
depending on a supermatrix D € OSp(2S + 2|25) encoding the set of all possible boundary conditions.



Let us call twisted the subset of boundary conditions such that sdet D = —1. The simplest twisted
boundary condition is of the form

¢'(r,0+1)=¢*(r,0), P (1,0+71)=¢'(r,0), ¢'(ro+r)=¢(r,0),i#1,2  (29)

and the supermatrix D encoding it is in fact the reflection p described in [1].

The twisted boundary condition in eq. (2.9) defines a twisted partition function Z*¥ which can be
easily computed in the path integral formalism. This, again leads to the cancellation of 25 bosonic
integrals against the fermionic ones leaving the fields ¢'2. After a simple rotation by 7/2 in the
space ¢!2 one can see that the twisted boundary conditions in eq. (2.9) are equivalent to antiperiodic
boundary conditions for the field ¢ itself. The partition function for the compactified boson ¢ is

therefore:
= [det (—Ap4)]~Y/?

where Ap, is the Laplacian with Dirichlet boundary conditions in space and antiperiodic boundary
conditions in (imaginary) time direction:

tw _ 2n(7) _ n(7) _ oaps L 1/ oy
’ bo(r) nr) 1 T+ 4) H (2.10)

Note that this partition function is independent of w, ie of the weight of the intersections.

The fermionic fields in eq. (2.9) are periodic. One can as well consider antiperiodic boundary
conditions for fermions. Therefore we shall distinguish between the periodic and antiperiodic twisted
partition functions, the one in eq. (2.10) being periodic.

In the discrete loop model picture, imposing either periodic or antiperiodic twisted boundary con-
ditions amounts to giving a weight 0 to the loops winding the annulus an odd number of times. The
difference resides in choosing 2 or N := 4S5 + 2 for the loops winding the annulus an even (nonzero)
number of times.

2.3 The case w =0

In the case w = 0, loops do not intersect and the partition function can be easily computed. Noncon-
tractible loops can wind only once around the system and get a weight N for (anti)periodic boundary
conditions for bosons(fermions). The partition function can be written as

ad J? _ gG+1)?
Z = ZD]L (2.11)

Jj=

for an even lattice, while for an odd lattice, the sum runs j half an odd integer (and thus adding odd
and even widths gives the same sum for j half integer). Here,

sinh(25 4+ 1)«

Dj=——F-7-— 2.12
J sinh o ( )
and « is determined through D;/,, = N (= 4S + 2), the dimension of the fundamental. We then
find the number of (1,0) fields to be D; =1+ 2 cosh 2a = N2 — 1, a result indicating the underlying
SU(2S + 2|25) symmetry. Note that D1 = Dgygj + 5. The total number of h =1 fields in the open

boundary partition function is thus the sum of the number of currents and & 7 additional primary fields
in the rank 2 symmetric SU(2S + 2|25) tensor.
Note that the partition function for even lattice can also be written as

-2

Z=S(D; - D, 1)L (2.13)
;0 V()



with D_; := 0. Evaluating the difference of the two dimensions leads to the simple formula:

Z = %93 (iﬁ‘,zf) . (2.14)

The modular transform immediately follows:

o0

2= oy 2 1 (2.15)

where § = e~ + and exhibits complex exponents. These complex exponents can be traced back to
the complex electric charges in the free boson theory (2.7) necessary to give non contractible loops a
weight greater than two. It is not clear of course that the modular transform of the modified partition
function should have a useful meaning in the sigma model CFT: antiperiodic boundary conditions for
fermions in the space direction do not have to be included for consistency of the model (unlike say, for
the Majorana fermions of the Ising model).

There is yet another way of obtaining the partition function in eq. (2.11) at w = 0 if one knows:
i) the trace of the transfer matrix restricted to an irrep of the Temperley Lieb algebra and ii) the
decomposition of representations of Bp(2) into irreps of the Temperley Lieb algebra. According to
sec. 4.1 of [1], the partition function with most general boundary conditions (encoded in the matrix
D) can be written in the form

n=-—oo

27

Zp = strye: TP DO = Z SCA(D)XS\(T'B)a
A
where A= L — 2k, k= 0,1,..., scx(D) are OSp(4|2) generalized symmetric functions and x/ is the
character of the standard Bp,(2) representation Az (A). On the other hand, according to the discussion
in sec. 5.2 of [1], the standard module Ap(\), A+ m = L — 2k decomposes into a direct sum of irreps
Dy, (m + 21) of the Temperley Lieb algebra as

k
AL(N) ~ @D fan(m,m + 21) Dy (m + 21)
=0

where fy is the number of standard Young tableaux of shape A and n(m,[) are multiplicities. If ¢; is
the character of the Temperley Lieb irrep Dy (25) in the limit L — oo, then according to [3] (this is
discussed in more details below)
¢ — qUu+D?

n(7)
and, therefore, in the continuum limit the partition function of the dense intersecting loop model at
w = 0 becomes

¢ (TP (w=0)) =

qu _ q(j+1)2

e (2.16)

Z(D) = Z Z (Z fAsc,\(D)> n(m, 25)

je% m=25,27—2,... \A\Fm

In simple terms, huge degeneracies appear at this point. Indeed, since loop crossings are not allowed
(w = 0), different operators corresponding to different symmetries of the non contractible lines now
become identical.

3 Weak coupling results for the bulk theory

3.1 Minisuperspace on the superphere OSp(2S + 2|25)/ OSp(2S + 1|25)

The limit where g, — 0 of the bulk spectrum can be analyzed using a minisuperspace approximation.
Such a strategy has proved extremely successful in recent analysis of WZW models on supergroups in
particular [4, 5].



Indeed, consider the sigma model on a cylinder of circumference r or, equivalently, at temperature
T= % Doing a Wick rotation transforms the space into a basic circle o = o + r, while the imaginary
time runs to infinity along the axis of the cylinder. At small r - ie large temperature - it is reasonable
to neglect the fluctuations of the fields in the transverse direction, and replace the fields ¢?(o,7) by
&(r).

To be more precise, let us describe the problem in a hamiltonian formalism. In general, one
has to deal with wave functions ¥ which are functions of the field configuration at a given time (or
imaginary time), ¥[¢%(o)]. In the minisuperspace limit, these become functions of the o independent
approximation of the fields, ie functions on the target space itself. If the sigma model of interest is a
model on a (super)group, the wavefunctions become functions on that (super)group. The hamiltonian
becomes a differential operator on these functions.

To see how this works and fix notations, consider briefly the O(2) action

A=z [ @[@.0 + 0,6°) = 1 [ Pal0,07 (3.1)

with ¢ the angle of the vector ¢, quantized on a circle of circumference 27w. The minisuperspace
approximation should be valid in the limit of g large. This corresponds to small temperatures in the
XY model, ie the limit where the free floating vortex operators are strongly irrelevant.

So, in the minisuperspace approximation, the action in eq. (3.1)

1 L

95T 2 95T 4
=5 In° = 5 Aq.
Here II is the canonical momentum associated with ¢, the equal time commutator is [II, ¢] = 1/i and
Ay = d?/de? is the Laplacian on the circle. The hamiltonian H has eigenfunctions ¥, (¢) = €™
with eigenenergies F,, = g>Tn?/2. Again, this approximation should become good when g2 is large,
so these dimensions are small and accumulate near the ground state.

On the other hand, H reads, in the Virasoro formalism

yields the quantised hamiltonian

H

. c
H=2 T(L L——).
™ o+ Lo 2

The spectrum is thus, from the exact solution,

e2g? 0 1
E =2xT 7 4 —m? - — 3.2
" (47r T 12) (32

and coincides in the limit g2 small with the one obtained in the minisuperspace limit indeed. Note
that the central charge being a contribution of order O(1) to the spectrum should not be visible in the
minisuperspace approximation.

Let us now apply these ideas to the simplest non trivial model of our series, namely the supersphere
5312, We shall not dwell here on the subtleties related to rigorous definition of the supersphere as a
supermanifold in the sense of mathematicians. Instead, we prefer to define it directly as the coset space
5312 .= OSp(4[2)/ OSp(3|2).

To be more specific let us fix some notations. Let Bj be some Grassman algebra with a large
enough number of generators L. Consider the linear space C*2? over B composed of points X, which
can be parametrized by four even coordinates X = 2 € B, i = 0,1,2,3 and two odd coordinates
X*=n*eB,a=1,2.

C*2 becomes a supereuclidian linear space E*? if we endow it with a scalar product which is defined
as follows: for two points X, Y € C*? with coordinates 2%, n® and, respectively, y*, £ put

3
XY = XPJp Y = ' Ty’ + 0 Jap” =) a'y' + méa — ok,
1=0



where p,q = 0,1,2,3,1’,2'. To distinguish between even and odd components we introduce the grading
function | - | which is zero evaluated on even indices and one on the odd ones, e.g. |i| =0, |a| = 1.

It is then natural to associate to each X € E*? a point X* in the dual space by the usual index
lowering procedure X,, = X?J,, in such a way that the scalar product X -Y becomes X*(Y) = X, Y?
and to each endomorphism M of E*? the dual(transpose) M* by the correspondence Y = MX =
Y* = X*M*. In matrix components (M*) P = Mpq(_l)\qu\.

An element of OSp(42) is an element of End E4/? orthogonal with respect to the scalar product in
eq. (3.1), that is in matrix notations

M*M =1I. (3.3)
Note that, so defined, the supergroup OSp(4|2) is noncompact because it contains as a subgroup the
group Sp(2) ~ SL(2) of transformation of n® only.

The supergroup OSp(3|2) is then realized as the subgroup of OSp(4|2) stabilizing the line z°.
Therefore, a point on S has coordinates of the form X? = M?¥, for some M € OSp(4/2). One can
see from eq. (3.3) that the coordinates of the points X € 5312 satisfy the equation

3

XpXP = "(a')? +2p'n* =1, (3.4)
=0

giving the embedding of 31 into E*2. The solutions of eq. (3.4) can be parametrized as follows

' =n"(1—n'n? (3.5)
3

> () =1 (3.6)

=0

Note that one can introduce the spherical or Euler angles to parametrize the n’’s in the same way
as for the embedding of S? into R3. However, when the body of some component n’ vanishes, that
is b(n’) = 0, only the square of the soul of n is fixed by eq. (3.6), which is not enough to uniquely
determine the soul itself. Therefore, the parametrisation with spherical or Euler angles does not give
the full set of solutions when b(n’) = 0 for some i.

The infinitesimal distance element is obviously

3
dX,pdXP = 2(1 — n'n?)dmdnz + (1 — 2mn2) > (dn')?.
=0

Solving the constraints for n’, one can extract the metric tensor go, on S°I2.
Then, in terms of fields n*,n®, the S3? sigma model field theory action

3
1 )
A= 292 /d2 (E :(8H;E‘)2+28”1713H172> (3.7)

i=0
becomes s
1 )
A= 32 /d2 x (2(1 —n'n®)oum'oum® + (1 —2n'n?) Z(&Mn’)Z) . (3.8)
o i=0
The square root of g = sdet g, fixes the invariant measure on the supersphere dS%> = [(1 —

2m11m2)dn1dna)dS? in the path integral formalism, where dS® denotes the invariant measure on the
target space S® for the fields n'.

We shall use the isomorphism f : S — SU(2) to give a parametrization of (almost) all the sphere
S3. Thus, if n® are the coordinates of a point on S, then the corresponding element of SU(2) is
G = f(n° nt,n? n3) =n"+ Zi:l on®, where 0% are Pauli matrices.

Next, recall that there is an isomorphism g : SO(4) — SU(2)®SU(2)/Zs. Thus, if g(R) = GL®GRr
then the action of R on n'’s can be represented as f(Rn) = GLf(n)G%, where on the right hand side
we have a matrix multiplication.



In what follows we shall use the Hopf parametrisation of SU(2), which shall prove more comfortable
then the usual parametrisation with Euler angles

e cos e'€2 sin 1
G = (eig? sing e % icosp)’ (3.9)

with 0 < b(p) < 7/2 and 0 < b(&1),b(&2) < 2w, where b : B, — R denotes the body map. According
to the remark made before, the points b(u),b(£1), b(€2) = 7Z/2 are singular for the parametrization in

eq. (3.9).
Using the Hopf parametrisation of S we get

3
Z(@,mi)2 = %tr (0G1OG) = (0p)? + cos® u(061)? + sin? p(06:)*.

i=0
The classical minisuperspace hamiltonian provided by eq. (3.8) is then

_giT
2

1 1
H {2(1 + 0 )L + (1 + 2n'n?) (Hi +——TIIZ + Hiﬂ . (3.10)

cos? ju sin? ;1

To quantize this hamiltonian one has to write the evolution operator in the path integral formalism
and then derive the Schrodinger equation it satisfies by propagating the wave function for an infinites-
imal amount of time. A shortcut to the correct final result is the ordering prescription for coordinate
and canonical momenta yielding an invariant second order differential operator, that is the Laplace
operator on $3I2

1 - ~
G" I, I, — ﬁnagba\/gnb. (3.11)
For the parametrisation in eq. (3.9) the nonvanishing components of the metric tensor g, are

Gun =1=20"0%, gee, = (1=20"n")cos® i, gene, = (1—20"0%)sin® 1, g2 = (1—0'n?). (3.12)

According to egs. (3.11) and (3.12) the quantized hamiltonian becomes !

R Tag?
- _To
2

. 1 1
A3\2 = Tgi 7(1 =+ 771772)87;18772 + 577187]1 =+ 57726712 + 2(1 =+ 2771772)ASU(2) ; (313)
where Agy (g is the Laplace operator on SU(2) normalized to have eigenvalues j(j + 1) with j integer
or half integer
A o + 2cot 2 0 + ! e + Lo
= — cot 2 — — —.
SUR ™ 52 M(?,u cos? 02 sin? p O&3
Note that one can get the same quantum hamiltonian starting from the Laplace operator in E*12

o 0
0XP 0X4

(3.14)

A4|2 = Jqp

(3.15)
by first making the change of coordinates
X'=Ra', X*=Rn*,

where R = /X, X? and z%,n® are as in eq. (3.5,3.6), and then subtracting the radial part

" 0? 0
Baz =7 (82 5~ 7).

The operator A3‘2 is also the second order Casimir in the regular representation of OSp(4/|2) in the
space of functions on S3/2.

LAs it is typical for quantum mechanics, this hamiltonian is defined up to an arbitrary constant. This constant has
its origin in the arbitrariness of the measure of the regularized path integral.



It is easy to diagonalize H by hand. One finds the cigenvalues

T 2
E, = 2T¢2j? = %nz (3.16)
where j is the SU(2) spin, n = 2j is the SU(2) Dynkin label.
The eigenfunctions are of four types:
(L= nn" ) s (U e frs ' fo 2 2 f2 00 (3.17)

where the frjnm, are the (2j + 1) eigenfunctions of Ag(2) with eigenvalue j(j 4 1). They form a basis
of the left or right regular representation of SU(2).

The dimension of the eigenvalue space is, for j > 1/2, thus made of [2(j — 1) + 1]% + (25 + 1)?
bosons and 2 x [2(j — 1/2) + 1]? fermions, leading to a superdimension 2 independent of j, and a
dimension of 4n? 4+ 2, j > 1. In the j = 0 case there is only one eigenfunction which is a constant,
while in the j = 1/2 case there are two fermionic eigenfunctions n*, n? and four bosonic eigenfunctions
(1 —n'n?)GY, where G are the matrix elements of the SU(2) matrix in eq. (3.9).

The conformal weights in the minisuperspace approximation can be computed by identifying the
quantum evolution operator per unit of time e~ for a particle moving on S3 with the transfer matrix
qLO_ﬁ(jLo_i of the field theory sigma model. Form eq. (3.16) and the identification E,, = 47Th,, the
conformal weights in the minisuperspace approximation will be

h Gt gn?
" 8r 4

These are exactly the XY conformal weights in eq. (3.2) in the limit g, — 0.

Let us point in the end how a similar minisuperspace analysis can be carried out in the case of all
supergroups OSp(2S +2|25). The supereuclidian space E?512125 is defined as follows. For the sake of
notation, a point in C23+2125 is parametrized by the set of even coordinates X = 2%, i =1,...,25+2
and odd coordinates X¢ = n, XSt = 7% a =1/ ...,5". The scalar product between two points
X,Y € E?512125 with coordinates x*,n®, 7 and, respectively, y*, €%, £ is set to

2542 S
X Y= XpJquq = xiJijyi + ﬂa a[jgﬁ = Z xiyi + Z (ﬁafa - ﬂaf_a)~
i=1 a=1

The Laplacian in £25 +2125 i5 defined as in eq. (3.15) and the remarks made above remain valid for the
Laplacian Ajg )25 on the superphere §25+1125

~ 2 A
The quantised hamiltonian will be H = _%A2S+1|ZS and

Agsi12s = 1771772A25+1|0 + Agj2s — Dfp (3.18)
where 7% := am}”‘nﬁ, Agpas = Jaﬁanga,,a and Dy, := n®0ye.

We shall search for eigenfunction of the hamiltonian in the functional space Lo(S?9+1%25) =
Ly(S8?5%1) @ A(n), where A () is the Grassman algebra in the generators n®,7%.

Let S(z) denote the polynomial algebra in the variables x* and consider the natural filtration of
S(z), seen as a vector space, by the homogeneous degree of its elements

S(z) ~ P ™ ().

neN

Counting all monomials of homogeneous degree n is not hard to see that dim S™(z) = C3q,,,,. Clearly
the vector space S™(z) provides a SO(2S + 2) representation which is equivalent to a totally symmetric
tensor of rank n. Let $"(z) C S™(x) denote the vector subspace of harmonic polynomials. We shall



need the following well known facts

H"(x) ~ S”(x)/xzsn_Q(x) (3.19)
hO(") = dimﬁgsw\o =Cg5114n — Czs 14+n
SQS+1 @ﬁn (320)
neN

AQSH‘Obn(x) = —n(n+29)b,(x), bu(z) € H(zx), X>=1,

see [6]. Note that A, s+2|0 has the same eigenvalues as the SO(2S + 2) second order Casimir evaluated
on a traceless symmetric tensor or rank n, while hg(n) is the number of its independent components.
Therefore the SO(2S + 2) representation provided by the vector space () is equivalent to a traceless
symmetric tensor of rank n.

In order to generalize these results for the odd case consider the decomposition

25
A =@ N . (3.21)
m=0

It is most useful to exploit the fact that A" (n) provide a Sp(2S5) representation equivalent to a totally
antisymmetric tensor of rank m. It is well known that the representations provided by the action of
Sp(2S5) on antisymmetric tensors of rank m and 25 — m are equivalent for m = 0,..., S, see [7]. This
observation is at the origin of the following isomorphism of vector spaces 2

A ~ 5= N (). (3.22)

25—m

In particular this means that

dianp/\m( dlm/\ Cys, p=1,...,5—m. (3.23)

Let $™(n) denote the vector space of harmonic polynomials (with respect to the Laplacian Agg)

of homogeneous degree m < S. Then, using dimn2 A" %() = dim A" *(5), m < S one can prove
exactly as in the case of eq. (3.19) the isomorphism

m m—2
o= N [ A"
hi(m) = dim §™(n) = Cyy — Oy 2.
Note that hi(m) is the number of components of a traceless antisymmetric Sp(2S5) tensor of rank m.

Therefore $™(n) is an irreducible Sp(25) representation. The decomposition of Sp(2S) antisymmetric
tensors into irreps is reflected by the following relation derived from eq. (3.23)

N0 =9mm e 2 @..., m<s (3.24)

Using eqgs. (3.21,3.23,3.24) one finally arrives at the analog of eq. (3.20)

S
A0~ P (ﬁm(n) OO () @ - &n’STmMH™(n ) Z Cl*)/n* =™ @ 5™ (n),  (3.25)
m=0 m=0

where C[t] is the polynomial algebra over C in one indeterminate ¢. The Sp(25) second order Casimir in
A (n) regular representation is AO‘QS =1?Agj2s +2(S + 1) D, — D?. One can check that all n**$™ (n)

belong to the same eigenspace of A0|23 corresponding to the elgenvalue —m(m — 2S5 — 2) and that
indeed 327 _ (S —m +1)(Cgy — Cp72) = 225,

2This is more then an isomorphism of vector spaces, it is actually an isomorphism of Sp(2S) modules.



Now we are ready to search for the whole set of eigenfunction of H. From the remark made above,
the Laplacian A25+1‘2S is the second order Casimir in the left (or right) regular representation in

Ly(5%5+1128) Therefore, it commutes with the action of OSp(2S + 2|2S). This means that, for an
eigenvalue A of AQSH‘QS, the eigenvalue subspace Ly € Ly(S25t129) is OSp(2S 4 2|2S) invariant and,
consequently, admits a SO(25 + 2) x Sp(2S) invariant decomposition of the form 3

~ P dun Cl?/n*Em D @ 5™ () © H"(2), (3.26)

p,m,n

where d,,,, are multiplicities. This being said, the most appropriate ansatz for the eigenfunction of
AVERRIPY-RE

F(X) =g 2)fm(n)bn(x), fn(n) € 9™ (), bu(x) € H"(x), X* =1, (3.27)

where g(n?) = Zk o gxn**. Plugging the ansatz (3.27) into A25+1|25F(X) = AF(x) one gets a
recurrence relation

k
—4(k4+1)(S —m — k)grr1 = [(2k +m)? + Mgk + n(n + 25) Zgl
1=0
which ends with a polynomial equation of degree S —m + 1 in A
S—m
(28 —m)? + Ngs—m +n(n+28) > gp =0
k=0

with the solutions
Moo= —(m+n+2p)? p=0,...,8—m+1. (3.28)

If p # p/ then A2, # X' . This means that there are no multiplicities in eq. (3.26), that is all d,y,, = 1.
We have not succeeded to arrive at a compact analytical form for the coefficients g;. However, by
replacing n? with a complex indeterminate ¢, it is not hard see that the eigenvalue problem for g(n?)
is closely related to a, somewhat more familiar, eigenvalue problem

n(n + 25)

4t(1 = t)h"(t) —4[(m+ 1)t + S —m] ' (t) — [mQ + =T

}h(t) = Ah(t),

which has the same solution for eigenvalues and hy = g, k =0,...,S —m if h(t) = > po, hit".
It is interesting to see how the eigenfunctions F?, (X) = g&,,,(n?) fm (n)bn(z), X? = 1 corresponding
to the same eigenvalue A = AP . organize into a OSp(2S + 2|2S) representation. Suppose first that
—(S 4+ n)%. Then the decomposition (3.26) can be nicely represented in the form bellow

0
0 Fsin 1
o Fs_1 i1 . Fg 11 )
FS—Z,n+2 FS—2,n FS—2,n—2

0 1 2 3
FS—3,n+3 FS—3,7L+1 FS—3,n—1 FS—S,n—Zﬂ

The eigenfunctions in the same row(column) have the same Sp(25) (SO(2S5+2)) highest weight, which
decreases from top to bottom(left to right).

The eigenfunction FQ, at the top has the unique OSp(2S + 2|2S5) highest weight in Ly. In the
notations of our previous paper [1] this highest weight is A = d; + -+ + dg + ne; and is represented
by a one row Young tableaux of width S + n. The explicit form of the highest weight vector of L) is
FO (X)=n'...n%H[(x")"], where H : S"(z) — $"(z) is the canonical projection map 4. Even more
explicitly H[(z')"] = |z|"CZ (2! /|z]), where C5 are Gegenbauer polynomials. Moreover, the value of
the second order Casimir in the OSp(2S + 2|29) irreps g(A) with highest weight A is also —(n + S)2.

3Egs. (3.20,3.25) are, in fact, module isomorphisms.
4We have addopted the convention that n%(7%) have weight d(—04) and 2! has the highest SO(2S + 2) weight.
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Given that all other OSp(2S + 2|29) irreps with the same value —(n + S)? of the Casimir have higher
highest weights, we have proved that Ly is equivalent to g(A).

When A = —m?, m < S the Structure of Ly is the same as in the tableau above, except that the
highest weight vector is F2, =n'---n™.

The dimension of Ly can be computed as follows

S
dim Ly =Y > " (S — p—29)[ho(n + p) + ho(n — p)]
p=0 g¢q

S
I—p 1 2
= Z Cgsho(l -p) = Z Cgs Czs+1+z p Czsp 141— p}
p=0 p=0

2S oo 1 1
p q
7{ 2mi ZZC2SZPC2S+1+qu (zlﬂ - zll)

p=0 gq=0
dz (1+2)% 1 1 .
= i (1+2) - = sq (1),
273 (1 — 2)2942 \ 2+l -1
where we have supposed again that A = —{2, [ =n+ S and I is an even supermatrix which is identity

in the SO(2S + 2) sector and minus identity in the Sp(2S) sector. So, according to the discussion in
our previous paper [1] on the generalized OSp(2S + 2|2S) Schur functions sc,, we see that dim Ly is
equal to the number of components of a supersymmetric tensor of rank [.

The superdimension of Ly can be computed in essentially the same way

S 25
sdim Ly =Y ) (=1)57772hy (S — p — 2q)[ho(n + p) + ho(n — p)] = > _(=1)'Chsho(l — p)
p=0 ¢ p=0

_ [dz (1—-2)* 1 LY _,
) 2mi(1— 2252 Gt 1) T
Let us end this section with an illustration of how the OSp(4|2) supersymmetric tensors break down

into fields of the form (3.17). This is obvious in the case of the tensor of rank 1. The components of
the rank two traceless supersymmetric tensor are

P4 — XPXI _ lqu'
2

The eight fields n“ f;/ 1/2 oy D€, (3.17) correspond to the fermionic components %" = n%n‘. The bosonic
components ¥ can also be written in a manifest SO(4) x Sp(2) invariant form

. . 1 ... . 1 ... 1 .
¥ = (1 —-2n'n*nin? — 5(5” = (1-2n'n%) (n’nj - 45”) - Z(l + 2n'n?)sY.
The remaining component %% = J5%%(1 4 2n'»?)/2 is not independent because of the vanishing trace
condition. The same argument can be repeated in the case of tensors of higher rank. For instance the
traceless supersymmetric tensor of rank 3 is of the form

1
YPar — XPXIXT — E(ijqr + (_1)|p|\q|Xqur + X" JP9).

After some combinatorics one can prove that the nonzero components of the supersymmetric tensor of
rank [ = 2j can be written in an SO(4) x Sp(2) manifestly invariant way as follows

14 In'n?

Eil..~il—2il—1il _ (1 o ln1n2)5i1...iz—2iz—1il _ m

(Sil...il_25i1_1iz 4. )

Zilv--il—la —_ Sil...il,lna Eil-”il—Zaﬁ — 1"'177 77 S'Ll A QJQ,B
’ 2(1-1)
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where S%++~% are the traceless SO(4) tensors of rank [, that is the tensor form of the functions fgqm/.
In conclusion, for all OSp(2S + 2|25) cases the minisuperspace analysis gives the same spectrum
(3.1) with the same supermultiplicities and multiplicities corresponding to totally symmetric tensors.
Unfortunately, in the coset sigma model, there are many interesting fields whose dimensions tend to
integers as g, — 0. They are not captured by the minisuperspace approximation on the supersphere,
which appears thus less useful than in the WZW case. To proceed, we will consider the g, — 0 limit
from a slightly different point of view.

3.2 Perturbation theory in the OSp(4|2) sigma model

It is now most useful to recover the minisuperspace result of the previous section from a different
point of view, using standard conformal perturbation theory in the limit of small g, (for a very useful
discussion of perturbation theory in the O(2) case, see [8]).

To regularize the IR and UV divergences of the theory we use a square lattice of width L, spacing
a and a total number of sites A/. Then, one can exponentiate the term coming from the measure and
absorb it into the action to get

A= sz [ @20 70200 00 + (1= 202 [(O0)* + cos® w(062)? + sin® (06)"] (329

295 1,2 :
+ 3 [2n'n? — log(sin peos p)] ¢.

The role of the measure term in the effective action is to cancel the tadpole divergences of the theory.
The perturbation theory is performed correctly by rescaling the nonzero modes of the fields

n* (@) = 0"+ g-n"(x), w@)=p+gofi(z), &alz)= o + goéa(x)~ (3.30)

We shall treat the zero modes nonperturbatively.
In the limit g, — 0 all the fields decouple, and we get an action with a pair of symplectic fermions
and three bosons

= % /d2w{2(1 —'72)0R' 072 + (1 — 27'7%) [(01)2 + cos® (D)) + sin2ﬁ(8§2)2]}

+ 2N1 72 — N log(sin fi cos fi) (3.31)

Ao

coupled to the zero modes 7', 7% and ji. In the following we separate the zero modes contribution to
the path integral measure [dntdn?dudéidés] = g, [dntdi?dpdE dés)dift di?diidé, dés. Note that one can
rescale the dynamical fields

" = (1 - ﬁ1ﬁ2> W = =0, &= cosp(l—0'P)é, & =sinp(l - 7'7°)é

to eliminate all but one of the terms proportional to A/ in Ag coming from the measure. This is because
leaving the zero modes nonintegrated is equivalent, in the lattice regularization picture, to fixing the
fields in one site of the lattice.

Let us call partial the correlation functions computed without integrating the zero modes. For
instance the partial propagators are

(0@ (), = 1+ 7'7)G(x,y) (3.32)
)

(@) ), = —(L+27"7")G(w,y)
o 12
(6@aw), = 36w
o ~1-2
(6@)ow) =2 G,y)
* sin” [
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where

eth(z=y) 1 eth(z=y) 1 < e — y|
log ———

1
Gla,y) = —— ~-—S 8~ . (333
(@,y) VZ4—200sk1—2cosk2 v k2 2m L +’Y> ( )
k£0 k0

Here the sum is over all the quantized modes k # 0 in a box of volume V = L2. We have also used the
lattice regularization for

1 1 1
OG(z,y) = _Vzl vV 2
Y k£0

resulting from eq. (3.33), where 0 = —0,,0,,.
Rescaling the fields as mentioned above one gets the partial partition function

Z.(7", 7%, 1) o go (1 — 20" 7?) sin fi cos i det’™/*0) (3.34)

up to an arbitrary factor coming form the normalization of the path integral measure [dﬁldﬁ2dﬂdél dfg].
Here det’ O is the regularized determinant of the Laplacian with periodic boundary conditions in both
directions. Note the OSp(4|2) invariant integration measure on S*2 appearing in eq. (3.34). One can
choose the arbitrary constant in eq. (3.34) so that the full partition function

Zy o ga|53‘2|det/71/2D (3.35)

is equal to the partition function of a single compactified boson in the limit g, — 0. Here |S31?| = 472
is the volume of the supersphere S312. The correlation functions are then computed perturbatively
according to the formula

©0) = [ di*di? didé déa (1 — 27* %) sin i cos i (Oe~Aine)
[ ditdi?dédéa (1 — 27 7?) sin i cos fi (e~ A )

: (3.36)

by developping in powers of g, the term e~ it

Let us see how these conventions work on the example of the full two point correlation function
<771(x)772(y)>0 in the free field theory with the action Ag. The egs. (3.32, 3.34,3.35) give

(i) _ Jdntdp? (X —2n' )0t 1
0

Jdntdi?(1=2i'%) 2
and fd 1d 2(1 2 1 2)(1 1 Q)G( )
1/ NA2 n-dn” (1 =207 +1°7 z,y 1
= =-G .
(7' (@) (), Tardit (1 —2ie) 5G(@9)
Therefore 1
(0 @A)y = (7Y + 92 (0" @) (W)), = —5 (1 - 92G(w,) ). (3.37)
Higher order partial correlation functions can be computed according to the general rule
(' (@) @)n? (1) - 0P (), = — g™ ' 0P det | Innyy | (3.38)
+gn(1 +nﬁ1ﬁ2) Z €<7T)G(x17y7r(1)) G(xnayﬂ(n))
wE€Sym(n)
where we have set 7)) = :j—:j}i and 7;; = |z; — y;|. The lowest order term in eq. (3.38) is typical of

symplectic fermions [9, 10] while the second is the usual Wick rule for the dynamical components.

All correlation functions which might be of interest are between products of fundamental fields X?
in different points. Therefore, in partial correlation functions the fields &,, a = 1,2 will always appear
in the form

2
_ iféa 9o ~1-2 Z
= e exp (m(l —+ 277 n ) . O[kOllG(l'k, .'L'l)) (339)

*
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where all o’s are integers and by G(xy, xx) we mean G(xk, rx+a). The integration along the zero mode
€, imposes the classical “zero charge” constraint 3 = > a; = 0 for the nonvanishing full correlation
function. An immediate consequence of the zero charge condition is the dependence of eq. (3.39) only
on the regularized propagator Greg(,y) = G(x,y) — G(0,0) = 5= log @ independent of the IR cut-
off L. Finally, although one has to perform a nontrivial integration for the zero modes 7', 72, fi, the
two point function of vertex operators is as usual

(3.40)

<eia£a(1)e—ia£a(y)> _ ‘x—y‘ g .

0

Indeed, let ¢ = g2(1 + 27'7?)Greg(2,y). Then, making the change of variables u = 1 + tan? i and
integrating by parts one can bring the correlator in eq. (3.40) to the form

1 =1 73— N —c
Q/dnldnz(l —20'7) (e7¢ = eI'(0,¢))

where T'(0, ¢) is the partial gamma function. In order to integrate the fermionic zero modes we develop
I'(0, ¢) around the body of ¢. Then ¢I'(0,b(c)) shall not contribute to the final result and we are left
only with exponentials.

On the other hand the field p behaves quite differently. The main reason is the fact that p lives on
a segment 0 < b(f1) < m/2 rather then on a circle. The integration of the zero mode [i in the correlation
function of multiple vertex operators in p will generate a factor

b(/2) N ) .
I(B) = / dpi Sin(?ﬁ)ew” — > (1 + 6175).
b(0) 43

which is zero only for § € 4Z + 2, 3 # +2. Therefore, there is no zero charge condition for the
correlation functions of vertex operators in the field u. Moreover, the two point function of a vertex
operator is also different from eq. (3.40)

. . _ g —ga?
<ew¢u(o:)e—mu(y)>0 (1 + ga log |2 y|) ‘ €z y‘
a

Now, let us perturbate the free action Ay by the first order
Ay = —ga/d2 w{(ﬁlﬁz +0'7°) {87718772 + (01)2 + cos? [i(9€1)? + sin® [u(95)? — ;]

+ (1 —27'0%) sin ficos i (1 (9€1)” — (962)°] + a% cot(2/1) ﬂ} (3.41)

and second order
Aa = a2 [ @ad it o0t + @) + cos? w061 + sn? pl0ée)? - 5]
—sin(2) (7'9° + 7' 7°)2[(061)* — (06)°]

+ 51— 204) cos(2p) 72 [(06)” ~ (962)7)
— a281n22(2,u) ,12} (3.42)

interaction term in the action (3.29).

Because the way we compute correlation functions in eq. (3.36) is quite different from the usual
approach, it is no use in normal ordering exp(— A;y¢ ) in the numerator in order to cancel the perturbative
corrections in the denominator. Therefore, we need the corrections to the partition function Z; in order
to compute perturbatively correlation functions. There is no partial correction to Z; to the first order
in g,, that is (A1), = 0. The second order correction is Zs = Z, (3 A? — A2>0. In view of eq. (3.34), it

14



is not hard to see that only the first lines in eq. (3.41) and eq. (3.42) contribute to the full correction
after the integration of the zero modes 7', %%. Using integrals of the form (3.52)

W 2600

5 (A0, = (s} =

and therefore Z = 0.

We now have all the necessary ingredients to rederive perturbatively the minisuperspace result of
sec. 3.1 and go further in the research of new primary operators and their scaling dimensions.

Let us first illustrate how to perturbatively compute the scaling dimension of the six dimensional
OSp(4]2) multiplet. From eq. (3.37), we see that already in the free field theory Ag the fields n® have
the right scaling dimension g/4. We expect the correction to the order g2

—90 ((1'7°(y) + 7" (2)7%) A1), + 97710 <;A% - A2> (3.43)
0

to be some constant proportional to G(0,0). This is indeed the case because the first term in eq. (3.43)
vanishes and the two contributions

1 1 1 1 1
_9_9 2 2 1.2 + 90
SA2) == 9 — )Y (N=2)G(0.0 3.44
n <2 1>* 1957 7" sin™( 'u)(cos4ﬂ+sin4u>( 2) (0,0) (3.44)
N

sin?(21)

PP (—Ay), = 2020 (1 LV = 1) eot?(20) + ) ¢(0,0) (3.45)

add up to give —g27'72G(0,0) and we finally get
1
(' (@)r* (1)) = =5 (1 = 95 Gies) + 97 Go-

Let us compute perturbatively the scaling dimension h = g(l + %)2, for the highest weight compo-
nent 7' f}; of the OSp(4|2) representation of highest weight (1,2l,2l) described in the minisuperspace
approach in sec. 3.1. From the property of the tensor product it is clear that

1 .
Fara(m &, &) = fiéyi%(#a&,fz)ﬂ = 28 cos™ pu.
Separating the zero modes one has

4l2 2
95 (1 + ZﬁlﬁQ)Greg) %

cos? [i

<fllz[ﬂa51,fQ](f)fl_z,—z[Ha51352](31»* = exp < -

2l

20\ (21

X Z ( ) ( ) (=1)"* cos” ™ fsin® "% i {cos” g fisin® " goficos® gofi’ sin® " g, i),
7r,5=0 r s

where we have introduced the notations fi, i’ for ji(z), i(y) and Greg, Go, G for Greg(z,y), G(0,0), G(x, y).

The remaining correlator can be computed perturbatively by developping in powers of i

l l 45293 12
<fu[u7a,sz]<x>fl,l[u,sl,@](y»*:exp(— (1+2nn)Greg)>< (3.46)

cos? [i
X { cos? fi[1 + 21g2 (1 + 27'7%)Go] — g2(1 + 207°7%) cos™ 2 fisin® fi[21(21 — 1)Gg + 41°G] }

To integrate the zero mode fi one has to evaluate to the order a integrals of the type

+0(a?)
(3.47)

a ): L(2+1)r(z+1) {1_m+:+2a]

/2
2/ diisin fi cos fisin™ ficos™ i ex <—
| dpsinjicos fisin™ ficos™ fiexp T(E  9)

cos? [i
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which are easily computed by making the change of variables u = tan? i + 1 and then developping in
Taylor series. Putting everything together we finally get

1
<771(5U)772(y)f1lz [lh517fzK@fl_l,—z[ﬂv51752](11»0 = *Q(T [1 - QZQZGO - 93(21 + 1)2Gng] , 1>
+1) 2
Thus, we get the required scaling dimension already in the free theory.
The interaction terms will contribute to the partial correlation function with the term
A2
URIN <21 - A2> cos™
which gives after the integration of the zero modes the final result for [ > %
<771(33)772(3/)fllz [lh517fz](x)flfl,fz[/h51752](y)> = 34D (1= 922l +1)*Greg — g2 (20 + 1)Go] .
(3.48)
Repeating the same reasoning one can get the following result
. . +3 1+
< [1 + 23771(37)772($)] [1 + 2J771(ZU)772(?J)] fl:i:;l:l:% (x)f_l;%7_l;% (y)> =
£[1— g2(20 4+ 1)*Greg — (20 + 1)g2Go] (3.49)

for the correlation functions between the highest and lowest weight components of the remaining
SO(4) x SL(2) multiplets of the OSp(4|2) representation of highest weight (1,2[,2l). When j = 1 and
the choice of the sign in eq. (3.49) is minus, the factor 2 of g2Gy has to be corrected to 4 because of
the singularity in the gamma functions in eq. (3.47).

The perturbation theory in this section applies also to correlation functions between fields with
derivatives. We give below two examples of such computations, which will be used later in sec. 3.4
where we conjecture the scaling dimension of the most general fields.

Let us compute first the anomalous dimension of the field

' Dyt ... Dyt Dyt ... Dt (3.50)

where D;, D; are holomorphic and antiholomorphic derivations of arbitrary order. Although we
switched to holomorphic and antiholomorphic coordinates we do not consider the fundamental fields
to be either purely holomorphic or purely antiholomorphic. The field in eq. (3.50) is clearly a high-
est weight state for a OSp(4]2) irrep of highest weight A = 1™m*"+1 appearing in the fusion of the
(super)antisymmetric tensor of shape A.

In the free theory, the partial two point correlation function for the field in eq. (3.50) is

(n*Dii* ... Dpi*n® 'Dyi® ... Dpi® ') = (=)t (771772 +g2[1+(n+m+ 1)772772](;) Iy (3.51)
where I'g := (D17i' ... D' D17? ' ... Dyij® /). With the help of integrals of the type

(G13Ga3 — G12Ga3 — G12Gh3) + (3.52)

1
3273

N | =

/ (9MG($1, m)@NG($2, z)G(z3,2) =

it is possible to show that the correction to the 2-point function
—gan' / (Dipt . Dot Dy ' D " (0% () + 7 (2)? 1) = Oy ()i () ),
xr

coming from the perturbation —A; and susceptible to generate terms proportional to G, in fact, does

not. Obviously neither does %%. On the other hand, the perturbation —As induces a correction
go (=1t / (DAt D Dyip® ' D " () (2) 0y ()8 () <), (3.53)
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which with the help of integrals of the type

2,
/8G(a:1,J:)gG(xl,x)aG(xg,x)gG(xg,a:) =g lgs5, a<r
P (4m)3ri, 2a 2
is shown to yield the only relevant contribution
2nmg,G(—=1)" "' T, (3.54)

It is very important to notice that this contribution exists only if we consider both holomorphic and
antiholomorphic derivatives in eq. (3.50). Adding up egs. (3.51,3.54) we get an anomalous dimension

—%(2nm—|—n+m— 1) (3.55)

for the field in eq. (3.50). It is somewhat disturbing to observe that this expression is not the Casimir
of the OSp(4|2) antisymmetric representation A = 1"+ +! except m =n =0 and m = 0,n = 1 or
m=1,n=0.
It is not difficult to generalize the above calculus to find the anomalous dimension of the more
general field
' Dyt Dyt Dyt ... Dpit P(cos2p), 1 €N (3.56)

which is a components of the OSp(4/2) irrep A = (2] +1)1™*" appearing in the fusion of the tenbor of

shape A. In order to eliminate the problem of computing complicate integrals with factors exp _——= o

generated by the fields &1, &>, we have chosen the component fly[cosu, &1, &) = Pi(cos2pu), where
Py(cos2u) are the Legendre polynomials. The latter obey the composition formula

Py[cos(01 + 62)] Z PF(cos )P F (cos 8y),
k=—1
with associate Legendre functions P (cos6), see [6]. It can be used to get
Py(cos 2u) = Py(cos 2i) + 29, P/ (cos 21) i + O (g2 i)

useful in computing the partial 2-point function for the field in eq. (3.56) in the free theory
(=1 (nanPl(cos 21)* + g2 [1+ (n+m+ 1)7°i7>] Py(cos 201)°G — 4g27'7” Py (cos 2u)QG> To. (3.57)

With the help of the calculations leading to eq. (3.54), we easily get
2nmg;G(—1)"*"7' i P(cos 21)°Tg (3.58)

for the perturbative correction containing terms proportional to G. Finally, adding up eq. (3.57,3.58)
we get, after the integration of the zero modes, the anomalous dimension

%[4l(l+1)+1—2nm—n—m]. (3.59)

for the field in eq. (3.56). Notice that for m =n = 0 eq. (3.59) gives, as required, the scaling dimension
for symmetric tensors.

3.3 The structure of the theory as g2 — 0

The content of the theory as g2 — 0 can easily be found: a similar discussion was carried out years ago
in the context of sigma models in dimension 2 < d < 4 by Lang and Riihl in particular [11]. It is most
convenient for this to think of a lattice regularization of the sigma model. The basic field ¢'(x) is in
the vector representation and has dimension zero in the limit g2 — 0. Composite fields are obtained by
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inserting basic fields at neighbouring points on the lattice and sending the cut-off to zero, generating
in this way combinations of derivatives contracted into various ways. If one wishes to avoid derivatives
(and thus obtain fields with vanishing weight as g2 — 0), one can only build totally symmetric tensors:
this is the content of the minisuperspace result. Any kind of antisymmetrization requires, to obtain a
non vanishing field, to take a derivative and gives rise to a conformal weight of the form N + O(g2),
and thus an integer as g2 — 0. For instance, for the 12 representation, one needs to consider quantities
such as ¢'(z)d’ (y) — ¢’ (2)p'(y). Of course, as x — vy, these combinations all disappear to leading
order. A mnon zero contribution is obtained by considering derivatives, ie ¢'9,¢’ — ¢/9,¢" (in this
case, a component of the current), whose dimensions do not vanish in the limit g, — 0. To zero
order in g2, the dimensions of the other fields are obtained by elementary algebra. For instance,
lowest dimensional highest weight field in the totally antisymmetric representations 17 is of the form
nrontont ... 0ot~ ht if p = 21 — 1 and has an extra 0')' or 9'p! if p = 2I. Thus, its dimension
is hyp = [%], where [-] denotes the integer part. In general, to the Young diagram A we can associate
a traceless tensor composed of Young symmetrized products of ¢* in distinct points. After fusion the
components of this tensor become fields of dimension

ha(gs = 0) = ; |:)\4;2:|7

where A, is the length of column ¢ of A\. If the Young diagram A represents the osp(4|2) highest weight
A = bey + agex + ases then

% -
] L a2 —as] (3.60)

A

will be the lowest possible dimension of a field in the osp(4]2) irrep A.

Obviously, given the same Young diagram ), one can either use the derivatives of ¢’ in order to
build OSp(4/2) tensor fields of higher dimension or one can multiply the previous fields with OSp(4/2)
scalars, e.g. 0,0 - 0,¢. In this way the energy momentum tensor is a OSp(4]2) scalar field based on
the Young tableau ), the OSp(4|2) currents - on 12 etc.

In order to enumerate all the fields in a given OSp(4/2) irreps A, with the above tensor technique,
one has to know what are the irreducible summands of tensor representations. We shall be able to
bypass this problem in sec. 4.2 using the generalized symmetric function scy introduced in [1].

3.4 Perturbation theory revisited

Using tensor techniques to carefully organize the space of states of the OSp(4]2) sigma model, it is
certainly possible to extend the perturbative approach of sec. 3.2 to compute the anomalous dimension,
at order g2, of arbitrary scaling fields.

However, instead of doing so it is most inspiring at this stage to recall the calculations made
years ago in the context of O(N) sphere sigma models. Most of these calculations have been done
using renormalisation group techniques after the regularization of the theory in 2 + e¢ dimensions.
For instance, the dimensions of symmetric tensors (which we obtained through the minisuperspace or
perturbation theory) can be extracted from a paper of Brézin, Zinn-Justin and Le Guillou [12]. Their
calculation was extended to the most general case of fields involving derivatives in a seminal work by
Wegner [13]. In the latter reference, the most general fields are written in the form

50 S+ -
{ } ko Ao Mo Ur U Vo
TEY Ry tmy ) D im0} = Ty oo H1 (0% 9" ) U (0™ ¢-0" ) U (0" -0 ¢). (3.61)

Here ]! /" . is a traceless tensor of rank r = 7o + 74 + r— with ro underived fields ¢, 7
iy s

derived fields 9« (bpﬁ and r_ derived fields 97 ¢P5. In [13] Wegner claims that the tensor in eq. (3.61)
has a well defined scaling dimension if it is of shape A F r with respect to the indices {p}, of shape
p = s + ro with respect to {i,k} and of shape v F sy + r_ with respect to {j,}. Its anomalous
dimension is then

= Q

[(V = )7+ 2(N = 2)(s5 +5) +26(\) — 26 () — 26(v)], (3.62)
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where £ is a function defined on partitions equal to
1 .
EN =35 Z Ai( A\ — 20 +1).

Eq. (3.62) applies to arbitrary partitions A, y, v and has a nontrivial content even when the correspond-
ing O(N) scaling fields in eq. (3.61) vanish identically, that is A] + Ay > N. Given that both O(N)
and OSp(R|2S) groups leave invariant a certain symmetric scalar product, which plays a similar role in
their representation theory, and that this product defines the action of both sigma models it is natural
to expect that Wegner’s construction (3.61) of scaling fields and computation of scaling dimensions
applies to OSp(R|2S) sigma models if we let N = R — 25 in eq. (3.62).

Let now N = 2 and consider A = (2 + 1)1y =1™ v =1" s, = s_ = 0. Clearly there are
no O(2) tensors characterized by such A, p,v,84,s_ ift m+n >1andl>0orm+n>2and ! =0.
Nonetheless, the construction (3.61) yields a nonvanishing OSp(4|2) tensor for the specified values of
A 1, vy S4, s— and its anomalous dimension (3.59) is indeed in agreement with eq. (3.62). It is hard
to believe that the previous example is a mere coincidence and very tempting to conjecture that all
nonvanishing OSp(4|2) tensor scaling fields are of the form (3.61) and that their anomalous dimensions
are given by Wegner’s formula with N = 2. However, we believe that eq. (3.62) cannot always be
right, even in the case of O(N) models. For instance, if N =2, so = s; = s_ = 0 and ¢ is a traceless
symmetric tensor of rank [ > 0 then clearly this field is a descendant of the vertex operators et of
dimension h = gI?/4, which is different from eq. (3.62). It may be that the reason why eq. (3.62) is not
always correct originates in the fact that zero modes of transversal coordinates 7o, o = 1,...,N — 1
are neglected when considering a O(N) sigma model action of the form

1
A:—/@ﬂ'a 5a5+M ong, p=(mt,. .., 7N o =VI—Tama)
292 J, 1—mm

— Nyfly

and using the free propagator (7o (2)73(y)), = —g2G(z,y) in perturbation theory. The deficiency of
such an approach is already obvious when comparing the propagator <¢“(x)¢b (y)> at the critical point
either in 2 + € dimensions and arbitrary N or in two dimensions and N = 2, to the canonical form
it must have in a conformal field theory. The correct way to proceed would be to make a separation
of the zero modes in 7%(x) and then a rescaling of dynamical components as in eq. (3.30). However,
it is easy to understand that this error does not affect the computation of O(N) scalar correlation
functions and, therefore, the computation of anomalous dimensions for the scalar fields. For instance
{(p(z)p(y)) =1 — g2(N — 1)G(z,y) + ... in the approach above.
Thus, the result of [13] referring to the locality of O(N) scalars

(@m0-0m9), (9“6~ "9) (3.63)

when N = 2 must be correct. In eq. (3.62) we see that multiplication by such factors do not change
the anomalous dimension of a field. On the other hand, O(N) scalars mixing 9, 9

I (00 -0"¢) (3.64)

[0}

might have, according to [13], nonvanishing anomalous dimension when N = 2. The simplest of
nonlocal scalar fields is of dimension h = 4 — g and has the form

N(0¢ - 09)* = 2(0¢ - 0¢)(9¢ - ). (3.65)

It vanishes identically when N = 2, as expected, because all scalar fields in the O(2) sigma model are
local. In fact, in the O(2) sigma model all the descendants of a vertex operator are created by taking
derivatives of it and multiplying with scalars of the type eqs. (3.63,3.64). For the OSp(4|2) sigma
model, the field in eq. (3.65) does no longer vanish. Therefore, the way descendants fields are created
in the conformal field theory of the OSp(4]2) sigma model might be quite different. In particular the
anomalous dimension of a field would not depend only on the Casimir.
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Figure 1: In the XXX case the decomposition of the spin chain in terms of representations of SU(2)
and its commutant leads to a series of unconnected dots.

Without discussing this much further, it is time to stress that while we have been so far discussing
corrections to the bulk spectrum, what we are really interested in is the spectrum of the boundary
theory. It is likely that the boundary conditions corresponding to our lattice model are Neumann
boundary conditions in all directions. Note that this is a different situation from the case of WZW
models where the WZW term prevents, in string theory terms, the existence of branes that fill the
entire background [14, 15]. Here, we have one set of branes that seems to fill the whole coset - more
work devoted to boundary conditions in conformal sigma models would be required to clarify this
situation entirely. It is in particular not clear at this stage how to use bulk formulas for anomalous
dimensions in the boundary case, apart from the case of symmetric representations: couplings of 0 and
0 derivatives might have to be considered. We will leave this approach here and rely instead on the
lattice analysis.

4 Lattice approach to boundary OSp(4|2) sigma model

4.1 Block structure

We remind the reader of the most important conclusion in the first paper: the space V% on which the
quantum hamiltonian acts can be decomposed, for any L, into a series of blocks. To understand, in
more physical terms the meaning of these blocks, imagine first to study instead the XXX spin chain.
The space [C?]®L decomposes then as a sum of irreducible SU(2) representations times irreducible
representations of the Temperley Lieb algebra T7,(1). These representations can be indexed by a single
label, the spin j which we will take integer, corresponding to L even. A graphical representation of the
space decomposition is given in figure 1.

In the scaling limit, each representation of T (q) is argued in [3] to give rise to an irreducible
representation of the Virasoro algebra. Though this statement is not proved at the level of the full
action of the algebras, it is well established at least for the trace of gL°. The trace over the T} (q) irreps
D,(2j) reads thus
¢ — g’

n(7)

Meanwhile, in the continuum limit, modes of the current algebra connect the different Dy (25) repre-

Trp, (250"~ =
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A Virasoro
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Figure 2: In the XXX case the dots from figure 1 get connected through action of the KM algebra.

sentations, giving the Kac Moody character at level one:

o [e'e] n2
. _ q
(25 + 1)Trp, (25 qho /24 _
;0 L(25) Z n(r)

J n=-—00

This is illustrated as well on figure 2.

The two important things to stress here are that the spin chain decomposes as a direct sum of
irreducibles of SU(2) and its commutant, and that in the continuum limit a Kac Moody symmetry
arises.

Now for models such as ours, no Kac Moody symmetry is expected. The Noether theorem holds,
currents are conserved (at least in the bulk), and must give rise to a multiplet in the adjoint with
conformal weights (h,h) = (1,0) and another one with (0,1). But the detailed OPE’s of the currents
cannot obey the usual current algebra relations, as this would imply the presence of a Kac Moody
symmetry in the spectrum, which can be excluded here (at least for general values of g2) from a
detailed study of the degeneracies in the spectrum and comparison with predictions based on Kac
Moody symmetry. Presumably, the OPEs of the currents are plagued with logarithms, though few
examples of such OPEs are in fact known.

In any case, the absence of the KM symmetry is a major inconvenient in analyzing the OSp(4/2)
supercoset sigma model. On the other hand, the source of this complication might turn out to be
our salvation as well. Indeed, the spin chain in our case decomposes in a much more complicated
way than for the XXX case. Representations come into blocks, that is there are large (infinite in the
scaling limit) structures made of indecomposable representations of OSp(4/2) and of Brauer, which are
intertwined by the action of the two algebras. The situation is similar to the ones discussed in [3] for
the theories at ¢ = —2 and ¢ = 0 there: following equations (4.36) and (4.37) in our first paper, blocks
associated with atypical representations have the shape shown in figure 3.

This shape has the nice feature (indicative of an underlying cellular structure) that it is conserved
when the length of the chain is increased: only more nodes are added in the northeast direction, until
an infinite ladder is obtained in the scaling limit. To compare further with [3]: in the case ¢ = —2
they found only one block, while in the case ¢ = 0 they found one block, plus an infinity of irreducible
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Brauer , .

Figure 3: In the OSp lattice model case, representations within a block are all connected through
combined action of Brauer and OSp

representations not connected to the block. In the present case, for every value of k, we have a block
similar to the one in [3]. On top of these blocks, we have many typical representations which, like in
[3] (see figure 8 there) are isolated, and would be represented by single dots.

Now the crucial point is that chains such as the one we are interested in have the same algebraic
structure for arbitrary choices of the couplings (including the running coupling constant w), provided
they can be expressed in terms of the lattice algebra (here the Brauer algebra). Moreover, the objects
E, P being local must correspond in the scaling limit to local operators - and a particular combination
thereof to the stress energy tensor, which is clearly OSp(4|2) invariant. Hence one expects in the
continuum limit that representations of the lattice algebra become (for a detailed discussion of the idea
see [16]) representations of an extended chiral algebra (recall that a (“fully extended”) chiral algebra in
CFT is a maximal algebra of integer® -conformal-spin holomorphic fields that have abelian monodromy
and fusion rules) commuting with the global OSp(4|2) group symmetry and containing the Virasoro
algebra as a subalgebra. We will refer to this algebra as Virg, and discover some of its features as we
go along.

This leads us to the following two conjectures.

4.2 The two conjectures
It was shown in [1] sec. 4.3 that the spin chain V®% decomposes under the action of OSp(4[2) as

osp(a2) VEF = @ D (k)Gro ® @ dp(k,1)PGry @ @ dr,(N\)G(N), (4.1)
%

k,l X typ

where k = 0%,0,1,... is a label of the block By of OSp(4]|2), { =0,1,... is a label of the i{th greatest
weight in By, Dp(k),dp(k,1),dr (M) are degeneracies, Gy, are atypical irreducible, G(\) are typical
irreducible and PGy, are projective reducible OSp(4|2) representations.

5We pause here to recall that, like the ordinary Virasoro algebra appears in correspondence with the Temperley Lieb
algebra, “fractional supersymmetric” Virasoro algebras (containing generators with spin 1/k) appear in correspondence
with representations of the Birman Wenzl and related algebras in integrable models based on sl(2) spin k = 2s systems.
In the present case however, the identification of the g?, = 0 limit guarantees that only fields with integer dimensions can
appear.
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We assume that the space of states of the sigma model decomposes under the action of the global
OSp(4/2) symmetry in the same way as the spin chain Osp(4|2)V®L decomposes in the limit L — oo.
This means that, a priori, multiple Virasoro primary operators organize into OSp(4|2) representations 6
that are either irreducibles Gy, ¢ or projective covers PGy and typicals. Moreover, all states within
a block By give rise, in the scaling limit, to eigenvalues of the Virasoro generator Lg that differ by
integers, since they can all be connected through the action of Virg and OSp arrows. Hence the
conjecture

oo
Conjecture 1: Trg, gXo=¢/?* = qhk(gg) Z Dy.nq" (4.2)

n=0

with unspecified multiplicities Dy, ;. Put loosely, two representations within the same block must have
conformal weights that differ by integers or, equivalently, conformal weights come into towers of the
form: exponent of the base depending on g2 plus integers.

Of course, apart from these towers, we have the typical representations, which define blocks by
themselves. One can argue by the same argument that different Virasoro operators in the same typical
representation have highest weights that differ by integers.

The structure of the theory in the limit g2 = 0 can be carried out exactly as in sec. 3.3 with the
only difference that d¢ and 0¢ are no longer independent on the border. Therefore, for a tensor field
® of shape A the classical dimension is

he(ge =0) =) A1) (4.3)

In order to find out more about the scaling dimensions of the fields at the base of blocks it is useful
to notice the following. The necessary condition for two irreps to be in the same block B of OSp(4/2),
requiring the eigenvalues of the Casimir to be the same, is also sufficient. Based on the numerical
analysis of sec. 5 and the exactedness of the small coupling expansion for symmetric representations, it
is therefore tantalizing to suggest our second conjecture, which is stronger than the first and of course
compatible with it

2
Conjecture 2: ha(g2) = ha(g2 = 0) + g—;C(B), o e B. (4.4)
In other words, we suggest that the anomalous dimension of any boundary field ® in the block B of
osp(4)2) is exactly gC(B)/4.

The two conjectures can be put together to obtain a nice form for the partition function of the
sigma model. To fix some notations let J?, JijE be the generators corresponding to the even roots
2¢;, i = 1,2,3 of osp(4]2) normalized so that [J°, J5] = +2J5, [J,J7] = JO. Then, the generalized
untwisted partition function is according to eqs. (4.2,4.4) of the form

Zg(q, u,v, w) = tr eZﬂi(uJ?Jerqung)ngfc/24 — Z qgk2/4bk(q)chk(ua v, ’UJ) (45)
k

2
+) ¢ Hagi(@)chpa, , (u,v,w) + Y ¢?CNax(g)cha(u, v, w).
k,l A typ

Here ch(u,v,w) are characters of OSp(4|2) representations and by (q), ar.i1(¢), ax(¢) denote entire func-
tions in ¢ we will call branching functions. Under the change of sign u — u + 1/2 the characters in
eq. (4.5) become supercharacters. According to the discusion in sec. (2.1,2.2) and the fact that the
superdimension of projective and typical representations is 0 one has

Z4(q,1/2,0,0) = Znn(q), (4.6)

6Scaling fields with associate OSp(4|2) highest weights certainly belong to different Virasoro representations. This is
because the Virasoro algebra is, in the scaling limit, a subalgebra of the lattice algebra which is OSp(4|2) invariant.
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where Zyy is defined in (2.6). Let p be the outer automorphism of osp(4]|2). The generalized twisted
partition function defined with an insertion of p into the trace

27i(ud?+u IS +wJY)

Z (g, u,v,w) = tre g *p (4.7)

and has the same expansion as in eq. (4.5) except that OSp(4|2) characters are evaluated on D(u, v, w)p,
where D(u,v,w) is OSp(4|2) supermatrix with eigenvalues e*?7i eF2mi(vtw) o£2mi(v=w)  From the
discussion in sec. 4.1 of [1] it is clear that supercharacters of OSp(4|2) projective representations vanish
on p and therefore

Z5(q,1/2,0,0) = 2™ (q). (4.8)
Equalities (4.6,4.8) yield
_Oo_nﬁ 2 — 1 _ :oo_n—lqn2 :L
bo(q)—;)( DGy be@ =1-h() nz::l( D o= k2l

In order to find the explicit form of branching functions ap(q) and ax(g) from a lattice point of view
one would have to understand how irreps of the Brauer algebra decompose, in the continuum limit,
into sums of Virasoro irreps. Otherwise according to eq. 4.4 of [1]

Zg(q,u,v,w) =Y sex(D)xh(a), (4.9)
A

where x)(¢) is the contribution of the standard representation of the Brauer algebra Ap(X) to the
partition function in the continuous limit. If we recall that Ay, (\) was constructed by trace substraction
and Young symmetrization then scy(D)x} (¢) is the contribution to the partition function of all tensors
of shape A. Taking into account the two conjectures and the fact that tensor fields of typical shape A are
OSp(4)2) irreps, while tensor fields of atypical shape A contain only OSp(4]2) atypical representations
from the same block, we expect that

Xa(@) = 20(q) 2Vt Y " (4.10)
T shape A

Here zp(q) is the trace of ¢“0~¢/?4 evaluated on the space of OSp(4|2) invariant states constructed from
products of scalars (0"¢ 0™¢), T is a standard Young tableau of shape A with entries nr(e) € N in
every box € € A and ¢7 = [l ¢"7(9). The entries of T' denote the order of the derivatives of fields ¢
from which the tensor of shape A was constructed.

In preparation for a discussion to come in section 5 and to illustrate (4.10), let us compute finally
the partition function at the (formal) value g = 2 to the order ¢ The relevance of this exercise will
become clear in sec. 6. To the order ¢® we have

20(@) = VP (A+ P+ +2¢ +26° + 75+ ). (4.11)

Indeed, there is no linear term in zy because the only possible field at level 1 vanishes (¢pd¢) = 0. At
level 2 and 3 there is only one linearly independent field because of the constraint (¢p92¢) + (0¢dp) = 0
and of its derivative, etc. The typical

13,112, 21, 213, ..., 218, 2212, 2213, 2214, 31, 312
and atypical weights
{0,2%}0, {12,212, 313 )+, {1,221}y, {2,2%}s, {3}3
are the only ones with hy(g = 2) < 6. It is not hard to compute using def. (4.10) that
) q(r2+s)/2
Xh1+(0) = 20(0) [T = DT =

4+s/2 _ s+l
q (1-¢")
Xa25(4) = 20(q ErEIrE

(4.12)
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where we have introduced the notation (1—¢*)! := (1—q) ... (1—¢*). Putting together eqs. (4.9,4.11,4.12)
and x5 (q) = ¢° + ... we get

92
2

Zgeo = q V2 (14 6% + 17q + 38¢% + 84¢° + 172¢% + 325¢> + 594¢% + 1049¢* + 17964
+3005¢° 4+ 4912¢F + 7877¢% +...). (4.13)

5 Numerical analysis

We have investigated the validity of our two conjectures (4.2,4.4) numerically by a detailed study of
the hamiltonian Ha defined in eq. (5.1) of our first paper.

It is useful to recall that Ha was defined in the diagrammatic representation of the Brauer algebra.
In sec. 3.2 of [1] we have explained how to construct the standard representations Ap, (u), p b L—2k, k =
0,1,... of the Brauer algebra By, (2) and have explicitly given the action of B (2) on a basis of Ay (u).
We have implemented this construction numerically, thus, reducing the problem of finding the spectrum
of Ha to its diagonalization in each of the standard modules Ap(x). Once this is done, the results
have to be carefully interpreted, because only a subset of these eigenvalues actually appear in the
representation of Ha provided by the OSp(4|2) spin chain. These can be found among the eigenvalues
of Ha, restricted to the standard modules Ay, (1), which contain simple summands By, (u) allowed to
appear on V®L and enumerated in sec. 4.3 of [1].

According to eq. (4.4), the anomalous dimension of two multiplets of fields assembled in two pro-
jective representations, that are associate to each other, is the same. To test numerically this aspect
of the conjecture it is useful know the decomposition of V®% also as an osp(4/2) module. In order to
do so one has to modify eq. 4.36 of [1] by i) identifying associate representations and ii) decomposing
the self associate ones.

The scaling dimensions for the osp(4]2) fields in the symmetric representations being well known
from the 6 vertex model, we concentrate on projective representations only.

So, let i) P(A) # P(A\*) be associate projective direct summands of ggp(4j2)V®* paired up with
the Br(2) irreps Br(A\) and B (A\*) respectively. Here A # \* are OSp(4]2) associate highest weights
induced from the osp(4|2) highest weight A = 7 - A invariant under the action of the osp(4|2) outer
automorphism 7. The Young tableau notation for the highest weights of OSp(4|2) was introduced in
sec. 4.3 of [1]. Thus, the osp(4j2) V% direct summands P(A) # P(AX*) are isomorphic to P(A) and the
latter has to be paired up with By, (A) @ Br(A*) in the decomposition of Osp(4|2)V®L.

Now let ii) P(X) be a selfassociate projective direct summand of Osp(4|2)V®L paired up with the
Bp(2) irrep Br(A). Here A = \* is a OSp(4|2) highest weight induced from the distinct osp(4|2) highest
weights A, 7-A. Then, under the restriction to the proper subgroup of OSp(4|2), P(\) ~ P(A)@P(7-A).
Therefore, both Osp(4|2)V®L direct summands P(A) and P(7 - A) are paired up with Bp(A) in the
decomposition of g, (412) V",

To test the second conjecture numerically for a multiplet of fields assembled in a osp(4|2) represen-
tation P(A) we compute the lowest eigenvalues Ey (L), Ex-(L) of Ha in Ar(X\), Ap(A*) and then we
compare

L

Mg

sinmg
I—g

h)\’)\* (L) = <E)\’)\* (L) — Eo(L)>, Vs =
to eq. (4.4) with C(\) = C(A*) = C(A).

The efficiency of our program is such that Ha could be diagonalized only in the representation
spaces Ap(u)’s with L < 12. In this range, the quantities hy(L) tend to be strongly affected by finite
size corrections. This is obvious in the limit ¢ — 0 due to the vanishing of vs; and, perhaps, less
obvious in the opposite limit g — 1, where the finite size corrections (at least to the 6 vertex scaling
dimensions) are extremely slowly converging because of their logarithmic nature, see [17].

To extrapolate the functions hy(L) at L = co we have used the following form for the finite size
corrections

_ & 0N =0
=g {“*ngﬂ, CO) #£0°
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Figure 4: Empty rhombus, stars, triangles, full rhombus and boxes represent the raw values of the
critical exponents hy(L) for L = 3,5,7,9 and 11 respectively; the cross corresponds to extrapolated
values hy(00); the line represents the conjectured exponents.

Here we have implicitly assumed that least irrelevant operators in Ha have scaling dimensions 2+ O(g).
As will be seen from the figures, for the fields with C(\) = 0, the extrapolation “works better” if we
drop the logarithm.

Using various symbols, we have represented in the figures bellow the values of hy(L) for every
available width L < 12 and g = 0.1,0.2,...,1.0.7 To determine hy(occ) we used a least squares fit.
These values are represented in the figures by a cross. We also draw the conjectured dependence of
hx(c0) on g by a line.

Let us start our analysis with the two simplest typical OSp(4]|2) Young diagrams, that is 21 and
13. These are non self associate diagrams and, according to [1] sec. 4.3 their associate partners are
(21)* = 3221 and (13)* = 323. The convergence of raw values hy (L), the quality of the extrapolation
hx(o0) and the conjectured exponents are exposed in fig. 4. There are no extrapolated exponents in
the graph on the right in fig. 4 because there are only two available widths for the associate partitions.
Although the agreement with the second conjecture does not appear to be so impressive at the first
sight, it is worth keeping in mind that compared to Bethe ansatz calculations, the widths we use are
far smaller. On the other hand, the classical dimension are in very good agreement with eq. (4.3). As
shall be seen in the following, this is the case will all the graphs we present.

From our analysis of many typical Young diagrams of up to 8 boxes, which we do not present here,
we have made two interesting observations: i) hy(L) converges faster for larger partitions and ii) the
lager C'(\) is, the faster the convergence seems to be. We illustrate the observation i) and ii) in the
graphs on the left and, respectively, on the right in fig. 5.

We turn now to the analysis of nontrivial blocks of OSp(4|2) or, equivalently, Br(2). First let
us look at the trivial block composed of fields with vanishing Casimir. In order to keep the graphs
in fig. 6 clear, we have restricted to the partitions 12, 212, 313 and (212)* = 23, (313)* = 3212. As
one can see from fig. 6, the raw exponents hy(L) have a negligible dependence on g, as expected.
The agglomeration of points around h = 6 might be a little bit confusing because of the degeneracy

hos(92) = ha13(g2)-

"In the vicinity of g = 0 some hy (L) are not be visible in the figures because there are too far from hy (co)
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Figure 5: The symbols we use to represent points on the left graph have the same meaning as in
fig. 4. On the right, empty rhombus, stars, triangles, full rhombus and boxes correspond to hy(L) for
L =4,6,8,10 and 12 respectively. The cross and the line have the same meaning as on the left.
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Figure 6: In order to avoid the confusing agglomeration of points around h = 6 we have represented
for the partition 2% only hgs(12) (empty box) and hgs(0o) (untwisted cross). Other symbols keep the
same meaning as in fig. 5 right.
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Figure 7: The symbols keep the same meaning as in fig. 4.

To conclude our numerical analysis we show the scaling dimension for the first four partitions
3, 32, 321 and (3)* = 3% in a block with exponents depending on g.

Agreement with the two conjectures is clearly quite satisfactory in figure 4 to excellent in figures 5,
6 and 7 for g neither too close to 0 nor to 1. It is also perfectly clear that eq. (3.59) cannot explain the
numerical results for A = 2212, 212,313, 23,3221, 321, 3%.

We finally come to the point ¢ = 1. Things appear satisfactory at first sight. The conjecture
predicts only integer exponents for even sizes and exponents of the form N + 1/4 for odd sizes, in
agreement with the known result. The conjecture also predicts exponents hi»(g = 1) = %, which can
be established directly at ¢ = 1. Nevertheless, more subtle details do not match. For instance, the
exponent of A = 212 appears to have in fig. 6 a constant value hoq2 = 3 on the whole critical line, which
is in agreement with the second conjecture. On the other hand, as was explained in sec. 2.3 there is
an exact degeneracy hy(L) at g = 1 for all A - m. Given that for a one raw partition A we know for
certain that h,,(0o) = m?/4 one would expect, in particular, hoj2(g = 1) to be equal to 4, which is not
the case: for any g < 1, ho12(L) appears to convergence toward 3 in fig. 6.

A closer look shows that requiring continuity of the spectrum of exponents at g = 1 requires giving
up both conjecture 1 and conjecture 2. The numerical results and the internal consistency of the
approach suggest rather that the point g = 1 is in some sense singular, and that some of its exponents
(roughly, those of mixed tableaux) are discontinuous at this point - that is, limits w — 0 and L — oo
do not commute in the lattice model (this is suggested by the bare numerical data as well). Note this
is exactly what happens at g = 0 (w = oco) where the lattice model is entirely frozen and all critical
exponents - when formally defined through finite size scaling say - vanish, but the limit g — 0 is well
defined, and different.

The presence of a singularity at ¢ = 1 may not be so surprising if we notice that in the lattice
model, the point w = 0 (as well as the point w = c0) corresponds to a larger symmetry (OSp enhanced
to SU, where the spectrum is organized according to representations of the Temperley Lieb algebra,
unlike the full Brauer algebra which appears generically. In dense intersecting loop models where the
fugacity of loops is N < 2, a similar singularity also occurs at the point w = 0. In that case however,
the w > 0 phase has less interesting features than for the case N = 2, while the operator coupled to w
is relevant. Here, the value g = 1 corresponds to some operators becoming marginal.
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6 Relation with the GN model and another look at the con-
jecture

The value g = 1 plays for the 6 vertex model a role similar to the Kosterlitz Thouless point for the
O(2) model; beyond the value w = 0, the 6 vertex model enters a massive phase, and has no longer
a continuum limit of interest. We can however perfectly well continue our formula beyond g = 1.8
In the case of the free boson, the result still describes the partition function of a well defined theory,
which would be obtained as the continuum limit of a lattice model where “the bare fugacity of vortices
is turned to zero”. Similarly, it is natural to expect that the OSp coset sigma model can be defined
for any ¢ (note that for S > 0 the supersphere has trivial homotopy). We observe now that if we set
g =2 or g2 = 47 in our conjectured formula, we obtain, parametrizing now the Young diagram by the
lengths n1,no of the first two rows and b for the first column

n? n3 b—2
(9=2) st ot
ni

This formula has an appealing physical interpretation. Indeed, consider now the OSp(4|2) GN model
2 4
d°x i o i 8. 5 i 2
S = / o [Z YLOVL + YROVR + 280071 + 2BrROVR + goN (quwR + Bryr — ’YLﬂR) . (6.2)
i=1

The central charge of this model is of course ¢ = 1 (with a contribution of 2 from the fermionic sector
and —1 from the bosonic one). Its beta function vanishes identically, just like in the case of the coset
sigma model.

Consider now the free point gy = 0 where the theory reduces to four Majorana fermions and
a (v system. The O(4) acts on the fermions here, and the Sp(2) on the bosons, in contrast with
the supersphere sigma model where the O(4) acts on the bosons and the Sp(2) on the (symplectic)
fermions.

In the free theory, the basic fields 1%, 3, v all have dimension h = %7 and they live in the fundamental
representation. It is easy to organize all the fields of the theory in terms of representations of the
global OSp(4/2) symmetry by means of Young diagrams.” Consider a Young diagram of shape A. To
build a tensor corresponding to A one has to proceed as in the case of the sigma model, that is to
super(anti)symmetrize indices ° in a row(column). In this case, however, even indices correspond to
fermionic fields ¢* (in different points), while odd indices correspond to bosonic fields 3,~. Therefore,
the components of a tensor of hook shape A = n1ny1°72 ny = (ag + a3)/2 + 1, ng = |ag — as|/2 + 1
corresponding to an osp(4|2) highest weight A = bej +asea+ages acquire, after the fusion, the dimension

% % (b+ ny +ng — 2) + nl(n; 1) nQ(nZ 1)
which is exactly eq. (6.1). This is, of course, the lowest possible dimension for a multiplet of osp(4/2)
fields in a highest weight representation A. All other fields with the same symmetry A have dimensions
that differ by the previous one by integers. They can be constructed in two ways: i) instead of taking
the fundamental fields themselves in order to build tensor one can take as well their derivatives ii) one
can also multiplying the previously considered fields with osp(4|2) scalars, e.g. 'O + 30y — vI3.

Thus we propose that the continuation of the sigma model to g = 2 coincides with the GN model
at gon = 0, which is nothing but the OSp(4]2) WZW model at level k = —1/2.11

81n the approach of [18] this continuation seems possible as well.

9We do not pretend that traceless tensors correspond to OSp(4|2) irreps. We only use the fact that a (traceless)
tensor of shape A necessarily contains the OSp(4|2) irreps of highest weight A and, if A is atypical, it might also contains
irreps representation of highest weight p < A.

10The indices correspond to the basis vectors 1%, 3,7 of the fundamental representation of OSp(4/2).

1 The fermionic fields ? in eq. (6.2) clearly provide a free field representation for so(4)1 =~ sl(2); @sl(2)1. The level of
the sl(2) free field representation provided by the fields 3, can be derived from the normalization of the osp(4|2) even
roots: (2€1)2 = —4, (2e2)? = (2€3)% = 2.
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To check this further, let us observe that the full organization of the fields in the WZW can be
obtained more explicitly by analyzing the characters of the current algebra in this theory. One finds two
representations {0}, {1} for the affine superalgebra based on the trivial and fundamental representations

of osp(4]2), with characters x1o},113 (7, u, v, w) = tr{oy {1} qLo—e/24e2mi(uly vy +wy)

Xq03 (1w, v, w) = xg () b
1
1

o 2 ()X (

—1/2
T 0)xh(mw) + x; VA u)x
X{l}(Ta U,’U,’lU) = Xo 7, % T,

i (rw) +xy A

Here the x( ; are affine characters of s1(2):

~1/2 i 77(7—) 1 1
Xo (Tu) = 2 {94(7, u/2)  03(T, U/Q)]
~1/2 . 77(7—) 1 1
xp () = 2 {04(7', u/2)  O3(r, U/Q)]
Xo(T, u) = 03572(:)@
o 02(27_a u)
) o (6.4)

In order to compute the supercharacters one has to insert (—1)” ! into the trace, that is formally make

the shift u — « + 1/2. Imposing periodic boundary conditions for both fermions and bosons yields a

supertrace partition function. Evaluating the characters in eq. (6.3) with u = 1/2, v = w = 0 we get,
as expected from sec. 2.1, the partition function of the compactified boson at g = 2.

Moreover, let p be the outer automorphism of osp(4]2). Then one can define twisted characters via

X{0y, 1y (75w, v, w) = trioy (13 gho—e/ 2 2mitull v i w i) (6.5)

Noticing that p acts only on the so(4) Dynkin labels it is not hard to prove that the osp(4|2)_1/2

twisted characters in eq. (6.5) are given by the same formulas (6.3) except the so(4); characters are
now replaced by their twisted versions

05 (41, v + w) 0o (47, v + w)
n(27) n(27)

Here again, evaluating the osp(4(2)_;/, twisted characters at u = 1/2, v = w = 0 we get, as expected
from sec. 2.2, the twisted characters of the compactified boson xt{vov} (1,1/2,0,0) = n(r)/n(27) and
X?{} (7_7 1/2> 07 0) = O

Adding up the two affine characters in eq. (6.3) and developping in powers of ¢ in the point
u=v=w =0 we get the partition function

X0 (7, v)xo (T, w) — , xa(mv)xa(rw) —

Zygo = q ?(1+ 642 + 17 + 38¢2 + 84¢> + 17297 + 325¢> + 59497 + 1049¢* + 179647
+3005¢° +4912¢7 + 7877¢% +...), (6.6)

which is in agreement with eq. (4.13), and weighs strongly in favor of our identification of the point
g = 2. This in turn provides another look at the conjectures. Indeed, instead of thinking of the critical
line as a supersphere sigma model with running coupling constant g2, we may think of it as a GN
model with running coupling constant go . The deformation of this model away from the WZW (free)
point is a current current perturbation, for which methods of conformal perturbation theory can be
applied somewhat more comfortably than in the sigma model case.

We start by writing generally the current algebra as

7 0(0) = o 4 oo T (6.7
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where the Greek labels take values in the adjoint. The 7’s and the f’s characterize the algebra, and
one has the usual relations

naﬁ =(-) [a] (8] nﬁa

fgﬁ = _(_)[@][ﬁ] fff’t
foz['}'y _ féOt,B,r](;’y

na5n57 =47, (6.8)

A crucial property of OSp(2S5 + 2|25) is that the Casimir in the adjoint vanishes:

n#Vfgpfﬁa = [ngﬁg = f”gpf,ucr'r = Cadj5£ =0. (69)

This can also be used in the form f,o,f#” = 1,-Caqj = 0. Another crucial property is that in OSp(2S+
2|2S5) there is only one invariant rank three tensor, the structure constants f#*# (in other words, every
invariant in the 3-fold tensor product of the adjoint is proportional to f). Using these features, it
seems possible to argue that, exactly like in the case of the PSL(2|2) sigma model [21, 22, 23, 24], the
perturbation theory away from the WZW point is abelian, and leads to corrections to the exponents
proportional, to all orders, to g — 2 times the Casimir. In other words, we expect for the GN model

that

2 _4nm
ha(g2) = ha(g2 = 2) + 92

which is identical with our second conjecture. This leads us to our third conjecture

C(®) (6.10)

Conjecture 3: The spectrum of the boundary OSp(4]2) sigma model coincides
with the spectrum of the boundary Gross Neveu model (6.10). (6.11)

Finally, note that, while for g < 2 then the identity field (¢¢) = 1 has the lowest scaling dimension
hy = 0 among all allowable states of the theory, in contrast, as soon as g > 2 the scaling dimension of
tensor fields of shape 1P get arbitrarily large and negative for p big enough, and the model presumably
becomes unstable. Therefore, the point g = 2 has to be the end of the critical line of the sigma model.

7 Conclusion

This work can be summarized in our three conjectures (4.2,4.4,6.11). For each of these, we have given
a more or less complete list of arguments and verifications - including numerical ones. Going beyond
this, at the present stage, entails considerable difficulties, which we postpone for future work. One of
the most obvious questions to tackle would be the nature of the boundary conditions inherited from the
lattice discretization, the full lowest order calculation of the anomalous dimensions, and the control of
higher order calculations, which, according to our analysis should vanish for all representations, and not
only the fully symmetric ones. Another very important question that requires further understanding
is the nature of the algebra we have called Virg, which appears as the natural continuum limit of the
Brauer algebra.

An interesting output of our work and our first conjecture is that the boundary spectrum is deter-
mined by the Casimir decomposition of the spectrum at the g = 0 (or, if the third conjecture is correct,
at the WZW point g = 2). This points to a special role played by the Casimir algebra in the continuum
limit, which is not obvious from the consideration of conserved quantities in the continuum action of
the model [21], but, as we have explained, quite natural from the lattice model point of view.!? It seems
natural to expect that further progress will come from investigating this question more thoroughly.

12Recall that the Casimir algebra is the algebra which commutes with the horizontal part g of the affine Lie algebra §
in usual WZW models. It contains the (enveloping algebra of the) Virasoro algebra, but is much bigger in WZW models,
since it also contains for instance the modes from the higher order singlet fields under g built out of the currents [19].
This is very similar to the observations made in [24]. The characters of this algebra appear in general as branching
functions in expansions of characters of the affine algebra § into characters of g. They are not the same as the characters
of the algebra generated by the Casimir fields, though the two are related in an involved way [20].
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We identify a new line of conformal field theories in the dense polymer problem where 6 legs crossings are
allowed. This line has ¢ = —2 and is described in the long distance limit by conformal sigma models of the
type U(n + 1|n)/U(n|n) x U(1) (here n is an integer depending on the observables under study in the SUSY
formulation). Our identification leads to the proposal of an exact formula for the £ legs boundary polymer

exponents, hy = %

o

22, g2 the sigma model coupling (which depends on the weight w of intersections), and

opens the way to tackling the sigma model using lattice techniques.

PACS numbers: 03.65.Vf, 03.67.-a, 64.70.Tg, 24.10.Cn

The relationship between conformal field theory and geo-
metrical critical problems in 2 dimensions has a long and ex-
tremely fruitful history. Starting with the exact calculation of
critical exponents for wide classes of problems such as perco-
lation and polymers in the mid eighties, it culminated recently
with the determination of full probability distributions and the
uncovering of SLE structures, which gave birth to an entire
new field of mathematics [1, 2].

The key ingredients in all these developments center around
loop models, that is, typically, grand canonical ensembles of
self avoiding mutually avoiding loops where fugacities are as-
signed to edges and loops. The relation with conformal field
theory can then be understood through the reinterpretation of
the loops as walls in a solid on solid interface model [3], which
is closely related with the Dotsenko Fateev Coulomb gas [4].
The relation with SLE and probability theory comes through
the reinterpretation of loops as interfaces [1, 2].

In both reinterpretations, the self avoiding constraint is of
course crucial. This gives rise to the question of what might
happen in more general models where loops can have some
amount of intersections and overlaps.

In the so called dilute case - a typical example of which
is self avoiding walks - it is well known in fact that allow-
ing intersections (hence obtaining what is called self avoiding
trails) does not change the long distance properties [5]. In the
so called dense case - a typical example of which is dense
polymers, to which we will get back soon - it was realized a
few years back that allowing intersections had a very drastic
effect, taking the models to different universality classes [6].
The latter however share many features of ordinary Brownian
motion, and do not seem to exhibit new families of critical
exponents.

From a different perspective, the field of conformal field
theory entered a new phase in the last few years with the de-
velopment of the AdS/CFT conjecture. Crucial to this conjec-
ture are the properties of strings propagating in some specific
backgrounds, which, once reinterpreted as world sheet field
theories, give rise to sigma models on supertargets. The as-
pect most important for the present work is that, once super

group targets are allowed, new kinds of conformal field theo-
ries are obtained, which exhibit continuous symmetry, but not
Kac Moody symmetry [7, 8]. An archetypal example is the
principal chiral model on the supergroup PSL(2|2), which
is expected to be massless for a large range of values of the
coupling constant g2. Recall that for ordinary groups such
as SU(2), the PCM exhibits asymptotic freedom and sponta-
neous mass generation. It can be made massless by the intro-
duction of a topological term, and then flows to the SU(2)
Wess Zumino Witten theories [9] .

While for WZW theories the presence of a current algebra
makes the model easily solvable, no such algebra is known to
exist in the PSL(2|2) and similar other cases. Compounding
this with the lack of unitarity (the central charge here would
be ¢ = —2) and logarithmic features makes the model a very
difficult CFT to solve indeed [10].

Interestingly this situation is not unlike what is was in the
early nineties when logarithmic CFTs were discovered. In this
case, the study of so called symplectic fermions, which led to
the understanding of many crucial features such as the emer-
gence of indecomposable representations of the Virasoro al-
gebra etc, was spurred by attempts to describe the properties
of dense polymers [11].

We will show in this paper that allowing crossings in
dense polymers does in fact give rise to close cousins of the
PSL(n|n) models, here the sigma models on the superprojec-
tive spaces U (n|n)/U(n—1|n)xU(1). This identification has
several crucial consequences. It gives access to properties of
the sigma models both numerically, and, potentially, analyti-
cally using the techniques developed in [26]. It also unravels
a new line of conformal field theories at ¢ = —2, with contin-
uously varying exponents for the geometrical problem.

The universality class of dense polymers is generically ob-
tained when one forces a finite number of self avoiding loops
or walks to fill up a non vanishing fraction of space. When
that fraction is exactly equal to unity for finite systems, one
obtains objects such as hamiltonian walks etc, which are of-
ten referred to as fully packed loop models. In this special
case, there is such a strong dependence on the underlying lat-



FIG. 1: An example of configuration for non intersecting dense
loops. Here boundary conditions are free in the horizontal (space)
direction and periodic in the vertical (imaginary time) direction.

FIG. 2: The alternating (J, (] representations can be interpreted in
terms of a lattice orientation.

tice, that universality is not guaranteed [13]. Nevertheless it is
known that if one considers loops filling up the square lattice
and avoiding each other at vertices - such as represented on
figure - their properties are within the generic dense polymer
universality class.

The field theory of dense polymers is well known, and we
will have opportunity to recall it shortly. In particular, the cen-
tral charge is ¢ = —2. It was discovered a few years back [6]
that if one allows four legs crossings the model flows to a dif-
ferent universality class with ¢ = —1, and trivial geometrical
exponents. There is a simple reason to expect that four leg
crossings play a crucial role here: the two possible splittings
at every vertex are equivalent to considering that the lattice is
oriented as represented on figure . Configurations with four
legs crossings render this orientation impossible, indicating
that a crucial symmetry is broken.

To identify this symmetry we need to get into a bit of al-
gebra [25]. We consider and a transfer matrix propagating
vertically. The edges each s carry a Zo-graded vector space
of dimensions m + n for the even (bosonic), n for the odd
(fermionic), subspace (n > 0 is an integer). This space is cho-
sen to be the fundamental of the Lie superalgebra gl(m +n|n)
for ¢ even (arrow going up), and its dual for ¢ odd (arrow go-
ing down). The transfer matrix acts on a space which is the
graded tensor product of these V;. We label edges from i = 0,
..., 2L — 1 for a system of width 2L . For ¢ even we have bo-
son operators b b [b¢ Al | =608 (a,b=1,...,n+m),

i° Yia’ Y10 Y5b

2

and fermion operators f, fiTu, {f&, fjﬂ} = 005 (o, B =1,
..., n). For ¢ odd, we have similarly boson operators bias B?T,

[bia, EET] = 57;j<52 (a,b=1,...,n+m), and fermion operators

Fios o AT i 31} = =016 (@, 8= 1,....., m). Notice the
minus sign in the last anticommutator; since our convention is
that the T stands for the adjoint, this minus sign implies that
the norms of any two states that are mapped onto each other

by the action of a single f,,, or ?;XT have opposite signs, and
the “Hilbert” space has an indefinite inner product.
The supersymmetry generators are the bilinear forms AR

a1’

f;fa ff , bja ff , fjabli’ for i even, and correspondingly —Bffgm,

?imfm, fﬁﬁgm, Effﬁa for ¢ odd, which for each ¢ have the
same (anti-)commutators as those for ¢ even. Under the trans-
formations generated by these operators, bza, f;ra (7 even)
transform as the fundamental (defining) representation V' of
gl(n + m|n), E?T, 7;” (¢ 0dd) as the dual fundamental V*
(which differs from the conjugate of the fundamental, due to
the negative norms). We always work in the subspace of states

that obey the constraints

bl b¢ + fLFE =1 (ieven), 1)
b — 7 F = 1 (i 0dd) )

(we use the summation convention for repeated indices of
types a or a). These specify that there is just one particle,
either a boson or a fermion, at each site, and so we have the
graded tensor product of alternating irreducible representa-
tions V, V* as desired. In the spaces V* on the odd sites,
the odd states (those with fermion number —?:”7“1 equal to
one) have negative norm.

The transfer matrix describing dense polymers at criticality
is constructed as follows. First we note that for any two sites
i (even), j (odd), the combinations

b?gja + fia?j(w B?Tb;‘ra + ??Tf;a (3)

are invariant under gl(n + m|n), thanks to our use of the dual
V* of V. Then the transfer matrix acting on sites ¢, ¢ + 1 with
i even is

Sat ot
T =1+ x(biﬂb;ra + fi+1f;a)
X (b§biy1,a + ff?i+1,a)’ 4)

while for 7 odd

—-af —aft
Ti = 1+IL’(bl bj+1’a+.fi f';r+l7o¢)
X (b;'l+15ia + fﬁkl?za) (5)

where © measures the anisotropy between horizontal and ver-
tical splittings on the critical line. The complete transfer ma-
trix is T = Th13---Tor 1115 ---Tor_o. By taking ei-
ther of the two terms in 7; for each vertex in the graph,
the expansion in space-filling loops mentioned above is ob-
tained with the appropriate factor for each vertex, and a factor



(n +m) —m = str 1 = m for each loop. The latter is equal
to the supertrace in the fundamental representation (denoted
str), of 1, because the evaluation of contributions for each
loop can be viewed in terms of states in V' flowing around the
loop. This holds true for topologically nontrivial loops as well
as for loops homotopic to a point. The case of isotropic dense
polymers corresponds now to m = 0 and x = 1.

Letting the variable z — 0 allows one to extract the hamil-
tonian limit. In this limit, the spin chain is a product of al-
ternating fundamental representation and its dual (O x OJ) oL
and the interaction is simply the invariant quadratic coupling
(Casimir), so the chain is the most natural generalization of
the Heisenberg chain to the gl(n + m|n) case.

For such models, there is a corresponding continuum quan-
tum field theory, which is a nonlinear sigma model with tar-
get space the symmetry supergroup [here U(n + m|n)], mod-
ulo the isotropy supergroup of the highest weight state (see
e.g. Refs. [14, 15] for related, but non-supersymmetric, ex-
amples, and Refs. [16, 17] for supersymmetric examples in
random fermion problems). For the present cases we obtain
U(n+m|n)/U(1) xU(n +m —1|n) = CP"*™ 1" 3 super-
symmetric version of complex projective space. Moreover,
the details of the mapping show that this model has a topolog-
ical angle 6 = .

Let us now make things concrete: the fields can be rep-
resented by complex components z% (a = 1, ..., n + m),
(* (e =1, ..., n), where 2% is commuting, (¢ is anticom-
muting. In these coordinates, at each point in spacetime, the
solutions to the constraint 212z% + (1¢* = 1 (we use the
conjugation f that obeys (n¢)t = &fnf for any n, £), mod-
ulo U(1) phase transformations 2% — e*B2%, (¢ — e'B(?,
parametrize CP"*™ 1" The Lagrangian density in two-
dimensional Euclidean spacetime is

1 : : a
L = 27 [0, — i)zl (0, +iay)z
+ (0 — iau)C(];(au + iau)é“]
0
+ %(apau - 8uau)7 (6)
where a, (u = 1, 2) stands for the combination a, =

Hzl0uz 4+ ¢10,¢* — (0z])2* — (0¢])¢?],. The fields are
subject to the constraint, and under the U(1) gauge invariance,
a,, transforms as a gauge potential; a gauge must be fixed in
any calculation. This set-up is similar to the nonsupersymmet-
ric CP™ ™! model in Refs. [18, 19]. The coupling constants
are g2, the usual sigma model coupling (there is only one such
coupling, because the target supermanifold is a supersymmet-
ric space, and hence the metric on the target space is unique up
to a constant factor), and 6, the coefficient of the topological
term, so 6 is defined modulo 2.

First we note a well-known important point about the su-
persymmetric models: the physics is the same for all n, in the
following sense. For example, in the present model, correla-
tion functions of operators that are local functions (possibly
including derivatives) of components a < n; + m, a < ng,

exist for n = nq, say, and are equal to those of the same op-
erators for any other value n > nj, due to cancellation of
the “unused” even and odd index values. This can be seen in
perturbation theory because the “unused” index values appear
only in summations in closed loops, and their contributions
cancel, but is also true nonperturbatively (it can be shown
in the lattice constructions we discuss below). In particular,
the renormalization group (RG) flow of the coupling g2 is the
same as for n = 0, a non-supersymmetric sigma model. For
the case of CP™ ™ 1" the perturbative beta function is the
same as for CP™ ™!, namely (we will not be precise about the
normalization of g2)

% _ ﬂ( 2y 4 o) 6

g = Plee) =mgs +O(g5) @)
where | = In L, the logarithm of the length scale at which
the coupling is defined [see e.g. Ref. [20], eq. (3.4)]. (The
beta function for 6 is zero in perturbation theory, and that for
g2 is independent of §.) For m > 0, if the coupling is weak
at short length scales, then it flows to larger values at larger
length scales. For § # 7 (mod 27), the coupling becomes
large, the U(n + m|n) symmetry is restored, and the theory
is massive. However, a transition is expected at § = 7 (mod
2m). For m > 2, this transition is believed to be first order,
while it is second order for m < 2 [14]. In the latter case,
the system with # = 7 flows to a conformally-invariant fixed-
point theory. At the fixed point, a change in 6 is a relevant
perturbation that makes the theory massive.

For m = 0 the perturbative beta function vanishes identi-
cally. This can be seen either from direct calculations, which
have been done to at least four-loop order [20], or from an
argument similar to that in Ref. [7]: for n = 1, the sigma
model reduces to the massless free fermion theory [11] £
ﬁaﬂc 78,,¢ and further the theta term becomes trivial in this

case. Thus, for all sigma model couplings g2 > 0, the the-
ory for n = 1 is non-interacting. The free-fermion theory is
conformal, with Virasoro central charge ¢ = —2; 6 is clearly a
redundant perturbation in this case, as it does not appear in the
action (a similar argument appeared in Ref. [21]). By the same
argument as before, the conformal invariance with ¢ = —2
should hold for all n, and also for all gg and 6, though the
action is no longer non-interacting in general. Thus the beta
function is also identically zero non-perturbatively. In gen-
eral, the scaling dimensions will vary with the coupling g2, so
changing g2 is an exactly marginal perturbation, though for
n = 1 the coupling can be scaled away, so there is no depen-
dence on the coupling in the exponents related to those multi-
plets of operators that survive at n = 1. Hence for n = 1, the
exactly-marginal perturbation that changes g2 is redundant.
The dense-polymer problem apparently corresponds to only
one special value of g2. We also expect that, at the special
value of g2, § remains redundant for all n, because the vertex
model remains critical when staggering is present, as we know
from the n = 1 case, so staggering does not change any scal-
ing dimensions even for n > 1.1t is likely that 6 is redundant
for all g2 and all n.



A note on the superalgebras is in order (these remarks
are well-known, and can also be found in e.g. Ref. [8]).
The above bilinears generate the superalgebra gl(n + m|n)
in the defining representation V'; they span the Hermitian
matrices on V. One generator, denoted £, and given by
&= b}ab;’ + f;ra £ (or the identity matrix) in the defining rep-
resentation, commutes with the others. The generators which
correspond to the Hermitian matrices with vanishing super-
trace (in V), form a subsuperalgebra, denoted sl(n + m|n).
For m # 0, £ has nonzero supertrace, and is eliminated by re-
stricting to sl(n+m|n). In these cases, sl(n+m|n) is a simple
superalgebra. But for m = 0, £ has supertrace 0, and gener-
ates an ideal in sl(n|n). The quotient superalgebra, denoted
psl(n|n), can be obtained by taking the quotient of sl(n|n) by
the ideal. For n > 1, psl(n|n) is simple. The spaces V, V*
are, strictly speaking, not representations of psl(n|n) because
£ is nonzero in these spaces (£ = +1in V, —1 in V*), but
the tensor products of equal numbers of factors V" and V'*, as
we use in our models, are.

For n = 1, (??) thus does not exhibit very interesting
physics. It also describes very few observables in the dense
polymer problem. Indeed, the underlying algebra psl(1]1)
does not admit any non trivial invariant tensor, so none of the
watermelon operators with £ legs but the ones with £ = 0, 2
are present, and they are moreover degenerate - and part of an
indecomposable block. These observables are expected to be
present in all theories with n > 1 as well, and to not depend
on the coupling constant g2. However, for n > 1, more ob-
servables are possible. As soon as n > 1 for instance, all wa-
termelon operators are allowed, and correspond to fully sym-
metric invariant tensors of psl(n|n); there is no reason why
the corresponding conformal dimensions should not depend
on g2, and indeed we will shortly see that they do.

For this, we need to be able to tune g?, in the lattice model.
We propose doing so by allowing not four legs but six legs
crossings. This can be described most conveniently by go-
ing to the hamiltonian formalism. First, it is easy to see
that the factors of = in formulas for the elementary trans-
fer matrices 7; obey the Temperley Lieb algebra relations
(and here m = 0). The corresponding hamiltonian can then be
written as H o — Y, F; and correspond to a particular value
of g2. We now generalize this hamiltonian by adding interac-
tions that preserve the symmetry. Four legs crossings would
then translate into a perturbation of the type P; ;1 which ex-
changes spaces at position ¢ and ¢ + 1. Since by construc-
tion our chain has alternating representations this is not pos-
sible within gl(n + m|n) symmetry, so forcing such crossings
breaks the symmetry down to the orthosymplectic subgroup.
On the other hand, six leg crossings correspond to exchanging
representations at position ¢, % + 2 while the one at 7 + 1 just
goes through, and is perfectly compatible with the symmetry.
In the hamiltonian language this corresponds to

Ho = Ei+wPis ®)

We note that this can be realized in a more pleasant isotropic

fashion by going to the triangular lattice.

Our main claim is that the continuum limit of hamiltonian
(8) is described by the superprojective sigma model C' P"~ ™
with a coupling constant g2(g), for which the 6 variable is
redundant.

The first thing to check is what happens when n =
1. In this case, it is possible to reformulate every-
thing in terms of ordinary fermions [26] ;,1); obey-
ing {vi, ¢} = 0y, {vidi} = {vid} = 0
through E; = (*1)1_(1/%’ —Yig1) (Wi + ¥ip1), Piige =
(—1)1 [1 — (’(/)i_l — 1/)7;+1) (1/)7;_1 — 1#1'_5_1)]. Since both are
quadratic it is an easy exercise to show that the continuum
limit is not affected indeed, with g only affecting the sound
velocity and the fine structure of the Jordan blocks.

Since it can easily be argued that the ground state energy is
the same for the n = 1 and n > 1 models, it follows from this
exercise that the central charge remains ¢ = —2 for all values
of g. It is also easy to see that the two leg polymer exponent
remains equal to zero.

Numerical study of the £ > 2 watermelon exponents then
clearly shows a non trivial dependence in g, with in particular
exponents getting smaller and smaller as g increases. To dis-
cuss this some more we place ourselves in the simplest case of
free boundary conditions. The exponents at the special point
g = 0 are well known to be h% = hy 14, = %. We
next assume that the limit w — oo corresponds to the weak
coupling limit of the sigma model g> — 0. This is quali-
tatively very reasonable: in the limit of large w, the system
almost splits into two subsystems with gl(n|n) symmetry in-
volving only the fundamental or only its dual, with in both
cases a simple interaction of the type P; ;+1. Such models
are well known to be integrable, and their physics to be de-
scribed by a weak coupling limit not unlike the A — 1 limit
of the XXZ antiferro spin chain. In such a limit, we can ana-
lyze the spectrum using the minisuperspace approach, that is,
by analyzing quantum mechanics on the target manifold. The
spectrum of the Laplacian on the ordinary projective space
CP™ =U(m+1)/U(m) x U(1) is well known to be of the
form E; o 4l(1 + m), so, setting m = —1, we find that [23]
¢ = 1(21;21). Here [ in an integer, which we can identify
using psl(n\an) representation theory with £/2, £ the num-
ber of lines in the watermelon operator. Remarkably, this for-
mula coincides with the known result at w = 0 if we identify
g2 = 1 for the case w = 0, ie ordinary dense polymers.

Now, there are strong arguments why for models such as the
ones we are interested, the conformal dimensions are given by
very simple formulas, and are simply linear in the Casimir of
the associated representation of psl(n|n) [22]; this all comes
about due to the special structure of the perturbation theory
where the dual Coxeter number - the Casimir in the adjoint -
plays a special role, and here simply vanishes. It thus looks
reasonable to conjecture that the minisuperspace approxima-
tion is exact for our model, whose exponents should be given



T ———
Tros- h
g T80 ]
L |— L=6 4 2b -
L |— L=7 J N
B =8 202 ] A
_1— ]1_;9 e A VEAY ]
0 3 6 9 12 1 2 3 4 5
—— ——
! p——

— (hyh)/(172)] ]
-~ (hsh)/2
o (hh) / (912)|]

= thyh, /()
—~ (h,h,Y/9(h,-h))[]

FIG. 3: The first two figures represent the central charge as a func-
tion of the intersection weight w for different sizes. It can be shown
analytically that ¢ = —2 always (see the text). The third figure rep-
resents the effective coupling constant g2 extracted from different
sizes and values of £. The collapse on a single curve is quite strk-
ing. The last figure shows details of the exponents, in particular the
region close to w = 0 where convergence appears actually less good
than on the previous curves.

therefore by

L(L—2)

hy =
8g2

)

where g2 is a function of w, equal to unity when w = 0, and
vanishing at large w.

This conjecture is compared with the results of exact diag-
onalizations on figures On these figures, ratios of exponents
for different values of £ are represented as a function of the
lattice coupling g. The sound velocity for the hamiltonian is
determined by using the analytical results for the n = 1 case.
Agreement is clearly good, although it is not perfect. There is
a small chance that the formula might not be exact in a small
region of couplings around w = 0, but it is not clear at the
present time why this should be the case; we note that in sim-
ilar problems, convergence can indeed be quite poor in some
regions of the parameter space due to logarithmic corrections.

Although the psl(n|n) algebra allows only observables with
L even, it is perfectly possible to consider exponents for odd
values of L, by considering models on lattices with an odd
number of sites. Results at w = 0 as well as a variant of
the minisuperspace analysis still follow the same formula, and
numerics indicate overall a totally similar behaviour.

Similar results are obtained by doing calculations on the
triangular lattice. For technical reasons, only odd values of £
have been studied.

We note that one can more generally study the spec-
trum of the hamiltonian H o« —> E; + wP; ;4o +

wa (B Eiy1 + E;+1E;). The symmetries are generically the
same as before, and one expects the continuum limit to be de-
scribed by the same sigma model, with now g2 (w, ws) This is
confirmed by numerical calculations.

We note that in the case of periodic boundary conditions,

the known values of the polymer exponents are h = E;;‘l =

IZT’l , and thus do not have the minisuperspace form. Mean-
while, at large w, one can argue that the minisuperspace form
remains valid, and indeed this is confirmed numerically. It
seems therefore that in the periodic case, the arguments that
the minisuperspace should be exact fails, which agrees with
the expectations in [22]. More work is needed to clarify this
point.

We also note that, within numerical accuracy, the effect of
staggering is redundant, just as it is for the n = 1 case.

In conclusion, we have identified a new line of confor-
mal field theories in the dense polymer problem where 6 legs
crossings are allowed. This line has ¢ = —2 and is described
in the long distance limit by a conformal sigma model. Our
identification leads to the proposal of an exact formula for the
L legs polymer exponents in the boundary case, and opens the
way to tackling the sigma model using lattice techniques.
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Titre Discrétisation des modeles sigma invariants conformes sur des su-
persphéres et superespaces projectifs

Résumé Le but de cette these a été I'étude de quelques représentants des
modeéles sigma en deux dimensions invariants conformes et avec symétrie
continue qui sortent du cadre traditionnel, établie par la recherche des
dernieres décennies dans le domaine des théories conformes, des modeles
sigma de Wess-Zumino-Witten ou des modeles gaussiens. Les modeles
sigma sur des superespaces symétriques, définis par une action métrique
standard, offrent de tels exemples. La difficulté de résoudre ces modeles
sigma est relié au fait qu’ils ne possédent pas de symétrie de Kac-Moody,
qui est normalement nécessaire pour intégrer les théories conformes non-
gaussiennes avec symétrie continue. Dans cette thése on consideére les mo-
deles sigma sur les superspheres $25+1125 et sur les superespaces projectifs
CPN-1IN, Les deux modeles continus admettent une discrétisation par un
gaz de boucles denses qui s’intersectent et dont ’algebre des matrices de
transfert est une algebre de type Brauer. La stratégie principale qu’on a
adoptée dans la recherche des résultats exacts sur ces modeles sigma est
I'étude détaillée des symétries de la théorie continue, d'un coté, et du mo-
dele discret, de I'autre. Cette analyse permet de faire le pont entre le com-
portement du modele discret et la théorie continue. L’analyse détaillée des
symétries discretes - en particulier la structure des blocs de l'algebre de
Brauer - combinée a des calculs perturbatifs donne lieu a une proposition
pour, selon les cas, le spectre partiel ou complet de la théorie conforme.
Une dualité exacte est également conjecturée dans les cas des modeles
sigma sur les superspheres.

Mots-clés modele sigma, théorie conforme des champs, ligne critique,
gaz de boucles, chaine quantique, superespace symétrique, supergroupe,
superalgebre de Lie, algebre de Brauer, algebre de Brauer avec paroi

Title Discretisation of conformal sigma models on superspheres and
projective superspaces

Abstract The goal of this thesis was to study several representatives of
conformal sigma models in two-dimensions which possess a continuous
symmetry and go beyond the traditional framework, established by the
research of last decades in the domain of conformal field theories, of Wess-
Zumino-Witten sigma models and of Gaussian models. The sigma models
on symmetric superspaces, defined by the standard metric action, provide
such examples. The difficulty to solve these sigma models is related to the
absence of a Kac-Moody symmetry, which is normally required to inte-
grate non-Gaussian conformal field theories with continuous symmetry.
We consider the sigma models on superspheres $?5+1125 and projective
superspaces CPN~1IN. We proceed by studying a lattice regularization for
these sigma models in term of fully packed intersecting loop models. Their
transfer matrix algebra is a Brauer type algebra. The main strategy we em-
ployed in the research of exact results for these sigma models is the detai-
led study of the symmetries of the continuous theory, on one hand, and of



the symmetries of the discretized model, on the other hand. This analysis
provides a bridge between the behaviour of the discrete model and conti-
nuous theory. A detailed analysis of discrete symmetries - in particular the
structure of the Brauer algebra blocks- combined with perturbative calcu-
lations gives rise to a proposal, as appropriate, to the partial or complete
spectrum of the conformal field theory. An exact duality is also conjectu-
red in the case of the sigma models on superspheres.

Keywords sigma model, conformal field theory, critical line, loop gaz,
quantum chain, symmetric superspace, supergroup, Lie superalgebra,
Brauer algebra, walled Brauer algebra
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