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Introduction

Les phénomenes critiques a deux dimensions sont depuis six ans 'objet d’une étude intense,
apres la percée décisive de Belavin, Polyakov et Zamolodchikov ([2]). Malgré cela, les problemes
non résolus abondent et il restera sans doute beaucoup de travail dans ce domaine pour les
générations futures.

Les théories conformes sont aujourd’hui un sujet si vaste qu’une thése ne saurait en donner
une idée globale. J’ai pourtant tenu a présenter plusieurs chapitres vraiment introductifs, non
que j’espere améliorer les exposés (excellents) qui abondent, mais simplement que je souhaite
conserver une trace de ce que j’ai appris. Tant mieux si d’autres y trouvent quelque intérét. Je
me suis efforcé de retrouver les résultats connus par des voies inhabituelles, bien souvent pour
me rendre compte que d’autres 'avaient fait avant moi. Le chapitre 1 part de ’exemple du
champ libre dans "approche fonctionnelle pour tenter de dégager en détail les caractéristiques
générales des théories conformes. Il contient en parallele une discussion du lien entre anomalies
conformes et gravitationnelles a deux dimensions. Le chapitre 2 est consacré aux algeébres de
courants, toujours dans une approche fonctionnelle. Au chapitre 3 commence 'exposé de la
quantification radiale, qui va de pair avec une introduction a la théorie des représentations des
algebres qui apparaissent dans les théories conformes.

Le chapitre 4, complété par I’article 1, est une étude, par diverses approches, de I'effet des
conditions aux limites sur les systémes critiques en géométrie finie. Cette étude met en évidence
les liens profonds avec I’étude des modeles intégrables a deux dimensions, ainsi que certaines
relations entre conditions aux bords et algebre des développements a courte distance. Le chapitre
5 rappelle quelques propriétés élémentaires de la construction de Goddard, Kent et Olive et des
plongements conformes afin d’introduire la dualité niveau-rang entre su(m), et su(n),,, dont
I’étude est I'objet des articles 2 et 3. Le chapitre 6 qui expose les résultats de I'article 5 est le
fruit d’un combat de trois ans avec le probleme de 'invariance modulaire, qui est & mon avis un
des problemes ouverts les plus importants du sujet. Mon grand regret est de n’avoir pas pu en
donner une présentation vraiment pédagogique, mais peut-étre le sujet est-il trop technique. Le
chapitre 7 est un recueil de divers résultats liés a la théorie des invariants des représentations
des groupes, a la fascinante prolifération des classifications ADFE, et aux automorphismes des
surfaces de Riemann. Le but était de montrer combien ’étude d’un cas tres particulier (voir
’article 5) pouvait en mathématiques mettre le doigt sur une foule de problemes généraux.

En rédigeant ces 7 chapitres, j’ai essayé de faire appel au minimum de connaissances
extérieures (qui, si elles ne sont pas indispensables, doivent étre néanmoins bien utiles). J’ai
voulu étre précis la ou je n’étais pas rigoureux. Ceci a peut-étre pour conséquence que certains
passages sont arides. Le lecteur m’excusera s’il les trouve néanmoins intéressants.

iv



Chapter 1

Variations sur le champ libre

1.1 Systemes critiques a deux dimensions

Rappelons tres succinctement quelques caractéristiques générales des points critiques en théorie
des champs. Considérons une théorie des champs locale en un point critique en d dimensions.
Elle posséde une invariance par translation, rotation et dilatation, ce qui entraine que le tenseur
énergie-impulsion est conservé, symétrique, de trace nulle. Alors en fait la théorie est invariante
dans toute transformation de coordonnées conservant les angles (dite transformation conforme).
A plus de deux dimensions ces transformations sont rigides (si une transformation est conforme
au voisinage d’un point alors elle est la restriction d’une transformation conforme globale). A
deux dimensions en revanche la situation est plus riche, et si la théorie est locale elle doit avoir
des propriétes d’invariance méme dans une transformation conforme locale (qui en coordonnées
complexes s’écrit comme une fonction holomorphe ou antiholomorphe). Plus précisément, si S
est I’action, sa variation dans un changement de coordonnées z — z + f(z, z) est

55 — E/M [(DF)TZ + (DF)TZ + (Df)T7 + (9)T7]

T 27

. 2 s " s
Comme la métrique ¢%® vaut ( ) la symétrie et la nullité de la trace donnent T =TZ =0

2 0
et 1 [dznd
L1 ZNdadz 5 5 Mz
85 =~ [ S5 L0NTE + 0P

ou les propriétés d’invariance locale dans les transformations holomorphes sont claires. Nous
allons commencer par en illustrer les conséquences dans le cas du champ libre.

1.2 Le champ libre

Le champ libre a deux dimensions, malgré sa simplicité apparente, illustre bien de nombreuses
caractéristiques des théories invariantes conformes et permet des calculs tres explicites. 1l est
a la base de la compréhension de modeles plus compliqués qu’il permet souvent de reformuler



au prix de quelques ‘contorsions’ (charges a I'infini, conditions aux limites, compactification du
champ etc).

Nous allons 'utiliser ici pour dégager quelques propriétés simples des théories invariantes
conformes, puis les liens entre les fonctions de corrélation du tenseur énergie-impulsion et 'action
de Liouville.

On se propose de calculer I’ intégrale fonctionnelle suivante :

<F>= / DioeS@ F(y)

ol F est une fonctionnelle de ¢ et

d*x
S(p)= | —(Vp)?
(¥) 5. (Vo)
I’action du champ libre. On suppose que ¢ est un champ scalaire, et sa dimension canonique
est 0. En notation complexe S s’écrit

dz Ndz
z Z(?ap(?(p

4
ou l’invariance dans une transformation holomorphe ou antiholomorphe des coordonnées est

manifeste.
Commencons par la fonctionnelle suivante

- dzNdz , . ~=
Z(j5,7) =< eXp/ 5; (jop+ 709) >

C’est une intégrale gaussienne, et en effectuant une translation sur ¢ de h vérifiant
00h = w(0j + 07)

les termes linéaires en ¢ disparaissent. En utilisant alors

2 52

32 T8 (2)

on obtient:
- dzANdz [dz' Nd2
1 B 1 ,

(~59 9= )

iz 2)mi (= - )i, 7)

_17' > 1 (s ot )
(11) 23(Z7'°) (Z_g/)2](272)

d’ou ’on déduit



= = - 1
_ 1 ] _ _
< 0p(z,2)09(2',2") >= 7(2 — )

< Bp(z,2)0p(2, 2) >= 16D (z - 2)

Bien siir dans (1.1) les singularités en pole double ne sont pas intégrables, il faut les interpréter
comme dérivées au sens des distributions de poles simples en faisant une intégration par partie.

Dans l’action de départ le champ ¢ est sans dimension, donc les fonctions de corrélation
ci-dessus ont leur dimension naive. La troisitme montre que bien que d¢ ( d¢p) soit holomorphe
(resp. antiholomorphe) d’apres les équations classiques donc aussi au sens de l'insertion dans
les fonctions de corrélation il reste un terme de contact, le seul possible pour des raisons dimen-
sionnelles. Les propriétés de factorisation permettent d’associer des dimensions droite et gauche
(h,h) = (1,0) pour d¢ et (0,1) pour Je.

1.3 Opérateurs de vertex

La théorie contient aussi des fonctionnelles de ¢ dont les fonctions de corrélation n’ont pas leur
dimension naive. Essayons par exemple d’évaluer

. dzNdz
Z(j) =< eXP/ T P>

A nouveau ceci se calcule par une translation du champ ¢ de h vérifiant cette fois:

d0h = —7j

dont une solution est

. . i
h(z,2) = — / %ln |z — 2|25 (¢, 2')

Il faut étre prudent car on integre sur des champs s’annulant a I'infini, A doit donc vérifier cette
condition ce qui impose que 'intégrale de j soit zéro. Alors on obtient pour In Z(j):

1 fdzndz [ dz AdZ -
—— i(z.2)In |z — 2'%5(, 2
S [ [ E e s - SR )

Désignons par j.(&,€) la distribution qui remplace les intégrales doubles par

1 jg dz
N7 Jjg—z=e 2 — &

c’est a dire la distribution qui appliquée a une fonction test donne sa valeur moyenne sur le
cercle de rayon € centré en £, &. La distribution

Ziakje(zk,ék) OleOzk =0
k k

a bien une intégrale nulle, et approche une somme de distributions § (le facteur ¢ assure la
décroissance des corrélations a l'infini). Si 'on calcule Z pour cette distribution la somme



double sur les points se sépare entre points distincts et points coincidents. La premiere est non
singuliere pour € = 0. En remarquant que

1 dz dz' 9
—(2171_)2f‘ﬁ;| /| 677IH|Z—Z| =lne

on définit la fonctionnelle renormalisée V,, (&, &) =“exp iap(£,£)” par

= . g2 1 dz . B
Va(&,8) = 11_1}(1)6 exp — fi& iap(z, 2)

N7 Jjg—z=e 2 — &

Les opérateurs V, sont appelés opérateurs de vertex. On obtient alors le résultat

<H‘ (2, 2) >= [T lox — 2|

k<l

En particulier V,, a une dimension d’échelle a? due aux singularités & points coincidents. Les
fonctions de corrélation des V se factorisent en une partie holomorphe et antiholomorphe ce
qui permet de leur associer des dimensions droite et gauche (h, k) = (5. 5 ) Comme on peut
considérer que la donnée de leurs fonctions de corrélation définit les opérateurs, cette factori-
sation permet de définir formellement des opérateurs de vertex dits chiraux, dont les fonctions
de corrélation sont les parties holomorphes ou antiholomorphes des fonctions précédentes. Il est
facile de voir comment se comportent les fonctions de corrélation des V,, lorsque deux arguments

se rapprochent:

< Valz,2)Val(2, 2 H‘ (2, Zk)

1120’

|z — z Vatar (2, 2) H‘ (2k, Zk) > + termes réguliers

On peut résumer ceci par le développement a courte distance (en toute rigueur il faudrait
s’assurer de sa validité dans toutes les fonctions de corrélation pas seulement celles des V)

Vo(z,2)Va (2, 2) = |2 — 222 Vyyar(2,2) + termes réguliers
Par les mémes méthodes on peut vérifier que:

< 0p(2,2)00(2, 2') [] Vo (25, 21) >=
k

@
_ T k - | < HVak(zk,Zk) >

)2
(z—z T k—FA—z -

1.4 Le tenseur énergie-impulsion

Dans un changement arbitraire infinitésimal de coordonnées z’ = z + €f(z, z) on vérifie que :

55 = —c [ LD 5100002 + 07(09)?)

dam



Donc classiquement le tenseur énergie-impulsion, réponse du systeme a un changement de coor-
données, n’a que deux composantes non nulles qui sont respectivement holomorphe et antiholo-
morphe:

T(:2) = —5(00) et T(z7)=—5(0p)

Du point de vue de la théorie des champs T" est un opérateur composite et il faut le renormaliser.

On définit

d _
75 = g lim e f $ dp(e,§0p(2 2)

26028 Sig_z=c £ — 2
Cette opération préserve I’holomorphie et assure < 17" >= 0. On vérifie alors que

Hvozk Zka"k > Z S

(zx — 2)(z1 — 2)

(1.2) H‘ (2K, 21)

MlH

Pour la généralisation ultérieure, remarquons que le second membre peut s’écrire

2
o 1
1.3 k < || Va, (2, 2
(13 (;2(2_Zk)2+2_ ) IV o5
Faisant tendre z vers 'un des autres arguments on obtient le développement a courte distance:
a? 1

)V, (7, 2') + termes réguliers

T(2)Val?',2") =
() a( ) ) (2(2_2/)2 o o
On appelle les opérateurs V' primaires car leur produit a courte distance avec T" commence en
(z—2")72 (le coefficient est en fait le poids conforme). En généralil y a des termes plus singuliers.
La fonction a quatre points pour d¢ est d’apres la fonction génératrice (1.1)

1 1 n 1 1 1 1
(21— 22)% (23 — z4)® (21— 23)% (22— 24)? (21 — 24)% (22 — 24)?
On en déduit que
1

(z1 — 2)%(2g — 2)?

< T(2,2)0p(21, 21)0p(22, 22) >= —

Faisant tendre z vers z; on obtient:

1 ! 'z PR
( g + -0)0p(2,2') + termes réguliers
z—z

z—z
qui montre que d¢ est aussi un champ primaire, le coefficient de (z — z')™% étant & nouveau le
poids conforme. On voit également que

T(Z7 2)899(2/7 5/) = (

1

- 1
T(z,2)T(Z,2) >= = ———
< (7Z) ( )> 2(2_2/)4

ce qui montre que le tenseur énergie-impulsion n’est pas un champ primaire.



La fonctionnelle génératrice des corrélations de T est

dz ANdz

Z(n) =< exp/ pl >

Les équations du mouvement classiques pour 'action

dzNdz - 2
[ S g0 + mu00))

sont
[0+ 7((0p) + 10)]d¢ = 0
d’ou l'on tire B
[0+ 7(2(0n) + pd)]IT =0
On g’attendrait a ce que §7/du vérifie la méme équation, mais a cause de la renormalisation

de T il y a une anomalie que nous allons calculer. On note 7, le tenseur énergie-impulsion
régularisé. On calcule facilement la variation au premier ordre en A(z, Z) de

dz Ndz
Ze(p) =< eXp/ 5 M >

lorsqu’on effectue une translation de la variable d’intégration ¢ de A(d¢)., ou 'on désigne par
ge la quantité

d _
ﬂ{qze 2iﬁgg(z +&24€)

On en déduit l'identité suivante

- T dz N dz
(1.4) < (@9) 100 + S 0(u(0¢). + (w0g)Nexp [ ZLZ T, >=0
Ajoutant cette identité a
= 87,
[0+ 7 (20p + p0)] 5
on obtient dc g’ ds nd
ZNdz
1. r / / z T,
(1:5) f|§§|:6 2in€ Fore 2img <TE&E exp [ ——ule >
avec

D(2,6,€) = 00p(2)0p(= + €) — 3006(=)0p(=+ €) — 5006(= + E)0(2)

+%3¢(2 +&)0(n(2)00(z + &) + u(z +€)dp(z +£)) - %(ua +20p)00(2)00(z +§)

ol ’on n’a pas fait figurer explicitement la dépendance dans les variables antiholomorphes. On
remarque alors que
d _
lim £ gmgn =

=0 Jig|=e 217

0



sauf pour m = n = 0. Si dans I' on pose naivement & = £ = 0 on obtient 0 ce qui implique que
les contractions de I' avec ’autre terme contiennent des puissances positives de £ ou £’. Donc a
la limite ou € et € tendent vers zéro (1.5) se factorise et vaut

d< dg’ ' / dz Ndz
r T.
fiﬂ:e 2im€ Jigrj=er 20w’ <I'(z,&¢E) ><exp 5; . >

Par chance < ['(z,£,&’) > est facile & calculer. Tous les termes contenant un 0 disparaissent (on
peut alors poser directement £ = 0), il reste ceux en g qui donnent aprés intégration sur £

_ YA T .3
[0+ 7(20p + ua)]@ =
ou encore, en termes de W =In 7
_ ow T .3
(1.6) [3+W(23M+M3)]W— T

Le second membre n’existe pas classiquement, c’est une anomalie quantique dans laquelle est
codée I’essence des théories conformes.

On peut sans difficulté supplémentaire généraliser cette équation en insérant d’autres fonc-
tionnelles du champ dans la valeur moyenne. Par exemple pour

Adz
21

Z(p,j) =< exp/ & (uT.+ jo) >

ol j est d’intégrale nulle, on obtient comme précédemment une identité en effectuant une trans-
lation de la variable ¢ de A(J¢).. Ceci rajoute un terme en j(d¢). a l’équation (1.4). Apres
un calcul semblable au précédent on obtient

Evaluant par exemple cette équation pour g = 0 et transformant en équation intégrale, il vient

<T(z,z)exp/d€;\id§jcp >=
HEDENED , [HNE i oy [ D

Apres symétrisation sur j(&, &) et 5(¢/,£') on trouve dans le second membre
d5Ad€ df’Adf’ (5 §i¢.¢) dg N dE
1A e e e L B

On passe alors sans probleme aux opérateurs de vertex pour retrouver I’équation (1.2) en choi-
sissant pour j une superposition de fonctions § régularisées.




Si I’on met une source pour d¢ on obtient pour la fonctionnelle

. dz N dz
Z(p, j) =< exp/ (W + jop) >
I’équation suivante
= oW oW OW T o3
(17) 0+ (204 p0) - = #(j05 — %)) ~ 50

Mais on remarque aussi que

oW oW oW
—(20p + p0) = u Ma(;— - 23(#@)

A la vue de ces exemples, il est tentant de généraliser ces identités en mettant, si j est la
source pour un champ primaire, le poids conforme holomorphe de ce champ en facteur du terme
d(j8W/éj) dans (1.7). Si 'on applique ceci au premier ordre en j pour une source d’opérateurs
de vertex on retrouve simplement I’équation (1.3), ce qui est rassurant.

Revenons maintenant & la résolution de ’équation (1.6). Quelques transformations sont
nécessaires. La difficulté vient entre autre du fait que 67/8u est non local en p. Pour y remédier
on fait le changement de fonction suivant:

_109f

wdf

Ce changement est non univoque, et il est amusant de remarquer que la somme ou le produit de
deux solutions est encore une solution(l’équation est linéaire a la fois en f et In f). On vérifie
aisément que

S = §
1 a 7 —— 0+ 7ud)sf
d’ou par des intégrations par parties
= 1)
[0+ m(20p + pd)] +— 5 m?f5f

On a donc remplacé un opérateur différentiel par une multiplication comme en transformation
de Fourier. On obtient donc _

w11 1 s 8f

5f 12 of (?f

On est alors amené a considérer la fonctionnelle de Wess et Zumino associée a ’anomalie:

/ /dz/\dzl 83@ oft
2t 0f af: ) ot

en ajoutant une dépendance formelle de f en une nouvelle variable ¢, en plus de z et z. Cette

fonctionnelle vaut
dzNdz W Of; (VAW (f) .
/ / 2 Of Ot /0 @ =W =Wk




et décrit donc une théorie ayant un caractere topologique dans ce sens que les équations du mou-
vement sont identiquement nulles (on peut formuler la théorie sur une variété a trois dimensions
plus compliquée qu’un simple produit du plan et d’un intervalle, et dans ce contexte le caractere
topologique se met a jouer un role non trivial). En choisissant habilement la dépendance en
t de f; de facon a pouvoir calculer explicitement I'intégrale on peut obtenir une forme fermée
pour W. Plus simplement un calcul assez pénible mais sans difficultés permet de vérifier que la
fonctionnelle

i/dz/\dz@_f 0*f
24

20 0f Of
a la méme dérivée variationnelle que W.Cette expression peut encore s’écrire
1 dz Ndz
1. — | =0
(18) 24 / 2 Mo
ol « vérifie B
(1.9) (0+ mpd)a= —mou

On peut choisir pour « une solution de (1.9) qui tend vers zéro avec u, c’est & dire transformer
(1.9) en équation intégrale, ce qui permet un développement de (1.8) en puissances de p analogue
a celui de Born en théorie de la diffusion, dont on peut vérifier que les premiers termes coincident
avec ceux obtenus en faisant le méme développement dans I’équation intégrale associée a (1.6).
Faisons le explicitement jusqu’a I'ordre 3. D’apres (1.8) la fonction & deux points est

1 1 1
— (9?9, —— 82827)
24<Z1 221—22+ 1772 4

2 — 21

tandis que d’apres (1.6) cette fonction a deux points vaut

1 1 1
— <8§ + 03 )
24 221—22 12’1—2’2

expressions qui coincident et dont la partie méromorphe (c’est a dire sans la partie distribution)
est

1
2(21 — 2’2)4
Pour les fonctions a trois points les deux expressions sont les symétrisés sur zq, 29, 23 de
1 1 1
-0 0,0, ———
24 # 21 — 22 27 Z9 — Z3
o 1 1 1 1
— (2020 - 920 )
18 ( 3 7%2 (Zl — 22)(22 — Zg) 21 — 22 25 %2 Z9 — Z3

A nouveau les parties méromorphes de ces expressions coincident (pour la partie distribution
c’est une autre histoire), mais il faut un peu les simplifier pour le voir. Finalement la partie
méromorphe de la fonction a trois points est

1

(21 — 22)%(22 — 23)% (23 — 21)?




A la vue de ces exemples on congoit que s’assurer directement que la fonctionnelle (1.8) est
solution de (1.6) ne soit pas du tout facile, ceci étant di au manque de localité qui rend obscures
les intégrations par partie appropriées. [.’étude de I’équation (1.6) et de ses solutions remonte
au moins a [34]. Elle a depuis été entierement réinterprétée avec soin pour lui donner une
interprétation au sens des distributions (voir [28] et [29]).

1.5 L’action de Liouville

Jusqu’a présent, nous avons considéré le champ libre dans le plan euclidien (c’est a dire avec
la métrique plate), et nous I"avons couplé avec des sources d’énergie-impulsion. Classiquement
on sait bien qu’on peut considérer le tenseur énergie-impulsion comme la réponse du systeme a
un changement de coordonnées, mais aussi comme 'opposé de la réponse a un changement de
métrique dans une action rendue covariante. Intuitivement, partant de Sp(¢) on passe a une
action généralement covariante S(g.5, ) qui coincide avec Sy quand g, = &4, alors dans un
changement de coordonnées

65 — 0 — 6Sgab:cste + 65

5gab
59(16

on applique cette identité dans le cas g.; = d45 pour obtenir

4S5

‘550 = _%(501)7 )5gab

Nous allons établir un prolongement de ceci au cas quantique. Pour

d*x
< (Ve)?

So(p) = o

on obtient
S(gabs /8 V39" 0000

et on cherche une action effective pour la métrique

beff gab IH/DSDE

On sait qu’a deux dimensions on peut par un changement de coordonnées se placer localement
dans une métrique conforme ou

Gab = ep(;ab

et si la topologie est celle du plan c’est méme possible globalement . Si la topologie est plus com-
pliquée il y a des obstructions pour interdisant un tel choix global, les métriques se répartissent
alors en classes conformes de métriques qui dépendent de parametres appelés modules; les
métriques d’une classe different par une transformation de Weyl c’est a dire sont proportion-
nelles en chaque point. Dans ces coordonnées la dépendance en p disparait (invariance de Weyl)
et 'action se réduit a Sp. Naivement on pourrait donc penser que I'action effective est triviale.
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Cependant il reste la possibilité d’une anomalie, soit dans les difféomorphismes (c’est "approche
de [28]) , soit dans les transformations de Weyl (voir par exemple [11]). Les deux interprétations
sont possibles, nous choisirons la seconde: l'intégrale fonctionnelle doit étre régularisée et les
transformations de Weyl changent le facteur de coupure, donc risquent d’introduire des parties
finies venant de divergences ultraviolettes qui étaient formellement nulles dans I’argument naif.
Comme les contretermes sont locaux on s’attend dans ce schéma & une action effective locale.
Par définition d’une intégrale fonctionnelle quadratique on peut écrire
1 —-A 1 —-A
Serf(gap) = §ln Det(?) = §Trln(ﬂ)
avec

1
A= —0,/99"0
Vi V99" O

et nous choisissons la régularisation zeta pour le déterminant du Laplacien. Nous allons mener
le calcul pour une surface compacte, mais le résultat final n’en gardera pas de trace. Dans
le plan pour des métriques qui tendent vers la métrique euclidienne a l’infini on n’a pas a se
préoccuper de modes zéro, qui sont dans un langage plus mathématique les éléments du noyau
de 'opérateur, mais le spectre n’est pas discret; sur une surface compacte le spectre est discret

ste

mais le Laplacien a un noyau non trivial, les fonctions ¢ = ¢***. Pour éliminer ce mode zéro on

insere dans l'intégrale fonctionnelle 'identité

/dccs(%/dzx\/gg@(m) —c)=1

ol A est I’aire, puis on translate ¢ de ¢ ce qui laisse I'intégrale fonctionnelle invariante, enfin on
divise par [ dec ce qui donne une version mieux définie

[ Pee @55 [ daygeta)

ce qui signifie qu’on impose a ¢ d’avoir une valeur moyenne nulle. On décompose alors ¢ en
une composante proportionnelle au mode zéro normalisé et une composante orthogonale (c’est

a dire d’intégrale nulle)
a

QD =
VA
(dans la suite de ce paragraphe le ’ signifie qu’on restreint son attention a l'orthogonal des
fonctions constantes) On integre sur a pour obtenir

VA / Dt e=S(¢)

+ ¢

bl

et on a donc .

47 )
Le principe de la régularisation zeta est le suivant: comme —A’ est un opérateur strictement

1 1
Seff = —§lnA—|— §Trln(

positif on peut en définir la puissance —s et pour Re(s) assez grand c’est un opérateur a trace.
Si
((s) = (4m)"Tr(-A")"" =

(471') / dt ts_lTTEtAI
F(S) 0
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se prolonge analytiquement en zéro on obtient formellement

1 d¢
Seff=—-—=(InA+ —=(0
esf = —5(In A+ —>(0)
Pour calculer ((s) on calcule sa variation dans une transformation de Weyl infinitésimale. Si
8gap = pgap on vérifie que A = —pA. Comme la valeur propre nulle est toujours présente, on
obtient

, d
§Tre!® = —tTrpAe!® = —taTr,oetA

donc (4)* J
_ o ar s 4 tA
5¢(s) = () /0 dtt o Trpe

Ceci est a priori valable pour Re(s) assez grand. Sinon les intégrales sont singuliéres a 'origine.

Pour faire le prolongement analytique, il faut étudier le comportement de la trace a ¢ petit. Pour
cela on utilise la méthode suivante: la fonction

G(e,y, 1) =0(t) < z|e®|y >

(0 est la fonction de Heaviside qui vaut 1 pour ¢ > 0 et 0 pour ¢ < 0) est la solution élémentaire
de I’équation de la chaleur pour une source localisée en z

oG

— —AG=45(t) < zl|y >

ot
Par ailleurs multipliée par p(z) elle donne les éléments de matrice de I'opérateur dont nous
cherchons la trace. A z fixé G(z,y,t) est une fonction scalaire de y. En prenant des coordonnées
locales au voisinage de z avec 2% = 0 I’équation de la chaleur s’écrit

<% — 9% (y) (0.0 — Eb(y)ac)) Gly,t) = 9o(t) \i‘%

Pour étudier ceci a temps court on utilise la famille de fonctions
Gy, t) = Gy, A\

ou d est la dimension d’espace (dans la suite d = 2) et A\ un parametre strictement positif.Ces
fonctions sont solution de

< % — 9" (Ay) (005 — ng()\y)ac)) Gy, 1) = 5(1)

Si on choisit des coordonnées telles que
g (0)=06" T30 =0

(par exemple des coordonnées géodésiques) on constate que (G est solution de ’équation de
la chaleur dans I’espace plat & des termes d’ordre A\? pres, ce qui permet un développement
systématique autour de

. 1 5abyayb
K(y,t) = (im0) 172 exp——,
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par la convolution

Gry=K - Kx (D()\)GA)

ou D(A) est l'opérateur différentiel de perturbation. A deux dimensions tout se simplifie en
choisissant localement des coordonnées conformes g,; = €”d,5. 1l est facile de se convaincre que
dans une transformation holomorphe des coordonnées Ap est invariant car A est un opérateur
scalaire et on ajoute & p une fonction harmonique. C’est en fait 'opposé de la courbure scalaire R.
On peut méme supposer qu’a ’origine en plus des symboles de Christoffel les termes diagonaux
de la matrice des dérivées secondes s’annulent. Alors au voisinage de 'origine

z2Z 4 o(z2)

ce qui entraine que

D(A) = —A?Rzz00 + o(\?)

Si l'on s’intéresse uniquement au comportement a l'origine, la convolution se calcule tres facile-
ment a cet ordre et le résultat final est le suivant

GA(0,t) = 4M(1+ 6t>\ + 0(X\9))
soit encore . R
< z|e®z >=G(0,t) = m(l + 5 +o(t))
On peut maintenant prolonger analytiquement
o s d tA
(1.10) / QS < e >
0 dt

en décomposant I'intégrale en deux parties [;° = [j + [. La seconde est analytique en s, quant
a la premieére elle est convergente pour Re(s) > 1 et se comporte en

65—1

Cdm(s—1) +o(€)

pour € tendant vers 07. Donc la fonction définie pour Re(s) > 0, s # 1 par

- d tA o
lim dtt’P— < zle?e > —————
=0 /. dt [ Ar(s —1)
prolonge analytiquement (1.10). Faisant s = 0 on obtient en plus de la contribution & temps
court une contribution a temps long due au mode zéro |b > (car exptA — |b >< b| pour ¢
grand),soit finalement

1 I

A 24m
d’ot ’on tire enfin 8¢’ (0)

(1.11) 5¢'(0) = ﬁ/deﬂpR— %/d%\/@o
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On voudrait maintenant intégrer cette variation. Il est utile de connaitre la variation de la cour-
bure dans une transformation de Weyl. Partant d’une métrique arbitraire qu’on peut supposer
conforme par un changement de coordonnées giob) ~ e”(0 ¢, on remarque que

R(e"gl)) = R(e"076,) = —A(p(o) + p) = € (R(o) — Do) (p))

On utilise alors (1.11) avec g, = eepg(g) avec 0 € [0, 1]
(0, %4 /d /G0 pR(eg)) - /de\/g " p
df ) " 24r © ab epg

Ceci se réarrange pour donner

1 d
55;/}F$¢9mﬂ93my—PAa»)-—gghu4@ "95)

On integre alors en # de 0 a 1, et toutes les contributions des modes zéro se compensent dans
Ses pour laisser uniquement une action locale en p

Sers(e"9')) = Sers(9'y) = ~ 187 / 4’2 /50)(9{5)0apOsp + R0)p)

Dans le plan et sur la sphére toutes les métriques sont conformément équivalentes a la métrique
euclidienne. En genre un les classes conformes de métriques sont indexées par un parametre
complexe sur lequel nous reviendrons longuement plus tard (en genre plus élevé elles dépendent
de 39 — 3 parametres, ce qui peut se démontrer par un théoreme de l'index, en utilisant des
développement a temps court pour des laplaciens agissant non pas sur les scalaires mais sur
les vecteurs et les tenseurs symétriques de trace nulle; mais le résultat était en fait connu de
Riemann avant tout théoreme de l'index) La dépendance de S.f; dans ces parametres est une
question tres difficile en général, mais en genre un 'invariance par translation sur le tore plat
permet de calculer explicitement le spectre du laplacien, puis la dépendance dans le module 7.

On peut maintenant écrire un systeme complet d’équations déterminant S.;y en utilisant
son invariance par changements de coordonnées. En effet celle ci entraine que

Seff(gab + D,ep + Dbﬁa) = Seff(gab)
au premier ordre dans la 1-forme e. Définissons alors les fonctionnelles de g,; suivantes
Tab _ 27 0S5y

\/_ 5gab

En utilisant la métrique pour I'abaissement des indices on vérifie que

DT = 9,18 + 1 TF — IS, T = 0

D’autre part 7% est symétrique donc
T2y = 12"
Enfin les résultats sur ’action de Liouville entrainent

1
T = —R
24
Cette famille d’équations va permettre de comparer ’approche métrique avec les résultats de la
quatrieme section.
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1.6 De I’énergie-impulsion a la géométrie

Dans la section sur le tenseur énergie-impulsion nous avons calculé la fonctionnelle génératrice
des corrélations connexes de T', sa partie holomorphe. Elle vérifiait

- oW e

0+ 7 (20 N~ =—-—0"
On remarque tout de suite que ’action que I’on moyennait alors était tout simplement ’action
pour le champ libre dans une métrique d’élément de longueur

ds® = dzdz — Tpdz*

Bien siir cette métrique n’est déterminée par la forme de ’action qu’a un facteur conforme pres.
Il est cependant tentant de comparer avec les résultats de la section précédente. Pour ce ds? on
obtient

TZ 477 = —%am T? = 2rpd7 + T2

et la loi de conservation suivante
T + OT7 + wdpuT; =0

C’est maintenant une simple élimination qui montre que T obéit & la méme équation que —WW
(Le signe est correct car la définition de S.s¢ implique une convention de signe opposé a celle
de W).

Tout semble aller bien, mais si I’on cherche une fonctionnelle pour les corrélations de T et
T simultanément des problemes apparaissent. En effet une forme naturelle pour le poids des
configurations est e d

%(3@9@ +mp(0¢)* + mi(0¢)?)
Mais d’une part la fonctionnelle génératrice associée W (u, i) doit étre renormalisée (méme
pour notre version T, du tenseur énergie-impulsion) car elle contient des divergences de con-
tact ; d’autre part il n’existe pas de métrique ou cette expression puisse coincider avec
I’action du champ libre. De maniére un peu surprenante ces deux problemes sont liés. Com-
mencons par le probleme de renormalisation. En utilisant une version régularisée des fonc-
tions < dp(z,2)0p(2,2') >, < dp(z,2)0p(2',2') > et < dp(z,2)0p(2',2') > les fonctions de
corrélation connexes de 7 et T sont des sommes de diagrammes & une boucle avec ces fonctions
comme propagateurs, et ces diagrammes divergent sauf s’il contiennent au moins deux lignes
< 0p(2,2)0¢(2', 2') > ou < d¢(z,2)dp(2', 2') >. Par exemple
ST (2, D)T(, ') >regx< Op(z,2)00(2', ') >1,

A deux dimensions toutes les divergences s’éliminent en choisissant une prescription de pro-
duit normal, c’est & dire en rajoutant a ’action des fonctions indépendantes du champ, ici des
fonctions de p et u. Mais nous disposons dans notre cas d’une flexibilité plus grande pour
les contre-termes car 1'un des propagateurs (< d¢(z,2)0¢(2',2') >) est purement local. On

15



constate par exemple qu’un contre-terme proportionnel & pfidpdp rend la fonctionnelle finie &
PPordre pii. On introduit donc une action plus générale

dzNdz - _ _
“L T2 (000 + wa(09)? + 27 B(Dp00) + Tv(00)?)

dam

Formellement I'intégrale fonctionnelle associée vaut

1 dé/\dz( & 52 5%
TP T sy TRREY

dzZ N\ dz . =5
< eXp/ — (jop+ jOg) >
Nous allons utiliser des manipulations formelles des intégrales fonctionnelles quadratiques qui
sont justifiées en dimension finie. Si M et K = K1)+ K, sont des opérateurs agissant sur des

vecteurs y on sait que

[ Dgexp(—=3' x(K~! + M)y)
[ Dpexp(-L'yK-1y)

1
= exp —§Tr In(14+ KM)

Dans cette écriture K joue le role de propagateur et M celui de vertex, mais on peut réarranger
de la maniere suivante

Trin(14+ KM)=Trin((1+ K y,M) + K@y)M)

=Trin(1+ KgyM(1+ KqyM)™") + Trin(1 + K1) M)

Cette fois dans le premier terme le propagateur est K (y) et le vertex a été modifié alors que dans
le second le propagateur est K(;) mais le vertex est resté M.
Dans le cas qui nous intéresse M est 'opérateur matriciel

a f @), _ o
(6 7>®5( )

alors que 'opérateur K vaut

. . 01 —(z— 22 0
= I{(l)—l—B(z) = ( 1 0 ) ®7T6(2)(Z_Z/)_|_ ( ( 0 ) _(2_2;/)_2 )

Comme K(y) est purement local, notre transformation a abouti a renormaliser les coefficients
de M, qui reste un vertex local. Les nouveaux diagrammes associés sont tous convergents
(sauf les fonctions a un point, qui sont des auto contractions) car il n’y a plus de propagateur
< dp(z,2)0p(2',2') >. Toutes les divergences ont été ramenées dans le terme ol le vertex est
resté M. Une maniere économique de définir la théorie renormalisée est d’oublier ce terme, ce
qui correspond dans une version régularisée a soustraire une quantité locale et indépendante du
champ ¢ a l’action de départ. Mais on se souvient que «a, 3 et v ont été choisis pour que les
fonctions de corrélation renormalisées soient celles de 7" et T', sans contenir d’autres opérateurs.
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Considérant les diagrammes qui contribuent aux fonctions de corrélation de T ou T seuls ceci
signifie que le vertex renormalisé doit étre

w0 @),
(0 M)@é (z—2")

On a alors factorisation complete entre T et T, et la fonctionnelle connexe est simplement la
somme des fonctionnelles écrites précédemment. Cette factorisation des fonctions de corrélation
de T et T est une propriété générale des théories conformes, mais le champ libre est un des
exemples ou elle n’est pas tout a fait automatique. Le fait remarquable est que le vertex de

départ vaut
a By _ 1 po T
B v 1—m2up \ mpp Qi

et que 'action complete avec ce vertex s’écrit sous la forme de ’action d’un champ libre dans
une certaine classe conforme de métriques

2 T L1+ %)
ab __ = H 2 K
VI = S ) ( 3(1+72up) i

Ainsi partant d’une action sans caractere géométrique explicite et produisant des divergences lors
de sa quantification, on obtient en renormalisant une action ayant un caractere géométrique clair,
ol il est naturel d’identifier p et g comme des différentielles de Beltrami déformant la structure
conforme ou comme des composantes d’une classe conforme de métriques. Il est maintenant
naturel de penser que, pour un choix approprié de facteur conforme, I’action de Liouville associée
n’est autre que W(u)+ W (). Malheureusement nous n’avons pas réussi a déterminer ce facteur
explicitement. Néanmoins cet exemple montre bien méme au niveau quantique les rapports
étroits mais un peu subtils entre le tenseur énergie-impulsion des changements de coordonnées
et le tenseur énergie-impulsion du couplage a la gravitation.

1.7 Propriétés générales des théories conformes

Pour 'instant, nous avons développé un formalisme assez élémentaire mais qui a le mérite d’étre
tres explicite. Cependant ce cadre est insuffisant pour développer toutes les applications. Le
but de cette section est de généraliser ’exemple du champ libre que nous avons présenté. Il
convient de rappeler que 'article fondamental [2] est toujours d’actualité et sa lecture pleine
d’enseignements, méme si certains points ont depuis été axiomatisés de facon plus complete
(voir [31]). Tout d’abord il est clair que si le champ ¢ a n composantes, ["anomalie, c’est a
dire le second membre de (1.6), est multipliée par n. D’autre part les calculs analogues menés
pour un fermion a une composante donnent la méme anomalie que pour un champ scalaire a un
facteur 1/2 pres. Enfin un calcul simple montre que, pour le champ scalaire, si ’on rajoute a T
un terme apd?¢ (une dérivée totale) les seuls changements sont un facteur multiplicatif 1+ 2408
donc largement arbitraire dans I’anomalie (génériquement on note ¢ ce facteur multiplicatif
de ’anomalie, normalisé a I'unité dans (1.6)) et 'apparition de nouveaux champs primaires a
la place des anciens. On peut alors préciser un peu ce qu’on attend d’une théorie invariante
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conforme a deux dimensions d’abord dans le plan: c’est une théorie locale des champs au point
critique (donc invariante par translation, rotation, et dilatation) et de ce fait elle contient

e un champ de poids (2,0) 7" conservé (c’est a dire 97 = 0 au sens de 'insertion dans les
fonctions de corrélation hors points coincidents)

e un champ de poids (0,2) T conservé (c’est a dire 9T = 0 au sens de l'insertion dans les
fonctions de corrélation hors points coincidents)

e des champs d’échelles particuliers, dits primaires, ¢(z, Z) caractérisés par leurs dimensions
(h,h), et par le fait que leurs singularités & courte distance avec 7" et 1" sont minimales

h , - 1

T(z,2)9(2,2") = W(b(z 2+ 0¢(2',2') + partie réguliere
z—z

z— 2
et I’analogue pour 7T}

e d’autres champs dits descendants, dont les produits & courte distance avec 7 ou 7T sont plus
singuliers (ce qui signifie que leurs lois de transformation contiennent des dérivées d’ordre
plus élevé du changement de coordonnées, donc ne sont simples que pour les transforma-
tions conformes globales, dont les dérivées secondes s’annulent) et qui s’obtiennent comme
coefficients de développements a courte distance itérés entre les champs primaires et T et
T (par exemple d¢ est le résidu de T'¢ et son développement avec T commence par un
pole triple).

Quant & T et T ce ne sont pas des champs primaires (on peut les voir comme des descendants

du champ identité 1). Certes T(z,2)T(z’,2') n’a pas de singularités & points coincidents, mais

c 2 242 42
2(2—2’)4+(z—z’)2 ( 2 72 )

+ termes réguliers

et une relation analogue pour 7" ofi ¢, la charge centrale, est pour des raisons physiques la méme
pour les parties holomorphes et antiholomorphes. La variation de ’action dans les changements
de coordonnées est -
5S = l/M(T@f—}—T@f)
T 2

Bien souvent il n’y a pas de modele lagrangien au départ et cette équation est alors une définition
de §S. A deux dimensions si l’on impose la décroissance a linfini @ a 1/mz comme solu-
tion élémentaire et les produits a courte distance donnent les parties singulieres de la fonction
méromorphe en z due a l'insertion de 7'(z,Z) donc déterminent entierement cette fonction. Si
I’on considere alors des sources pu pour T et A* pour des champs primaires ¢; on peut définir la
fonctionnelle génératrice

Z(p, \Y) =< emp/(,uT + Xigy) >

qui doit étre interprétée comme série formelle en i et A* ou il est sous entendu que les dérivations
fonctionnelles sont prises a points distincts (sinon il y a bien siir des singularités et de la renor-
malisation d’opérateurs composites). On vérifie alors que si Z obéit a I’équation fonctionnelle
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(qui généralise celle que nous avons démontrée pour le champ libre)

87 c/ 1 - 1 87 -
e = 5 Tmttneo -2 [ o (g )

su(&,€)
+[ = (5 ) 60
D> (-n [ 2o (Mféf) n (D)

(1.12) +/ 2 - e (axf s>) W’@)

les fonctions de corrélation du tenseur énergie-impulsion ont le bon comportement a ’infini et a

courte distance. Il est clair que chaque terme de cette équation fonctionnelle se lit directement
sur les produits a courte distance.Le fait de faire porter les dérivations sur les termes de sources
et non sur 1/(z — &) donne un sens en tant que distributions aux fonctions de corrélation.

Si I’on considére une surface orientable autre que le plan (si la théorie est vraiment locale on
doit pouvoir I’y formuler), on peut imposer les conditions de produit a courte distance dans des
cartes locales. La covariance de ces produits entraine que les champs primaires sont des (h, h)
formes, c’est a dire que si z et £ sont deux parametres locaux on doit avoir

A (d\ i
(1.13) o) (%) (f,—g) — 6(6.8)

Pour le champ T c’est un peu plus compliqué mais en utilisant dans le terme en ¢/2 I'identité

(+(6) - =€) = (€ - )" 5o (1 e et Ol - 5’)4))

ou la dérivée schwarzienne

B2/ 3 (d2z)de?’
=8="Tra "3 ( dz/d¢ )

!
est évaluée en 5-55 , on s’assure que la loi de transformation

169 (%) + 5150 =769

préserve les produits a courte distance avec T" dans les changements de cartes. Les formules de
transformation des champs primaires montrent bien que, méme s’il n’y a pas de version lagrang-
ienne du modele, un champ 7" ayant les singularités a courte distance prescrites est intimement
relié aux transformations de coordonnées. Ces formules permettent d’étendre immédiatement
une théorie définie sur le plan a des domaines de celui-ci obtenus par changement de coor-
données holomorphes, les conditions aux limites étant la régularité. Par exemple z = €2 définit

19



une théorie conforme sur le cylindre des 9. Notons que "anomalie de T" s’annule pour les trans-
formations projectives qui sont les automorphismes complexes de la sphére de Riemann. En
particulier pour z = 1/€ on a

o1
T(:,2) =166

La régularité a l'infini c’est & dire en & = 0 signifie que l'insertion de T décroit comme une
puissance quatrieme, ce qui reporté dans (1.12) redonne I'invariance par translation, rotation,
dilatation des fonctions de corrélation.

20



Chapter 2

Algebres de courants

Le role des algebres de courants en physique est reconnu depuis longtemps. La connexion (dont
I’étude a commencé dans [55]) avec les théories conformes a été tres fructueuse. Nous allons en
rappeler les traits essentiels.

2.1 Introduction

Dans le chapitre 1 nous avons étudié quelques propriétés du champ libre. Nous nous sommes
concentrés sur le tenseur énergie-impulsion, mais la théorie contenait un autre courant conservé,
de poids (1,0): le champ 9. Il avait un produit a courte distance

dp(z,2) dp(#,2') = —ﬁ + termes réguliers

0o(z,2)V,(2,2)) = —25V,(7,Z') + termes réguliers

z—2z'

et le tenseur énergie-impulsion était en quelque sorte le carré de d¢ régularisé.ll est intéressant
de généraliser ces considérations.

Imaginons une théorie des champs avec une famille de courants conservés de poids conforme
(1,0) notés .J, (on oublie une contrepartie antiholomorphe éventuelle). Alors la forme la plus
générale de produit a courte distance est

I(ab + Oab
(z=2)2  z-=z

Jo(2,2) Jp(2,2) = -(',Z') + termes réguliers

Le terme en (z—2z')~! était absent dans le cas du champ libre. Mais O,; sera lui aussi conservé de
poids (1,0) au sens de I'insertion dans les fonctions de corrélations. Donc c’est une combinaison
F,,°J. et on a

K I’ .
( abl)2 ab -Jo(', ') + termes réguliers
z—z z—z

Jo(2,2) Jp(2,2) =
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Par analogie avec le champ libre on introduit alors la notion de famille primaire ¢; pour les
courants comme une famille de champs vérifiant

Ja(2,2)0i(2, 2) = (2, 2) +

Du fait, entre autres, qu’il y a a priori plusieurs matrices (R,)? indexées par @ on ne peut
pas forcément les diagonaliser simultanément.
Par des raisonnements analogues a ceux du chapitre 1, si ['* et A* sont des sources pour les

Jq et ¢; et qu’on désigne par Z la quantité
< efFaJa‘}‘)\i(bi >
on lit sur les développements a courte distance que
7 _ g / T K (68
ore(z,z) e
87
+[ = 6.
2= & (¢, 9 5) F(&. 8

1 6z
(2.1) /2—55/\‘1(5 5 NP(€,€)

2.2 Contraintes sur les coefficients

[’équation fonctionnelle (2.1) a des conséquences treés contraignantes sur la nature des coefficients
K, F et R. Elle permet de calculer I’effet d’un nombre arbitraire d’insertions des courants dans
les fonctions de corrélation.

Par exemple en dérivant (2.1) par rapport & ['*(2/, z') on obtient.

827 YA 1 e s
0T (=, 2)0T5(, 7))~ _5Fb(z’,z’)/ —¢ Kau0e(60)
1 52 vTu
+ /A — &8IV (¢, 5)5Fb( 7) Fo"TH(&, 5)
! 627 7)\P a
/2—55)&(5 g)grb( z) Rap? A (E, €)
(2.2) y Ba Fu° 6Z

(z,2)? z— 2 6le(2, )

Si nous évaluons ceci pour des sources dont le support ne contient pas z et 2/, on voit que la
partie singuliere lorsque z — 2’ de
8%z
8 (2, 2)000 (2!, 2)
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est simplement
K, F© 87

(z— 2")? z—zole (2, )
ce qui est une version du développement en produit d’opérateurs. La commutation des
dérivations donne

07
2. Kp— Kp) Z=0et (Fup°+ Fp°) =——— =
(2.3) (Kap — Kpa) Z =0 et ( b+b)5FC(z,z) 0
De la méme maniere la partie singuliere de
827
8T (2, 2)dMi (2!, 2')

quand z — 2’ est
R,  8Z
z— 26N (z,2))
Calculons encore en détails une autre contrainte, obtenue en dérivant (2.2) par rapport a
Ni(2", 2") ce qui fournit

537 82z 1 _
q = — _ K’au Fu ,
5T (2, 2)000 (2, /) oA (2, 2") STO (2, YoN (o7, 37) | = g Kouel™ (6, €)
1 537 ~
= . F"T(&,
- / 2 — E8Tv(E,6)8T0 (21, )i (", 2" (&)
1 537 _
— i a)\P
- / z=¢ 5)\q(575)5rb(2,7 5’)5)&(%/7 5//) Rap (575)
+ Krab A i Fabc 52Z
(Z _ Z/)z 5)\2’(2//7 5//) v — 5)\2’(2//7 5//)5{\:(2/7 5/)
R,;1 827

(2'4) o 6)\(](2//7 5//)5{*6(2/7 2/)

Quand z — 2" la partie singuliére est
1 827

2. - aiq — —
( 5) > — Z”R ('5)\q(2/7 Z”)(SF[’(Z/, Z’)

Mais quand z' — 2 la partie singuliére est

szy VA 1 ) . B
2 — M [_ SN (2", 2") / z—gk’wafr (3

1 52Z . )
+ | e gm0

1 527 )

" Rop? NP(E,
+/2—55)\‘1(575)5)\J(2//72//) p?AP(E f)]

R.7  Fy,° 67 quj R 57

A 5)\]‘(2,//7 2//) Ay v ('5)\]‘(2,//7 2//)
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Le terme entre crochets vaut simplement

527 | R? 67
e (z — z’)(s)\j(z” — 2" z—=z2 NI = 2

Donc lorsque 2z’ — 2 la partie singuliere est

Rbiq 52Z
21— 2" 8T (2, 2) M4 (2", 2"
Ray’ Ry FuCR. Ry’ Ry 57
2. — 4 — 4 .
( 6) + ( (Z _ Z//) (Z _ Z//) (Z/ _ Z//) (Z _ Z”) + (Z/ _ Z”)(Z _ Z”)) 6)\](2//72//)

Mais il doit y avoir une symétrie dans I’échange (a, z) <> (b, 2').
Comparant (2.5) et (2.6) on en déduit que :

, , ) 57

ap, J ap J ep gy 9% _
(Raz qu - sz Raq — L'ab Rcz ) 6}\]'(2,,72/,) =0
De la méme maniere en dérivant 2.2 par rapport a ['°(z”, 2”) et en comparant les singularités
az— 2" et az — 2" on obtient une identité analogue
YA

d e d e d e _
(Fac de _Fbc Fad +Fab ch ) 5FG(Z”,Z’”) =0

La valeur de la fonction a trois courants se calcule facilement, c’est

Fabdkrdc
o)) =)

ce qui impose que F;37 K. est totalement antisymétrique. Remarquons enfin que si les YA
vérifient une relation linéaire non triviale, la combinaison linéaire des .J correspondante est nulle
au sens de I'insertion dans les fonctions de corrélation (il n’y a méme pas de termes de contact).
Donc il est légitime de supposer I’absence de relations linéaires (algébriques) entre les §.7/51'
et les §7/6)\.

Nous avons donc obtenu les résultats suivants. Les F,;° sont antisymétriques en a,b et
vérifient I’identité de Jacobi, ce sont donc les constantes de structure d’une algebre de Lie;
les matrices R, en forment une représentation et K,; définit une forme bilinéaire symétrique
invariante sur cette algebre. Ceci a la conséquence importante suivante: considérons la fonction
de corrélation & un courant inséré au point z et deux champs primaires, fixés au point 0 et au
point 1. D’apres les identités de Ward (2.1) on a
Rajq Raiq

z—lMiq_ z My

< Ja(2,5)¢¢(070)¢]‘(1, 1) >= —

ou M;; =< ¢;(0,0)¢;(1,1) >. En appliquant une transformation homographique laissant fixes
les points 0 et 1 et en se souvenant que .J, est de dimension (1,0) on constate que le premier
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membre décroit en 1/2% & I'infini. Reportant ce comportement dans le second membre on obtient
au sens matriciel

M'R, = R,M  pour tout a

On se souvient que si ’on a une représentation matricielle I, d’une algébre de Lie sur un espace
vectoriel, alors les matrices —'R, fournissent une représentation sur le dual, et notre résultat
dit simplement que la fonction a deux points est un entrelaceur de ces deux représentations. Si
’algebre de Lie est réductive (en pratique une somme directe d’algebres abéliennes et simples,
c’est le cas qui nous intéressera plus loin) on peut décomposer la représentation R en composantes
irréductibles. Notre résultat dit que la fonction a deux points entre des champs primaires s’annule
sauf g’ils se transforment de maniére duale I’un de ’autre. Ceci montre que dans la théorie les
champs sont échangés de maniére naturelle par une matrice C' de carré 1 associant & un champ
son conjugué.

2.3 Illustration : Les fermions couplés a un champ de jauge

Considérons (voir [36]) une famille de fermions a une composante (a deux dimensions ¢a existe!)
1 couplée a un champ de jauge associé a l'algebre de Lie so(n) sans terme cinétique. Les
fonctions de corrélation pour la théorie effective du champ de jauge sont données par

Z(T) = /D,lpDAe—%f¢¢(5¢J3+A¢])¢]+%fF¢]Ai]

ou A et I sont des matrices antisymétriques, I' étant la source pour A.
Par translation sur A on obtient (dans ce paragraphe < ---> désigne la valeur moyenne en
présence du terme de source)

(2'7) < 'l/)i(zv 2)¢J’(Zv 2) >= 117 (27 2)

En fait cette expression nécessite une renormalisation. Si 'on écrit A comme une pure jauge
A = —(0h)h™"! ou h est un champ de rotations déterminé & une “translation globale” & droite
pres, il est facile de calculer le propagateur des fermions en présence de A. C’est la solution

élémentaire s’annulant & Pinfini de 0 + A, c’est & dire T25h(z,2)h~!(2/, 2’). Donc

1

m<h(2,5)h_ (z',2") >

< ¢a(27 2)¢b(2/7 2/) >=

On renormalise (2.7) en séparant les points et en prenant le terme constant du développement
a courte distance pour obtenir

1 (Oh)h™' >=T

m

On calcule ensuite |
or = — < o((0h)h™Y) >

Si I’on considere la valeur moyenne des deux membres de 'identité

O((0h)R™1) = d((0h)R™) + [(OR)A™, —(0R)A™1]

25



(dans laquelle le crochet est celui de 'algebre de Lie so(n)) on vérifie que malgré le produit
d’opérateurs, grace a I'antisymétrie il n’y a pas de singularités. On obtient alors

1.67 87
7o = — o+ [N
soit en posant
147
- Zér

ar + %a} =T, J]

En développant I' sur une base des matrices antisymétriques on obtient exactement une identité
fonctionnelle du type recherché.
On peut maintenant calculer la variation de ’action effective; a cet effet écrivons

Z=W W+S:%/JF

58 = /Tr (—5]) _ /Tr rsJ

On paramétrise J = —(dh)h™" et on pose (§h)h~! =e. Ainsi

Alors

48

/ Tr (AT + [, T])e
- / Tr [D((0h)h~")e]
(2.8) - ;/Tr [8(h=am) (h~"<h)]

Ceci montre que la théorie contient naturellement deux courants conservés —h~'(dh) et
—(0h)h™! de poids respectifs (0, 1) et (1,0).

En fait il n’y a pas d’action locale dont (2.8) soit la dérivée variationnelle (En termes d’un
calcul extérieur fonctionnel (2.8) est fermée mais pas exacte). Cependant si (9h)h™" tend vers
zéro A l'infini on peut compactifier le plan en une sphére S?, et considérer des extensions de
I’application A & la boule B® dont cette sphere est le bord. Il existe alors (consulter par exemple
[50]) une action fonction de ce champ étendu dont (2.8) est la dérivée variationnelle. C’est
Paction de Wess-Zumino-Witten. Cette action se généralise immédiatement & des groupes de
Lie compacts arbitraires.

A trois dimensions on considere A = (dh)h™1, la 1 forme de pure jauge associée au champ
de rotation hA. En coordonnées locales z, z,t on écrit A = Adz + Adz 4+ A.dt. On vérifie sans
peine que

dA=ANA et OA=de+[e, A

On en déduit aisément que

§Tr AA= —Tre(0A+ 0A)
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et
§Tr ANANA=3d(Tr edA =3d(Tr (A — dA)dz A dz)

d’ou I’on conclut que

-1 - 1
Swaow = — Tr AAdZ Ndz + -
dam Jg2 12:m /B2

TrANANA

a bien pour dérivée variationnelle (2.8). Dans le formalisme de l'intégrale fonctionnelle,
’ambiguité dans I’action si I’on étend de deux manieres différentes h de S? dans B? doit &tre
un multiple entier de 27. Les extensions du champ A sont classées par 73((7), troisieme groupe
d’homotopie. Ceci ameéne des contraintes sur la métrique K,; apparaissant dans nos produits
a courte distance. Ces mémes contraintes se retrouvent par des considérations d’unitarité sur
les représentations de ’algebre de courants associée. Ceci est encore un domaine ou algebre,
géométrie et topologie sont intimement liées. Notons enfin que le caractere topologique de
Paction de Wess-Zumino-Witten est a l'origine d’importants travaux récents dans le cadre des
théories des champs topologiques, des invariants de noeuds, des invariants topologiques des
variétes tridimensionnelles, etc (voir par exemple [52, 53, 54]).

2.4 Le tenseur énergie-impulsion

Dans le cas du champ libre le tenseur énergie-impulsion était une version renormalisée du carré
du courant. On va voir que cette idée se généralise a des algebres de Lie plus compliquées.
Ceci est en fait une version dans le cadre du formalisme fonctionnel de la construction due a
Sugawara([46]).

Supposons que les constantes de structure Fy;° définissent une algebre réductive (c’est a dire
une somme directe d’algebres abéliennes et simples, condition a laquelle une forme réelle de
’algebre est associée a un groupe compact). Il y a alors un découplage des facteurs de la somme
directe ; le cas abélien est une généralisation immédiate du champ libre, c’est pourquoi nous
supposerons 1’algebre simple. Il est commode de choisir une fois pour toutes des normalisations
pour les constantes de structure : par un changement de base on peut les choisir imaginaires
pures, avec ces conventions la forme de Killing est définie positive et on peut supposer sa matrice
proportionnelle a I’identité : F,;° Fy.b = 6,4 Alors il en est de méme pour K, (par unicité de
la forme invariante). On a donc

Fachdcb — A(Sad K= I((;ad

Pour exprimer de maniere commode les contraintes sur K,; que nous mentionnions au para-
graphe précédent il existe une normalisation géométrique agréable de A, que nous expliciterons
dans le cas de su(N). Fixer A donne la normalisation non seulement de K mais également des
opérateurs de Casimir de 'algebre de Lie, et nous vérifierons que les formules finales pour les
poids conformes et la charge centrale sont homogenes de degré zéro dans ces grandeurs.

La dérivation de I'identité fonctionnelle de Ward (2.1) par rapport a ['*(2/, ') et I'V(2", 2")
donne
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37z 52z K
3T (z,2)d0u (2", 7)ol (27, 2") . oTu(a, 2)o0v (2, 2) / - ¢
1 &7 _
+ / TS T (e et T 6O
K&,y 87 F,° 82z
(z — 22l (2, 2) + (z — 2") 6T (=, 2")o0e(=", 2")
Kdgy YA F,.© A
(Z _ Z’)2 STv (Z”, 2//) + (Z _ Z’) STv (Z”, 2//)61"0(2/7 2/)

6£Fa(57 g)

(2.9)

On définit alors Zy, (2, 2'), symétrique dans les indices u v par

1 f dr 527

lim — ¢ —
S02ir f T Slu(zl + 1,2+ 7)ol (2! — 71,2/ — T)

Cette limite existe a condition de I’évaluer pour une source I' dont le support ne rencontre
pas z’. Il est & noter que
82z B
Slu(z! + 7,2+ 7)ol (2! — 1,2/ — 7)

Kby,  Fuv” YA

472 2r ol (=, 2')
ce qui permet de calculer I'intégrale sur 7 appliquée aux deux membres de (2.9) a la limite ou
e — 0 (en fait pour des raisons d’holomorphie le résultat est indépendant de ¢ s'il est assez
petit).

Si I'on note %1 la trace de %M on obtient pour %1

+ Zuw (2',Z') + termes réguliers

5% 2/75/ ~ ;o K =
st = B [ e
K 6§70 (.7) o wrre &
/Z_é' 5FC(57§) Fabr(€7g)

2K+ )\ 07

(z = 2)2 8l (=, 2')
On définit alors Z; = ﬁ %1, et la partie singuliere de §7;(2',2") /0% (z, 2) est celle de

1 VA
(z— 22 ol (2, 2)

c’est a dire

1 87 N 1 9 4
(z— 2268l (2,2)  z—2' o'z, 2)
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donc quand z — 2’ on a

YA 1 07 1 07
1(#, %) - + 0 + termes réguliers

ol (z, 2) (z = 2)200%(z,2)  z—2z2" 61z, 2)

Si 'on dérive I’équation pour §71(z, z) /61" (%', Z") cette fois par rapport a I'“(2”,2"”) on peut
obtenir une équation pour

E % 827 (z, 2)
2K+)\a—>0 Nw T 61z + 7,2 4+ 7)o (2! — 1,2 = T)

u’on note Zy(z,z; 2. z"), dont on remarque la symétrie dans ses deux arguments. On obtient
2 [ ) )

5 _
(21( ‘|‘)\)ZQ( 25/) — _5Iil(ii7z?)/2/ ga Fa(g 5)
1 627, (2, 2) o
i /Z’—€5FC(€,£)5F .z e T8
1 827

(z — 2281 (z,2)00, (2, )
(2.10)

Comme dans I’exemple détaillé du deuxieme paragraphe on insere la singularité de
§71(z,2)/80%(2', 2') (cest a dire (2 — 2') 7187 /81'%(z, 2)) dans les intégrales, on utilise I’équation
fonctionnelle pour 7 et on obtient pour la partie singuliere de Z3(z,z ; 2/, 2')

1(21{dimg) 1 N 2 Z(z+z’ z—I—z’)
IK+XN/) (2= " (z—2)27" U 2 7 2

Ceci suffit pour conclure que

. 1 1 dr o o
ll_l}l%QK_I_)\za:ﬁ?{?.]a(z—l—r,z—}—r).]a(z—r,z—T)

définit un tenseur énergie-impulsion?’(z, Z) pour lequel le poids h des courants est 1 et la charge
centrale est
_ 2KdimG
2K+ )
Enfin en appliquant la méme méthode dans I’équation (2.4) on vérifie rapidement (en sup-
posant la représentation de G portée par les ¢ réduite en ses composantes irréductibles) que ¢;
est un champ primaire pour 7" de poids conforme

2K 4

i > RuiRaj* = CRé*

est la valeur propre de 'opérateur de Casimir de la représentation. Comme nous ’avions an-
noncé, ces valeurs sont indépendantes de la normalisation de A.
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Chapter 3

Formalisme opératoriel

3.1 Quantification radiale

Il est intéressant de passer d’un formalisme de mécanique statistique ou lagrangien a un for-
malisme opératoriel de théorie des champs ([2]). Transformons le plan de la variable z privé
de 'origine en un cylindre z = €2 p = 7 4+ i0. Les conditions aux limites sont la régularité a
T — Foo. Nous utilisons 7 comme variable d’évolution. On peut alors associer a chaque fonction
de corrélation une valeur moyenne dans le vide d’un produit ordonné en temps. Le symbole R
impliquant d’ordonner les opérateurs par temps croissants de la droite vers la gauche on a la
correspondance suivante

e A A
< G1(21,21) b (2m 2n) >Z < O\R(y (21,21) - by, (20, 20)[0 >

Pour calculer le commutateur de deux opérateurs a temps égaux, on utilise si |z| = |2/|

A A A A
lqﬁ (2,2), ¢ (<, Z’)] = lim R({¢ (e72,¢%2) ¢' (+/,2)} —{e ¢+ —¢}

Ainsi les commutateurs a temps égaux s’interprétent comme des valeurs au bord de fonctions
de corrélation, associés aux singularités des produits a courte distance. A deux dimensions la
situation est particulierement agréable si I'insertion d’un des deux opérateurs, disons ¢(z, 2) a
des propriétés d’holomorphie, comme c’était le cas pour le tenseur énergie-impulsion (2,0) ou
les courants (1,0) des chapitres précédents : on peut alors a temps donné développer en série de

A
Fourier sur le cercle, et les commutateurs des modes avec ¢ (2/,z’) sont donnés par des limites
d’intégrales de contour, que ’holomorphie permet de déformer librement. Il faut juste éviter de
rencontrer d’autres insertions que celle de ¢'.
Par exemple dans le cas des courants si Z =< exp [ ['*J, + A'¢; > écrivons pour |z| = €”

Too ,\(n)
Jo (55 =3 1T, (r)z""

— 00

30



(n)
n+1)7’i am 5Z '
2r 0 5Fa (67'—|—2cr7 67—20)

A
La fonctionnelle associée a l'insertion de .J, (7) est

ei(n—}—l)adg

e(

et on remarque que ceci s’écrit encore

L?{ 07 - anﬁ
27 J|z|=er 012 (2, 2) z

Soit maintenant S une partie du plan privé de l'origine dont le bord 05 est suffisamment
régulier, ’équation (2.1) se réécrit

1 67z dz

_ 7 el n - u

2 725 oTe(z,2) = Z/Sf K0 (€,€)
VA _

—I—/anmFauvru &9

07 -
- [ e B X6,
(3.1)

On peut alors dériver fonctionnellement par rapport a I'°(2/, ') ol (2/,%') est dans S et
ensuite évaluer pour des sources nulles dans .S ce qui donne

1 8z dz YA
- n+l1 2% VA /n—ll(a n Fa v
2ir ?ﬁs STe(z, 2000 (2,2 - PP Re oy e

Ceci montre, en prenant pour S la couronne €™ ¢ < |z| < €™t que si |2/| = €7
) )

(n)
Pa (7)795 (, z’)] =n2" T K+ 2" Fy° 96 (z', 7))

m+1 i—z il vient

. Ny oz 1
en appliquant des deux cotés 5— 3§|Z,|:67 z

A+

A .
Ja (T)7 Jy (T)] = nén-}—m Kap + Fup® Je (7')
De la méme maniére on obtient pour |2/| = e”
Aln) A A
J. (1),0; (22| = =" R,/ b, (2,2

On peut appliquer ceci & la fonctionnelle génératrice des corrélations de T, en définissant
A(n)

L (7) par .
T(2,2)=Y Ly (1)
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A :
Alors la fonctionnelle associée a l'insertion de L, (1) est (si Z =< exp [ puT + XN'¢; > ou les
¢; sont ici les opérateurs primaires de T')

1 YA z
_}{ 22
27 Jiz)=er Op(2, Z) z

et I'on a

1 A o dz B A . B
zwésm ”7 ~ [ e

—2 [ eia, ( — " /5““ ( 55)) H(E,6)

3k 5““0( 55)) [e+ia, (Mf(%@)v(aa

Si on dérive par rapport a ,u(z’,,%’) ou (2/,2') est dans S et qu’on évalue pour des sources
nulles dans S on obtient

1 527 dz cZ YA
- n+272% _ m—2 9 1 m
2w f}s Su(z,z)6u(2, 2') T 12 T (7 =T 2t 1) (=, 2')
87
/n—}—la ,
)

ce qui entraine que, si |2'| = €7

c

A
[Ln (1), T'(z, Z/)] = 12(n3 —n)2"" 4 2+ D) 2 + 2oL T (7
et par intégration sur le cercle |z/| = €™ on a

[0 (9, L ()] = S508° = 1)t + (1= ) L (1)

ce qui est l'algebre de Virasoro, notée Vir, avec bien siir des résultats semblables pour la partie
T.

De la méme maniere
[271 (1), i (2, z’)] = (n4 V) h;2" ¢ (2, 2) + 2" 0, 4,(2, 7)

Pour obtenir le Hamiltonien, il faut d’abord identifier parmi les opérateurs ceux qui n’ont
pas de dépendance explicite en temps.

D’une maniere générale, si les 1; sont des opérateurs (pas forcément primaires) de di-
mensions (h;, h;) on sait que dans une dilatation 2 — @z la fonction de corrélation <
V1(2n, Zn) * **¥n(2n, 2n) > est multipliée par a~*"a~*" ce qui montre que les fonctions de
corrélations des champs z"z"1;(z,z) sont invariantes pour les dilatations, donc les valeurs
moyennes d’opérateurs associés sont invariantes dans les translations en 7. Comme z = e?
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A _A
définir v, (0, 0) = 2"2" ¥, (2, 2) est compatible avec le fait que dans un changement de carte un

_ _ h \h
champs primaire ¢; se comporte comme une (h, h) forme (¢;(§,&) = ¢i(z, 2) (g—z) (g—g) ) pour
préserver la structure des produits a courte distance.

On observe alors que

(3.2 (L ), 0it00)] = (7 4+ 4} 6, (010

Mais 2 = 2.2 + 2% et 2L =1 (zi - 2%) On obtient donc que

et
A

[io ()= Lo (7')7252' (0, Q)] =14

©->

Ceci permet d’identifier & une constante pres le Hamiltonien comme Lo 4 Lo et 'impulsion
comme Lg — Lg. Mais on a vu que

T(e,0) = T(z7) (3—9)2 + 151z 0}

= T(222+ 5 (1)

Il est alors naturel (ceci revient a fixer les phases absolues des états dans ’espace de Hilbert) de
A

A 2
prendre comme Hamiltonien Lo + Lo —55 qui est bien siir par définition indépendant de 7.

A

Nous avons défini les opérateurs L, (7) agissant sur l’espace de Hilbert de la théorie avant
d’avoir choisi un Hamiltonien. On peut vérifier que ces opérateurs sont indépendants de 7, et
ce sont donc des opérateurs dans la représentation de Schrédinger , ils ne commutent pas avec

A
I’opérateur d’évolution pour la partie holomorphe [g.
On peut alors écrire

+oo
A A
T (z) = Z Ln Z—n—2
— 00
On sait que si z — 0 et qu’il n’y a pas d’ autre opérateur a I’origine les fonctions de corrélation
A A
avec insertion de T (z) ne doivent pas étre singuliéres. Ceci impose L, |0 >=0 n > —1. Plus

A
généralement, si en zéro se trouve le champ primaire ¢; (0,0), la singularité est en

Y, 1
UL LY PR
z z
d’ou ’on déduit
A A A
Lo#; (0,0)[0> = h; ¢; (0,0)[0 >
A AN
Lng; (0,0)[0> = 0 n>1
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Si la théorie contient une algebre de courants on a:

A A B m A _ mt+lag A _
Lm,Ja (2,2)| =(m+1)2" J, (2,2) + 2770, J, (2, 2)

A Aln) Alntm)
Lmy-]a (T) =—-n ']a (T)

(n)

qu’on peut utiliser pour montrer que les JJ; ' ne dépendent en fait pas de 7.
En appliquant les mémes arguments de régularité a ’origine on obtient

(n)

A
J, 10>=0 n>0 etsiles ¢ sont une famille primaire de .J

AOA AN

']a(bi (070)|0 > = —R,’ ¢j (070)|0 >
AOA

506, (0,000> = 0 0>

On remarque sur ces exemples que les représentations d’algebres associées aux théories con-
formes ont une structure dite de plus haut poids par analogie avec la terminologie usuelle des
algebres de Lie de dimension finie.

3.2 Quelques résultats de la théorie des représentations

Nous ne pouvons donner ici qu’un bref apercu de ce sujet tres vaste. On trouve dans [23] une
présentation pédagogique tres agréable.

3.2.1 Cas de l’algebre de Virasoro.

Nous supposerons c et h réels. Une notion importante est celle de module de Verma de plus haut
poids : dans U (Vir) I’algebre enveloppante de ’algébre de Virasoro on considere 'idéal a gauche
engendré par Lo — h, et les L,, n > 1. Le quotient se note V(c, h) et il est universel au sens
suivant : tout module cyclique (c’est a dire engendré par ’action sur un seul vecteur) de plus
haut poids h pour Virasoro est un quotient de V' (¢, h). C’est I’étude des inclusions de modules de
Verma (les plus courageux iront consulter [14]) qui est a la base de la théorie des représentations
irréductibles. On vérifie aisément que si |h > désigne le vecteur tel que Lo|lh >= hlh > et
Lylh >=0mn > 1 (|Jh > est en fait la classe de 1 dans V(c, h) c’est a dire 'unité dans U (Vir)
modulo idéal a gauche engendré par Ly — h, et les L,, alors les vecteurs L_,, ---L_,, |h > ol
ny > ng---ng > 1, ng + -+ ng = n forment une base du sous-espace V,,(c, h) de V (¢, h) de
valeur propre n + h pour Lg. A toute suite finie ny > ng--- > ng > 1 on peut associer la suite
infinie avec n; = 07 > k et réciproquement a toute suite décroissante nulle a partir d’un certain
rang on peut associer la suite finie tronquée. Alors

o0

k 00
Zm = an = Zz(nz — Njt1)
=1 =1

=1
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et posant ny — ngy1 = my on obtient pour la fonction génératrice des dimV,(c, h) appelée
caractere

<

o0

Xen(@) = ¢"771 Y dimV, (¢, h)g"
n=0

(le préfacteur est conventionnel et le symbole V' rapelle Verma)

c

h__
v _ h—s S kmy _ q
Xep\g)=¢q 2¢ q = g0 1 k)

Le fait que l'algebre de Virasoro soit graduée et que a une translation par le poids conforme
pres Lo calcule cette graduation a la conséquence trés simple suivante :

si F est un sous-espace vectoriel de V (c, h) stable par Ly alors £ = @, (V.(c,h) N E) (en
effet siz =Y N_ 2, ot z € E, z, € V,,(c, h) alors (Lo — h)™z € F pour tout m, en particulier
pour m =0 a N, et 27]1\7:0 n" %, = (Lo — h)™z, le déterminant de Vandermonde ne s’annule
pas, donc z,, € F pour n =0 & N). On en déduit que tout sous module M de V (¢, h) contient
le module de Verma Ve, h + n) ou 7 est le plus petit n tel que M NV, (e, h) # {0}.

Ceci explique que les caracteres des représentations irréductibles soient des sommes (& coeffi-
cients entiers positifs ou négatifs) des caractéres des modules de Verma, ce que nous constaterons
dans la suite. Ceci entraine également I'unicité du sous-module maximal de V (¢, h).

(mk )presque nulle

[’étude des inclusions de modules de Verma est compliquée, mais elle s’appuie entre autres
sur I'outil simple suivant : on peut munir le module de Verma V' (¢, k) d’une forme sesquilinéaire
en décidant que 'adjoint de L, est L_,.

Plus précisément, si o est I’anti-automorphisme de ’algébre de Virasoro défini par o(L,,) =
L_,, o admet une unique extension comme anti-automorphisme de U (Vir), o est involutif. Si
z,y € U(G) on vérifie que o(z)y|h > a une composante suivant |h > qui ne dépend que de z|h >
et y|h >, celle ci définit donc une forme sesquilinéaire symétrique sur V'(c, h). L’unitarité de

ce produit scalaire est équivalente a I’hermiticité de I'opérateur fZ/: (0,0). Une des applications
de la forme contragrédiente (c’est la dénomination habituelle de cette forme) est la suivante :
V(c, h) est irréductible si et seulement si la forme contragrédiente est non dégénérée. La preuve
est simple. D’abord le noyau de la forme est un sous-module (propre car |h > n’y est pas) :
en effet si z|h > est dans le noyau et z,y dans U(Vir) o(z)yz|h >= o(o(y)z)z|h > n’a pas
de composante suivant |h > donc yz|h > est aussi dans le noyau. Réciproquement si M est
un sous-module propre, nous avons vu que M contenait au moins un vecteur annihilé par les
L, n > 1. Ce vecteur est forcément dans le noyau, ce qui termine la preuve.

Le calcul du déterminant de la forme contragrédiente (pour laquelle il est clair que V,,(c, k) et
V,i (e, h) sont orthogonaux si n # n') est tres compliqué. Nous donnons simplement le résultat :

si I’on écrit ¢ sous la forme 1— j ol m est en général complexe et ol conventionnellement

6
m(m+1
on choisit la branche m €]0, o[ pour ¢ < 1, et qu’on définit pour r, s entiers positifs
(m+1)r—ms)? -1

firs (m) = dm(m + 1)

alors le déterminant de la forme contragrédiente dans V,,(c, h) est proportionnel a
)

H (h . h‘T’S)P(n_TS

rs<n
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ou P(k) est le nombre de partitions de k objets, c’est a dire exactement dimVj/(c, h).

Une étude soigneuse (voir [13]) de ce déterminant permet de trouver des conditions
nécessaires et suffisantes pour avoir des représentations irréductibles unitaires de I'algebre de
Virasoro. De telles représentations existent si et seulement si

-soite>1 h2>0

- soite< 1 c:l—ﬁa\/ecmentierZQeth:hm(m) pour 1 <s<r<m-1

On ne sait pas (pas encore?) classifier tous les modeéles de la premiere catégorie ; en revanche
on sait le faire dans la seconde catégorie, on connait les théories physiques correspondantes,
elles ont la propriété remarquable que les développements a courte distance n’engendrent qu’un
nombre fini d’opérateurs primaires. De tels modeles sont dit minimaux (par contraste pour le
champ libre V,V,,, — V,,, donc les produits a courte distance engendrent un nombre infini
d’opérateurs primaires). Par exemple le point critique du modele d’Ising est décrit par m = 3,

¢ = L1 et les poids des opérateurs sont 0, %, % (bien sir, il y a une partie antiholomorphe

corres2p0ndante7 et ’association entre les deux parties dépend entre autres des conditions aux
limites, nous aurons l'occasion d’y revenir).

L’étude des inclusions mutuelles des modules de Verma conduit a la formule suivante (établie
dans [37]) pour le caractere de la représentation irréductible x,, de la représentation h = h,,, ¢ =
1= G

+ oo

Xrs (Q) = Z (X?Y—}—ka,s - X7Y—|—2mk,—s)

k=—c0

3.2.2 Cas des algebres de Kac Moody

Nous nous intéressons aux représentations de plus haut poids de ’algebre

[.]ém)7' én)] — FabCJ(m+n) + m8mpn Kb

[

Une algebre de cette forme est appelée algebre de Kaé-Moody, on peut voir cette algebre comme
une extension centrale (le terme contenant K,;) de I’algebre des applications du cercle dans une
algebre de Lie usuelle (m et n indexent les composantes de Fourier). On peut méme faire un
pas de plus en considérant une algebre de Ka¢-Moody comme |’algebre de Lie d’une extension
centrale du groupe des applications du cercle dans un groupe de Lie, la multiplication étant prise
point par point. Alors les difféomorphismes du cercle agissent projectivement sur ce groupe pour
donner un produit semi direct. Dans une représentation irréductible de ’algebre de Ka¢-Moody
on s’attend a ce que 'action des difféomorphismes puisse s’exprimer par la commutation avec des
opérateurs de l'algebre enveloppante, et c’est ce que réalise la construction du tenseur énergie-
impulsion comme un produit (renormalisé) de courants, construction que nous avons faite dans
le formalisme fonctionnel au chapitre précédent. La théorie des algebres de Ka¢-Moody est
exposée en détails dans [22].

On suppose que les constantes de structure F,;° sont celles d’une algebre de Lie simple
G (dans ce cas on peut démontrer que les extensions centrales non équivalentes ont un seul

A
parametre) et vérifient FuptFi® = Noua auquel cas K,y = Kd,49. On note G l'algebre toute
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entiere. Il est utile de rajouter un autre générateur Z (nous verrons qu’il est relié a Lg) qui

(] = _ g

calcule la gradation : [Z, Ja —nJg
(0)

I’algebre engendrée par les J, ', notons les H;, ¢t =1 a r ; on y adjoint Z pour obtenir une sous
algebre abélienne maximale ; alors en diagonalisant la représentation adjointe, on peut indexer
les générateurs complétant le tore de Cartan par : un entier n € Z et une racine de l'algebre

simple G ou un entier non nul et un entier de 1 a r et ceci décrit les racines de I’algébre de
Kac¢-Moody.

. On choisit des générateurs d’un tore de Cartan dans

[Hi,J](-n)] =0 [Z,J](n)] = —nJ](-n) n#0
(Hi, J8) = a(H) S8 (0,08 = —ng (Y

A
On peut a nouveau construire des modules universels au sens suivant : ce sont des I (G) mod-

ules gradués, de graduation non négative, leur sous espace de niveau 0 porte une représentation
A
(éventuellement irréductible) donnée de dimension finie de G, tout ¢ (G) module ayant la méme

propriété en est un quotient.

A
On peut étendre I'isomorphisme de G défini par

o vaut l’'identité sur le tore de Cartan

A
a U(G) et utiliser ceci pour définir un produit scalaire. L’unitarité donne alors des contraintes

sur les valeurs possibles de K et la représentation de G qui porte le sous espace de niveau 0.
Illustrons ceci dans le cas ou G est I'algebre de Lie Ay (celle de su(2)). On part de
™, I = iea? T 4 Kb ay8nim

a [

ou a, b, et ¢ prennent les valeurs 1, 2, 3. Dans cette normalisation FutFub = —eapea = 26,44.

On définit

F AR R I (e Ly

Alors
I = =0 5,0 = Km,

0 = 2K m Gy, + 28

L (m) (n)]

SR ](m+n) [ (m)7 ]&”)] — _J£m+n)

+ 3

Choisissons pour le niveau 0 la représentation de spin s (2s est un entier). En utilisant le
théoreme de Poincaré-Birkhof-Witt (qui dit qu’en choisissant un ordre pour les générateurs et en
considérant uniquement des momoémes ou les générateurs apparaissent dans ’ordre croissant de
la gauche vers la droite on obtient une base de ’algebre enveloppante) on se convainc aisément
que le module universel associé a une base de la forme:

J(_Tl) . -J(_Tk) J:E)_Ch) . -.]?()_qj) Jg__pl) . 'Ji—pi) (J_(}_O))Z| — 5>
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ou | — s > est le vecteur de niveau 0 de valeur propre .]:go) =—setour; >rg>--->rp>1;
G >q-->q¢ >1;p0>--->p;>1;2s>£>0.Sion note £, ,, I'espace de valeur propre
E: n; J:go) = m, sa fonctionnelle génératrice est

X(q, ) =D dim(E,m)q"y™,

n,m

Les termes liés aux J3 sont indépendants des autres et donnent

1
[T72: (1= ¢%)
la sommation sur £ donne
s+1/2 _ ,,—s—1/2
) )
yl/2 — y=1/2
La somme pour .J_ donne
0 -k

I
kZ:%) Iy (1 - )

et celle pour J; donne
00 k

>
k i
ce qui donne finalement

B y5+1/2 _y—5—1/2 1 (oo y—k ) (oo yk )
x(ev) = S0P\ T (=) \&

y /2 —y oo Ili=1 (1 T (1 — )

Finalement & la limite ou y — 1 (le caractie est alors dit spécialisé car on a perdu sa dépendance
dans les variables du tore de Cartan) on trouve

x(g,1) = (2s+ 1)

1
3
(M52 (1 = %))
On remarque que 3 est le nombre de générateurs et 2s + 1 la dimension de la représentation au
niveau 0. Pour une algebre de Lie simple quelconque on définit les caracteres comme des traces

xX(¢,yi) = Trg" [T y!"
7

e caractere spécialisé s’obtient en fixant les y; a 1, ce qui a un facteur multiplicatif prés donne
| t | ’obtient fixant | ;A l, fact Itiplicatif d

e caractere de la représentation de 'algébre de Virasoro sous jacente. On vérifie alors aisémen
| tere de | tation de 'algebre de V te. O fie al t
que les caractéres spécialisés pour les modules universels de plus haut poids sont de la forme

1
(152, (1 — gk)) e

A nouveau les caracteres spécialisés pour les représentations irréductibles seront des sommes
alternées de ce type.

dimR
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Passons aux contraintes : on sait que les représentations unitaires de su(2) ont un spectre
entier ou demi entier pour .J3.
A
Comme Jim), .](__m)7 Jéo) + K'm engendrent une sous algebre su(2) de G et (.]3()0) + Km)| -
s >= —s+ Km| — s > il faut que 2(—s 4+ Km) soit entier pour tout m donc 2K est entier;

K= % avec k entier. De plus si m est strictement positif J_(Fm) anihile | — s > donc Jéo) + %m
est positif sur | — s > ; —s+ %m > 0. Prenant m grand, ceci impose k£ > 0 alors m = 1 donne
k

5 > 8.

2 =

Donc l'algébre de Kac Moody pour su(2) dans nos normalisations n’a de représentations
unitaires que (il se trouve que nos conditions sont nécessaires et suffisantes) si k est un entier
et si le spin s de la représentation de su(2) au niveau zéro vérifie s < % soit 2s+ 1 < k + 1.
La valeur propre de 'opérateur de Casimir de la représentation s est s(s 4 1). Donc la charge
centrale est

_ 2KdimG 3k
2K+ XN k42

et les poids conformes possibles sont

_ st rs<®
k+2 2
A

De méme la considération de sous algebres su(2) dans G permet de trouver des contraintes
sur les valeurs de K et les représentations possibles au degré 0 a K donné.

Nous allons décrire ces résultats tres explicitement pour su(N) que nous utiliserons tres
souvent dans la suite.

Le réseau des racines M de su(/NV) est engendré par N — 1 racines simples a;; = e€;—e;41 ol les
vecteurs e, =1, ..., N forment une base orthonormée de RN. La métrique est donnée par la
matrice de Cartan g;; = o;.a;, égal a 2, —1, 0 suivant que |¢ — j| = 0,1 ou > 1 respectivement.
Notons que c’est ici que nous fixons la normalisation pour A en fixant la norme des racines
longues (su(N) est une algebre de Lie simplement lacée donc toutes les racines ont la méme
longueur). Le groupe de Weyl W de su(N), isomorphe a Sy, d’ordre N'! (c’est en fait le groupe
de permutation des e,) est engendré par les réflexions par rapport aux hyperplans orthogonaux
aux racines simples. Il laisse M et son dual M* (engendré par les poids fondamentaux ', tels
que o'.aj = 5;-,ai =gYaj, g = Inf(i,j) — %) invariants.

La condition de quantification est la méme que pour le cas particulier N =2 : 2K doit étre
un entier £ qu’on appelle le niveau ( n = k 4+ N est 'altitude). Les représentations intégrables
de P’algebre de Ka¢-Moody correspondante sont indexées par des poids positifs p satisfaisants
pi=p.o; >0et Y . p; <N. On désigne par B, ce domaine fondamental des poids.

Comme dans le cas des algebres semi simples, les caracteres sont des quotients de sommes
alternées sur le groupe de Weyl. Dans le cas affine ce groupe W, s est le produit semi direct de
W et des translations du réseau nM, il est engendré par les réflexions dans les N hyperplans
bordant B,,.

Définissons d’abord des fonctions théta du réseau (liées comme on le voit au noyau de la

chaleur)
n

Onpl(x,7) = %;e (75@ + %)2 (et %).x)
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ou e(z) désigne exp(2irz), 7 € C, Imr > 0, x est dans I’hyperplan du réseau des racines et p
est un poids quelconque. On remarque qu’en fait ©,, , ne dépend de p que par sa classe modulo
nM. On note GG, le groupe quotient M*/nM, c’est un groupe abélien, isomorphe a Z,n x ZN 2
comme on le vérifie en remarquant que a', oy, ..., an_o forment une base du réseau des poids
et qu’un poids est dans nM si et seulement si sa composante suivant a' est multiple de nN et
ses composantes suivant les a;, ¢ = 1, N — 2 sont des multiples de ». On antisymétrise sur x
pour obtenir (si “x désigne 'action de w dans W ou W, s sur x et £(w) le determinant de la
transformation linéaire associée a w)

(3.3) Onp (,7) = 3 £(w)O,p("x,7)
weW
= 3 o (o (P + (") x)

A
Sous cette forme il est clair que @, p ne dépend (modulo un signe) que de l'orbite de p sous
l'action de W, ¢, et que B,, est un domaine fondamental pour cette action (les poids sur le bord

A
de B,, donnent par antisymétrie une fonction © identiquement nulle). Il y a encore une isométrie
dont ’action sur les caractéres a une grande importance, c’est la conjugaison de charge. Cette
transformation est la restriction a I’hyperplan des racines de la transformation d’ordre deux

C e, — —eN41-—p

N-—1

qui laisse B, invariant car elle transforme a' en a’'~'. C’est le produit de I'inversion et d’un

élément du groupe de Weyl de signature (—1) 5 donc

A
Onop) (X,7) = (=1)" = Oup (C(x),7)

i = i ; — 2 _ N(N°-1)
Si m = N, By ne contient que le poids pg tel que pg.a; = 1, pg = ——5—. On peut alors
démontrer que le caractére de la représentation intégrable de su(N) a la hauteur n associée a
p € B, est

6
Xn,p = A i)
®N7p0

Le niveau fondamental porte la représentation p de I'algebre de dimension finie sous jacente.
En prenant la limite singuliere x — 0 on obtient pour le caractére spécialisé la formule
suivante

Xnp(T) = Trpe(r[L, — c/24])
Yrem dim[nr 4 ple (13 (r + 2)?)
Srenmdim[Nr+ po]e( M( + R0)2 )

ol les dimensions sont le prolongement des formules pour celles de plus haut poids de I'algebre
finie (on replie dans le domaine des poids positifs avec W en tenant compte du signe).
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En fait le dénominateur est simplement la puissance N? — 1 ieme (c’est la dimension de

su(N)) de

o0
n(g) = ¢TI (1 = ¢’) pour g = e(r)
7=1
conformément & Iestimation simple du début. (Ceci est la plus simple des identités de Dyson et
Macdonald, et elle résulte de 'identité des propriétés modulaires des deux fonctions). Remar-
quons que les caracteres spécialisés correspondants a des poids conjugués sont identiques.
En évaluant les termes dominants des caracteres on vérifie que la charge centrale est bien

_K(N*-1) _ N

R S G

et les poids conformes
P b
P 2n

en accord avec les résultats du chapitre 2.

3.3 Algebres chirales et théories rationnelles

Comme le montrent les exemples d’algebres de courants, il est fréquent que les théories conformes
possedent des symétries étendues. En général elles ne sont pas du type algebre de Lie (a moins
de considérer tout I’algebre enveloppante), mais elles proviennent de courants conservés qui sont
des champs primaires chiraux (c’est a dire de dimensions (h,0), h entier positif) qui forment un
famille fermée pour les développements en produits d’opérateurs (on peut bien sur aussi avoir
des symétries étendues dans le secteur antiholomorphe, auquel les considérations suivantes se
transposent immédiatement, la corde hétérotique étant ’exemple le plus connu ou les algebres
chirales droites et gauches ne sont pas isomorphes). On peut citer par exemple le cas h = 3

A
correspondant aux algebres W3 (voir [55]). Si les A, engendrent une telle symétrie on écrit :
A I

et en appliquant (3.2) on obtient que les Ag”) vérifient

[Lm7 Agn)] = (m(h - 1) - n)Agn+m)7
donc 'algebre A engendrée par les A,(ln) est graduée et Ly compte le degré. En particulier les
opérateurs de degré n = 0 forment une sous algebre A, Les conditions de régularité i I’origine

(n)

imposent a nouveau que les représentations de I'algebre chirale formée par les A,/ soient de plus
haut poids, et celles qui sont irréductibles sont construites par application des opérateurs A&”),
n < 0 sur la représentation de A(®) portée par le degré 0. En général algebre chirale est munie
d’une involution qui permet une définition algébrique de I’hermiticité. Si ’on adjoint a Lo une
famille maximale de génerateurs autoadjoints de ’algebre chirale qui commutent (ceci impose
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en fait, vu le caractére universel des relations de commutation avec Lg, que ces générateurs
sont choisis dans Ap) on peut diagonaliser ces générateurs simultanément et définir un caractere
abstrait comme une fonctionnelle génératrice des dimensions des sous espaces correspondants a
des valeurs propres données de ces générateurs. Une condition importante est que les opérateurs
a degré n donné soient en nombre fini et que la représentation au degré 0 soit de dimension
finie. Ceci est souvent une conséquence de I'unitarité. Alors on peut spécialiser le caractere en
ne regardant plus que les valeurs propres de Lg c’est a dire considérer

X = TquO_ 31

A partir d’une représentation de plus haut poids on peut toujours obtenir une représentation
duale (elle est construite en prenant la représentation duale ou conjuguée usuelle au degré 0 et en
appliquant les opérateurs de degré négatif) qui est aussi de plus haut poids et qui peut étre ou ne
pas étre équivalente & la premiére. Comme l’algébre de Virasoro est réelle (si la charge centrale
et les poids sont réels) une représentation et sa conjuguée ont méme caractére spécialisé, donc
en particulier méme poids conforme). Comme d’habitude, a chaque représentation irréductible
de plus haut poids de A est associé une famille primaire (c’est a dire une famille de champs
dont les singularités dans le produit a courte distance avec les champs de I’algebre chirale sont
minimales et ont une forme irréductible). A nouveau ceci entraine des identités de Ward qui
fixent univoquement les fonctions de corrélation avec insertion de champs de A en termes des
fonctions de corrélation contenant uniquement les champs primaires. Tous les champs de la
théorie sont engendrés par développements a courte distance entre champs primaires et champs
de l'algebre chirale.

Les cas les plus maniables de théories conformes (ce sont eux que certains optimistes espérent
pouvoir complétement classer) sont ceux pour lesquels les algebres chirales droite et gauche n’ont
qu’un nombre fini de représentations irréductibles (et disons unitaires) une fois que les charges
centrales (¢ pour l’algebre de Virasoro, K pour une algebre de Kaé-Moody) ont été fixées. Ceci
est une généralisation naturelle des modeles minimaux pour lesquels ’algebre chirale se réduisait
a lalgebre de Virasoro. De telles théories sont dites rationnelles, la terminologie étant justifiée
par les propriétés algébriques simples des charges centrales et des poids conformes dans ces
théories. Elles ont été introduites dans un cadre géométrique dans [12] et ensuite axiomatisées
dans un cadre algébrique (voir par exemple [32]).

L’espace de Hilbert d’une théorie rationnelle se décompose donc sous la forme

ot les N/ sont des entiers positifs ou nuls, et 7 et j indexent les représentations (en nombre fini)
des algebres chirales droite et gauche. La fonctionnelle génératrice des dimensions des espaces
de degré donné s’écrit alors

Troqo= s g3 = 3 Ny, (g)x;(q)
‘iﬁ_;

Jusqu’a présent ¢ et ¢ étaient des variables formelles, mais souvent les caractéres ont un sens
comme fonctions analytiques dans le disque unité pointé, ce qui signifie que les dimensions des
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représentations a degré donné ne croissent pas trop vite. L’interprétation, due a Cardy (voir
[7]), de cette fonction génératrice comme une fonction de partition physique sur un tore, avec
les conditions de symétrie qui en résultent et dont les conséquences sont tres contraignantes, a
été I'un des progres majeur dans la compréhension des modeles conformes. Nous y consacrerons
une bonne partie du chapitre suivant.
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Chapter 4

Conditions aux limites

Lors du calcul de la fonction de partition d’un systéeme de mécanique statistique des arguments
généraux montrent que la contribution extensive a I’énergie libre est indépendante des conditions
aux limites. Les théories conformes ne s’intéressent pas habituellement & ces termes extensifs
mais plutdt a certains termes sous dominants (parties finies, etc). Rien d’étonnant donc que les
conditions aux limites y jouent un réle prépondérant. Le but de ce chapitre est d’en donner un
apercu.

4.1 Fonction de partition sur le tore

Considérons un systéme critique en géométrie finie, par exemple un rectangle de cotés Iy et Is,
avec conditions périodiques dans la direction z (nous fixons plus loin les conditions aux limites
dans la direction y)

r — x+0
y — Yy
Posant ]
2 .
Qzl—(ﬂﬁ‘Hy)
1

I’application z = e? transforme le rectangle en une couronne du plan des z. La transformation
étant conforme la fonction de partition est numériquement invariante. Imaginons par exemple
que les conditions aux limites suivant [y soient aussi périodiques. Si p = 7 + io, T varie de 0 a
—2mly/l; donc dans le formalisme opératoriel (matrice de transfert)
_onlzpy
Z=Tre h

Déformons alors le rectangle en un parallelogramme, avec a nouveau des conditions périodiques
en

r — z+0 ot r = xz+1s

y — oy y = y+i
C’est 'opérateur d’impulsion qui translate dans la direction des z donc

| DYFANTIPNS A
—2r 2 H+2in 2P
(4.1) Z=Tre muHTHTEL
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A _ A _
Au chapitre 3 nous avons identifié H comme Lo+ Lo — ¢/12 et P avec Ly — L. Si I'on pose
T= % + zf—f alors i
7 = Tre?iWT(Lo—i)e%w?(Lo—i)

Le fait remarquable est qu’il y a plusieurs situations physiques identiques amenant a des 7
différents. Par exemple on peut choisir ’axe des z suivant ’autre direction du parallélogramme.
On se convainc aisément que ceci correspond a la transformation 7 — —1/7. De la méme
maniere si I’on voit notre systeme avec conditions doublement périodiques comme le quotient du
plan complexe par le réseau engendré par 1 et 7 changer 7 en 7+ 1 ne change pas la physique.

On note
S T——1/7
T: T—>17+1

Le groupe engendré par S et T est celui des transformations modulaires, c’est a dire de la forme

ar +b
_>

ct +

avec a,b,c,d€ Z et ad—bec=1

Il se note PSLy(Z) et les relations fondamentales vérifiées par S et 1" sont
St=1 et (ST =1

On s’attend donc a ce que Z soit invariant dans une transformation modulaire, ce qui nous le
verrons est une propriété tres contraignante (I'idée d’exploiter cette invariance est due a Cardy
(voir [7]). Pour cette invariance la présence du facteur ¢/24 est tout a fait essentielle, ce qui
valide encore le choix du point zéro dans le Hamiltonien. Dans le cas d’une théorie rationnelle
on impose donc que

Z(r,7) = Z Ny (T)x; (1)

(ou la somme est finie) soit invariant. On impose en général aussi que la représentation de
’algebre dont ’espace de degré zéro est le vide de la théorie apparaisse une seule fois (existence
et unicité du vide), ce qui fixe la normalisation de Z. On voit donc que l'invariance modu-
laire contraint a charge centrale donnée le contenu en opérateurs du modele, en donnant les
multiplicités N*7. Nous verrons plus loin qu’en fait le groupe modulaire agit linéairement et
unitairement sur les caracteres. Alors I'invariance modulaire de la fonction de partition se réduit
a la commutation de la matrice N/ avec les matrices représentant S et T, et en conséquence il
existe toujours un invariant dit diagonal, associé a la matrice identité.

4.2 Le champ libre sur le tore

Au chapitre 1 nous avons calculé la variation du déterminant du Laplacien lors d’un changement
de métrique, et remarqué 'existence de plusieurs classes conformes de métriques caractérisées
par des modules. Pour le genre 1, I’espace des modules est la sphére privée d’un point (le point
correspond au tore singulier qui est un cylindre) que I'on peut voir géométriquement comme
le quotient du demi plan supérieur de la variable 7 par le groupe PSL3(Z). Nous sommes
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maintenant en mesure d’évaluer explicitement la dépendance en 7 du déterminant du Laplacien
sur le tore. Nous suivons ici le traitement de [21]. On choisit dans chaque classe conforme de
métriques une métrique plate (invariante par translation) , c’est & dire celle qui est directement
induite par celle du plan C quotienté par le réseau engendé par wy et wy, deux nombres complexes
dont on peut supposer qu’ils satisfont a I'm (w3/wy) > 0. On pose

T = wy /Wy [ = |w]

Les valeurs propres du Laplacien (précisément de —A/4m) sont

T |mT — n|2

Amn = ——————
T (LImoT)?
avec m,n entiers. Nous laissons maintenant de coté le mode zéro (o) et utilisons la
régularisation zéta. Nous cherchons donc a prolonger analytiquement en s = 0 la fonction
définie pour Re s > 1 par

(4.2) 3 (Wzﬁmr - n|2> h

(m,n);ﬁ(0,0)

En séparant les termes m # 0 des termes m = 0 on obtient

(4‘3) l(l]m T)Q] 22 nzs + Z Z|m7_ _ n|—25

T
n>0 m#Q 7

Mais 3, [m7 — n|™%% est une fonction périodique de période 1 de la variable mRe 7 donc on
peut I’écrire

E ap(mfm T)GQZmeRe T

P
avec )

_ : —2s —2impx

ap(mimrt) = [y, |t —n+ilmr|~%e”

f——l—o(;o ($2 T mQI,rnQT)—se—Zmrpr

Donc la somme double dans (4.3) vaut

Z Z/ .f _|_m21m 7_) s 227rp(mRe7' z)

m#0 P U

On insere alors I'identité I'(s)a=* = [;F*® e=%t>=1dt et on calcule Iintégrale gaussienne sur = ce
qui donne

—tm21m2762i7rmee Te—7r2p2/tts—3/2

m#0 P

Les termes correspondants & p = 0 donnent

N (1/2) (Im 7)1=25¢(25 — 1)
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Quant aux autres termes en faisant le changement de variable

o m[Im T
m|p|

ils contribuent pour

—(s—1/2) 0
ﬁ Z Z e?iwmeeT (lmllm T) /+ e—7rIm 7|mp|(ut+1/u)
0

[(s) 770 720 7Pl
Le résultat obtenu apres ces manipulations admet un prolongement analytique au voisinage de
P’origine. Si I’on se souvient que

1
['(s)

— 4 0(s) C(s):—%(l—l—sln?w)—}—O(sQ) C(=1) = -~

12
/—}—00 du e—a(u+1/u) _ /ze—Qa
0 a

(la méthode du col est exacte) on obtient pour la dérivée en zéro de ’expression (4.2)

et

PIm?*r =
- —|—§Imr—}—222

1
m#0 p>0 p

9127 — In e2impmRe 76—27r|m|plm T

En fait ce résultat était déja connu de Kronecker (voir [48]). La contribution a la fonction de
partition du champ libre sur le tore est I'exponentielle de la moitié de ce résultat, soit (en posant

q=-e(T))

-1

ViaziIm r(qq)'** T] (1 = ¢™) (1= q™)

m>0

Ceci est proportionnel au module carré de la fonction de Dedekind, et comme au chapitre 1 nous
avons vu que la contribution du mode zéro était la racine de l'aire de la surface soit v/ Im 7
I’échelle de longueur disparait comme il se doit du résultat final

1 1
(4nIm 7)1/2 |n(q)|?

On sait que %4 est une forme modulaire de poids 12, on en déduit que sous ’action de S

n(@)|* = [7lIn(q)I?

Ceci compense exactement la variation de I'm 7 donc Z est bien un invariant modulaire.Notons
que la contribution du mode zéro est tout a fait essentielle.

Nous avons donc mené a bien le calcul complet de ’action de Liouville sur le tore avec toute
sa dépendance modulaire. On a ici une nouvelle occasion de vérifier que le champ libre n’est
pas une théorie rationnelle car Z n’est pas une forme sesquilinéaire finie de caracteres. Si I’on
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se souvient que les opérateurs de vertex V,, avaient des poids (a?/2,a?/2) et que le caractére du
module de Verma associé était qa2/2/n(q) on peut décomposer Z de la fagon suivante

+o0 dozqo‘/Q a®/2
7= A

suggérant que tous les opérateurs de vertex contribuent a la fonction de partition avec une
densité uniforme.

Dans le cas du champ libre il est aussi possible de calculer la fonction de partition avec
conditions au bord antipériodiques dans I'une ou l'autre direction, ceci donnant lieu a quatre
fonctions de partition Zpp (qu’on vient de calculer) Zap, Zpa et Z44. Les trois derniers spectres
sont au facteur 7/I2Im?r pres

|(m+1/2)7 — n|? |mr — (n+1/2)> et |(m+1/2)7 — (n +1/2)|?

notés respectivement Sap,Spa et Sqa (m,n sont des entiers arbitraires). Ils ne contiennent
pas zéro, ce qui dans ce cas particulier implique que {(0) = 0, donc que la fonction de partition
est indépendante de la normalisation du spectre. On peut s’en convaincre de maniere directe
en refaisant pas a pas le calcul précédent pour ces nouvelles conditions aux limites, mais on
dispose ici d’un argument tres simple : les dilatations sont des transfomations conformes globales
connexes a l'identité, donc la fonction de partition ne doit pas dépendre de la taille du systeme;
mais en I’absence de mode zéro seul le spectre fait intervenir cette taille (notons que ceci est bien
cohérent avec la forme (4.1) pour la fonction de partition). Dans la transformation 7 — —1/7
les spectres se transforment de la maniére suivante

SAP—>|T|ZSPA SPA—>|T|25AP SAA—>|T|25AA
donc Z4p et Zpy s’échangent et 744 est invariant. De méme dans la transformation 7 — 741
Sap — Saa Saa — Sap Spa — Spa

donc Z4p et Z44 s’échangent et Zpy4 est invariant, comme on s’y attend intuitivement.
Le calcul exact des fonctions de partition suit la méme stratégie que dans le cas doublement
périodique et on obtient

Dap = % = dap(q)]”

02 = Sy = 39040

o (@) i
ZAa = (o)l = [daa(q)]

ou les fonctions d sont des parties holomorphes de déterminants associés au fermion libre sur le

tore avec les conditions aux limites correspondantes. On peut vérifier sans trop de peine que ces
fonctions de partition obéissent bien aux lois de transformation déduites ci-dessus.

Il existe une classe de modeles qui comme le champ libre possedent une symétrie Zz ([56, 6]).
On peut les voir comme des versions multicritiques du modele d’Ising, et ce qui correspond a
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changer ¢ en —¢ est le retournement des spins. Commengons par le modele d’Ising habituel, car
c’est vraiment celui pour lequel I'intuition physique est la plus développée. On peut démontrer de
bien des manieres qu’il est équivalent & une théorie de fermions libres, nous en mentionnons tres
brievement une (développée dans [35]) qui illustre notre propos: sur le réseau carré en géométrie
infinie on considere un opérateur de désordre pu, localisé sur le réseau dual et dont 'effet est
d’inverser la valeur du couplage des spins le long d’une ligne partant a I’infini. La position de
cette ligne est sans effet sur la fonction de partition car changer les couplages le long d’une ligne
qui partage le plan en deux régions (c’est a dire une ligne qui est un bord) revient a retourner
les spins d’un c6té de cette ligne. Un spin forme avec les quatre opérateurs de désordre les
plus proches un opérateur composite a quatre composantes 1) dont I'insertion dans les fonctions
de corrélation obéit & une équation linéaire discrete (bien sir s’il y a plusieurs opérateurs il
y a des termes de contact) .On détermine le point critique en cherchant des solutions qui ne
décroissent pas a l'infini, pour une certaine température positive apparaissent deux solutions
indépendantes, qui & la limite continue obéissent a I’équation de Dirac pour un fermion libre
de masse nulle (les deux autres composantes étaient restées massives et ont donc disparu a la
limite continue). On sait qu’a deux dimensions, le fermion de masse nulle a une charge centrale
¢ =1/2 et comme les poids de Boltzmann sont réels positifs on s’attend & une théorie unitaire.
On reconnait alors la théorie minimale m = 3 et il est possible de montrer que la seule forme
sesquilinéaire & coefficients entiers positifs dans les caractéres (c’est a dire le seul candidat pour
Zpp) invariant modulaire (ce sera une de nos préoccupations dominantes d’essayer de calculer
dans des cas plus généraux tous les invariants modulaires possibles) est

IXol* + [x1/21* + [x1 /16l

D’un autre point de vue, il est possible de calculer le déterminant de ’opérateur de Dirac sur le
tore avec des conditions aux limites périodiques ou antipériodiques dans chacunes des directions.
A cause du mode zéro la contribution doublement périodique est nulle, et pour des raisons tout
a fait analogues a celles que nous avons vues dans le cas du champ libreseule la somme des trois
autres fonctions de partition est un invariant modulaire, qui s’exprime avec les fonctions d que
nous avons définies ci dessus

Zfermions = |dAP|2 + |dAA|2 + 2|dPA|2

Il coincide avec celui que nous venons d’écrire a un facteur multiplicatif prés (qu’on peut absorber
dans la normalisation) car

1 1
Xo = §(dAA +dap) X122 = §(dAA —dap) X116 = dpa

relations qui résultent d’identités classiques sur les fonctions théta usuelles.

Intuitivement ’explication de ce phénomene est que sur le tore les opérateurs de désordre
existent forcément par paires (il ne peut pas y avoir de lignes partant a linfini) et que la
périodicité des paires impose seulement la périodicité ou 'antipériodicité des fermions. Méme
dans ce cas tres simple nous avons été confrontés a des problemes un peu subtils, car les fermions
qui permettent de résoudre le modele sont des opérateurs composites et non locaux en termes des
spins, ils n’obéissent pas aux mémes conditions aux limites et il n’y a pas un champ fondamental
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mais des champs fondamentaux qui ne sont présents explicitement dans le spectre que pour

certaines conditions au bord. Bien siir, ceci est une conséquence du fait que ’on ne s’intéresse

pas aux termes extensifs de la fonction de partition, mais seulement a des termes sous dominants.
Nous avons donc une décomposition de I’espace de Hilbert de la théorie

Hp=Ho@Ho D Hiso @ Hijp® Hijr6 © Hijre

Si ¥ est "opérateur qui retourne les spins, la fonction de partition avec conditions ‘temporelles’
antipériodiques est simplement

Zps=Tr EqLo—c/24q—E0—C/24

et ¥ commute avec Lg et Lg a cause de la symétrie du probleme dans le retournement des spins.

Alors
Zpa = €olxol® + 61/2|X1/2|2 + 61/16|X1/16|2

ol les ¢; sont des signes. La transformation modulaire S transforme Zp4 en Z4p. Mais on
s’attend a ce que cette fonction de partition soit a nouveau une trace prise sur un nouvel
espace de Hilbert, donc une nouvelle combinaison sesquilinéaire a coefficients entiers positifs de
caracteres. La seule solution est €9 = €,/ = —€;/16 = 1 qui donne

Zap = XoX1/2 + X1/2X0 + |[x1/16/*

et ceci est conforme a I'interprétation des champs (0, 0) et (1/2, 1/2) comme l'identité et I’énergie
(pairs dans la transformation X) et (1/16,1/16) comme le spin (impair dans ). Le Hamiltonien
antipériodique est

Ha=Ho@H1/2DHiyo @ HoDHije @ Hijre

et les opérateurs (0,1/2) et (1/2,0) représentent I’anti-fermion et le fermion. La fonction de
partition avec conditions doublement antipériodiques s’obtient en insérant un nouvel opérateur
3. dans la trace donnant Z4p, ce qui introduit des signes. L’invariance de Z 44 dans la transfor-
mation S les détermine et finalement on obtient

Zaa = —XoX1/2 — X1/2X0 + X116/

ce qu’on aurait pu voir directement en appliquant T & Z4p.

Dans les cas plus compliqués, la structure des champs fondamentaux peut étre plus complexe,
et il n’est pas évident de savoir ce qu’on entend par conditions aux limites. Bien souvent
on connait un modele intégrable dont la limite critique redonne la théorie conforme que 1’on
considere. Sur le réseau il est tres facile de comprendre les conditions au bord physiques, mais
les calculs directs dans le discret peuvent étre tres pénibles. Cette approche est suivie dans
I’article 1. Il est aussi parfois possible de deviner directement I’existence de certaines symétries
dans la théorie conforme. Par exemple pour les théories minimales ¢ = 1 — —%— m > 3 on

m(m+1)?
connait un invariant modulaire simple, 'invariant diagonal

Zpp = Z |XT,S|2
(r:s)
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correspondant a

HP — @(ns)%r,s ® Hr,s

Ce n’est pas toujours le seul, mais concentrons-nous sur celui ci pour I'instant. On peut montrer
que ces fonctions de partition sont associées a des versions multicritiques du modeéle d’Ising, donc
possédent une symétrie Z,. Nous allons vérifier ce dernier point. Pour obtenir Zp4 on insere
des signes dans Zpp révélant le caractére pair ou impair des opérateurs. La transformation S
donne Z4p qui doit étre une trace. On vérifie aisément que ces contraintes ont une solution

ZPA — Z (_1)(m+1)r—m5+lxr7s>—<r7s
(r,5)

Zap = Z Xr,sXm—rs T Z Xr,sX(r,m+1—s)
r+s<m r+s>m+1

dont on déduit la structure de I’espace de Hilbert
HA = @r+s§m%r,s & Hm—r,s @ @r+52m+1 Hr,s @ Hr,m—}—l—s

L’opérateur impair de poids conforme le plus bas est (2,2) avec hy o = et il est tentant

3
4m(m+1)
d’identifier ’exposant magnétique avec 4hg 2, qui redonne 1/4 pour le modele d’Ising. On peut

alors s’assurer que

Zan = (_1)m(m+1)/2 Z (_1)(m+1)r_mSXr,sXm—r,s Z (_1)(m+1)r_mSXr,sX(r,m+1—s)
r+s<m r+s>m+1

est invariant dans la transformation S. Il est donc parfaitement cohérent de supposer que le
systeme posséde une symétrie Zs.

4.3 Invariance conforme en géomeétrie semi-infinie

Il est intéressant de pouvoir traiter des conditions aux limites plus générales, par exemple fixées
ou libres (un cas particulierement bien connu est celui de la corde ouverte). Considérons pour
commencer (suivant [5]) un systéme invariant conforme dans le demi-plan supérieur, avec des con-
ditions aux limites sur I’axe réel invariantes par difféomorphisme (les transformations conformes
a une dimension). La variation de Iaction dans un changement de coordonnées z — z + f(z, 2)
tel que f soit réelle sur ’axe réel est

55:1/ 2Nz 5ers 1 oFT?)
Imz>0

T 27

De
d(fTZdz — fTZdz) = (OfT7 + 0fTZ)dz Ndz + (fOTZ — fOTZ)dz A dz

on déduit

o .
55 = l/ Nz o forz) + i/ dtF(T? = T7)
Im 2>0

T 21 07T J—oo
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ou F(t) = f(t,t) = f(t,t). Ceci impose que dT? = 0, 0T? = 0 pour Im z > 0 et T7 = T?
sur I’axe réel. Les deux fonctions T'(z) et T(2), respectivement holomorphe et antiholomorphe
dans le demi plan supérieur, coincident sur I’axe réel. Donc T(z) est une fonction holomor-
phe dans le demi plan inférieur qui prolonge 7'(z), cette fonction admet en conséquence un
prolongement holomorphe dans le plan tout entier. Ceci montre que T et 7 ne sont plus des
objets indépendants. Dans le cas quantique on s’attend a ce que tout ceci reste vrai au sens de
I’insertion dans les fonctions de corrélation a condition que ’on n’insere pas d’autre champ que
T ou T sur I’axe réel. Alors le développement en modes donne L, = L,,. Par contre la localité
impose que les produits a courte distance n’ont pas changé, donc la seule algebre de Virasoro
qui subsiste dans cette géométrie a la méme charge centrale que celle qui apparait dans le plan.
En fait on peut reprendre le raisonnement précédent dans le cas ou une discontinuité des con-
ditions au bord est présente par exemple a 'origine (c’est a dire qu’on envisage des conditions
au bord invariantes conformes différentes sur I’axe réel négatif et ’axe réel positif). Ceci amene
a des restrictions sur les changements de coordonnées admissibles, et I’apparition de coupures
(éventuellement de poles) dans I’extension au plan tout entier des fonctions de corrélation du
tenseur énergie-impulsion.

Considérons maintenant un systeme sur un rectangle de c6tés [y et I3 avec des conditions au
bord invariantes conformes désignées par a et 8 sur les cotés de longueur /5.Posant

0= %(m +1y)
I’application z = €? transforme le rectangle en une demi-couronne dans le demi-plan supérieur,
et la fonction de partition si I’on met des conditions périodiques dans la direction y est
15 A
Zopg = Traﬁe_W%H

Cette fois le Hamiltonien est simplement Ly —c/24 agissant dans un espace de Hilbert approprié.
Dans le cas d’une théorie rationnelle, on s’attend donc a ce que la fonction de partition s’écrive

Zap = Z N;, 5x;(7/2)

J

ou 7 = ily/ly et o, B indexent les conditions aux limites alors que j indexe les caracteres. Il n’y
a pas de sens ici a mettre une partie réelle & 7 car les conditions « et § sont invariantes par
translation (le long de /).

Une fois de plus le champ libre va permettre d’illustrer ces considérations. Prenons pour
conditions a (resp ) que le champ ¢ est astreint a valoir a (resp b) en z = 0 (resp z = [4).
Dans l'autre direction ¢ est périodique. On peut alors écrire ¢ = @ + ¢’ ou @, est la solution
classique des équations du mouvement (A, = 0) c’est a dire

@cl($7y) = (1 - i)a—}— ib
I 1

Alors
Dape_s = ¢ 5 Dy e’
(a,b) (070)
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Or Sy = #5—?(() — a)? et les valeurs propres de % sont %|%T — n|? avec m > 0. L’absence de

mode zéro fait & nouveau que le préfacteur est sans importance. Le résultat final est (en posant
a=(b—a)/27)

einT(a?/2-1/24)

e _ ptmtm
r[m:l(1 € )
ce qui est exactement le caractere (évalué en 7/2 comme prévu) du module de Verma V; .2/,
qu’on sait, dans le cas générique ou il est irréductible, étre associé a I'opérateur de vertex V.

Za,b -

4.4 Transformations modulaires des caracteres

Comme nous I’avons déja remarqué, 'action de la transformation 7' : 7 — 7 + 1 agit diagonale-
ment sur les caractéres, les multipliant par une phase liée au poids conforme de la représentation
considérée. L’action de S : 7 — —1/7 est toujours étroitement liée a la transformation de Fourier
finie. Nous allons donner des résultats détaillés dans les deux cas dont nous aurons besoin le
plus souvent.

o Le cas de 'algebre de Kaé-Moody su(N) ([22])

Au chapitre 3 nous avons donné 'expression des caracteres en termes de fonctions théta
associées au réseau des racines (c’est a dire de solutions de I’équation de la chaleur). Sous
cette forme, il est clair que la transfomation de Poisson va permettre de calculer tres
explicitement ’action de S. Dans notre cas le volume de la maille du réseau des racines

est VNV et

: 2 1I-N 2
/ 6227rp.y mty? _ 15 e~ P /t
hyperplan des racines
ce qui implique que
1 2inp.y—np?/t N1 —7t(y+r)?
— E e =12 e
N potds p racinesr
Si ’on pose
it X Pp
T=— et y=-— + —
n T n

ol p est un poids quelconque, on peut faire un prolongement analytique au demi-plan
Im 7 > 0 et I"identité précédente devient

2 2
Nt 1 nx q X P
@ — 2 A]V N-1 2 in— _ . <— —)
np(67) = (/1) T (NN ) TEe (== ) 3T e —p —ta (S
potds q
Comme nous I’avons déja remarqué, O, , ne dépend de p que par sa classe modulo nM,
et comme M* est un produit semi-direct de nM et de M*/nM on peut décomposer la
somme sur les poids en écrivant q comme somme d’un représentant d’une classe résiduelle
et d’un élément de nM. On obtient alors
2 /
L, NNt 1y L nx pP.p x 1
Onp(x,7) = (i/7) T (Nul ) 7re (——QT ) > (e

. n T T
classes résiduelles p’
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formule dans laquelle, & nouveau, seules les classes des poids interviennent. Les opérations

A
du groupe de Weyl sont des isométries, donc la relation (3.3) montre que les fonctions ©
vérifient la méme identité. Mais alors dans le second membre toutes les fonctions ne sont
plus linéairement indépendantes, on peut replier la somme dans B, et ce réarrangement
donne

én,p (x,7) = ("/T)%(Nn]v—l)—%e (_ nx2) Z (

2T
p'eB,

> e(w)e (p:p)) G (5,-2)

weW T T

On peut appliquer ceci au niveau 0 (n = N), et comme By se réduit a pg on vérifie

instantanément que
_x Po-"Po
N™2 g e(w —_—
Ue( N )
weW

est une racine quatrieme de 'unité. Plus précisément on peut voir cette expression comme
un déterminant N x N lié & celui de la transformation de Fourier finie

det [N—%e (%(N; L a)(N;— L b))]ab

1

Les sommes de Gauss permettent de montrer que le spectre de la transformation de Fourier
finie est la tronquation a 'ordre N de la suite

1,-1,4,1,—4,-1,4,1,—i, —1,4,1, —1,...

et finalement

NS (w)e (pOLNW) _

weW

Ceci permet enfin d’obtenir la loi de transformation des caracteres

% ctwe (P22 X

7
weW T T

X (6, 7) = (=) 7 (Va5 (_7;—);2) 2 (

p'eéBn

Comme nous ’avons déja mentionné, les caracteres spécialisés ne sont pas linéairement
indépendants a cause de la conjugaison (notée ('), néanmoins nous vérifions sur cet exemple
que la considération des caractéres complets permet de définir de fagon univoque des
matrices S et T indexées par les champs primaires de l'algebre étendue. L’utilisation des
sommes de Gauss sur les fonctions théta non antisymétrisées permet de s’assurer que

s*=Cc =1 ST°=1

avec

et




e Le cas des modeles minimaux de ’algebre de Virasoro ([7])

Les caractéres de I'algebre de Virasoro sont aussi des généralisations de fonctions théta
usuelles, et il n’est pas étonnant qu’ils possedent aussi des propriétés modulaires remar-
quables. Nous allons simplement écrire la matrice S en remarquant qu’une maniere alter-
native de la calculer serait d’utiliser les résultats du paragraphe précédent en considérant
les modeéles minimaux comme des quotients de su(2) comme on le montrera au chapitre
suivant.

. ) o . 6
On se souvient que pour ¢ = 1 )]

s telsque 1 < s <r <m-—1etla matrice .S est la suivante

les caracteres sont indexés par deux entiers r et

/

1/2 /
' 8m(m+1) m m+41

4.5 Conditions aux limites et algebre de Verlinde

Nous allons maintenant mettre en évidence une structure intéressante des conditions aux limites
dans les théories conformes. Elle donne une interprétation intuitive des résultats de Verlinde
(voir [47] et [32]) sur les regles de fusion. Le désavantage de cette approche est qu’elle n’est pas
parfaitement rigoureuse (au moins de la maniére dont je la comprends). Quoiqu’elle s’applique
de facon plus générale, nous allons la décrire en détail seulement dans le cas de modéles tels
que les caractéres restreints (c’est a dire comptant uniquement les dimensions des sous-espaces
propres de Lg) soient linéairement indépendants (par exemple les modeles minimaux, ou les
modeles de Wess Zumino Witten su(2) unitaires). lls permettent un traitement plus élémentaire
car les caracteres déterminent alors univoquement la matrice S, ce qui n’est pas le cas dans
les théories ou des représentations conjuguées inéquivalentes existent et ont méme caractere
restreint. Par souci de simplicité certaines preuves seront données uniquement dans le cas des
modeles minimaux ou l'algebre chirale se réduit a ’algebre de Virasoro. Bien que la pluspart
des calculs aient été faits de facon indépendante, nous suivons largement la jolie présentation de
Cardy ([4)

Nous supposons donc que nous étudions une théorie conforme unitaire rationnelle (les charges
centrales sont fixées, rationnelles ainsi que les poids conformes) dont les caractéres restreints sont
linéairement indépendants. Supposons un instant que nous ignorions tout des transformations
modulaires de ces caractéres, mais que nous ayons pu calculer la fonction de partition sur le tore
(invariante modulaire) et que sa valeur soit la forme diagonale

Z=%_Ixial’

Il est assez remarquable que ce seul fait implique que les caractéres portent une représentation
linéaire unitaire du groupe modulaire (I’argument est habituellement présenté dans la direction
opposée). La preuve est la suivante: les caracteres sont des fonctions holomorphes (d’une variable
qui est une racine convenable de ¢) dans le disque unité pointé. Agissant sur I'ensemble des
fonctions de cette variable les transformations modulaires sont linéaires. Mais la fonction de
partition est une forme bilinéaire des fonctions de ¢ et ¢, donc de maniére un peu pédante un
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élément du produit tensoriel des fonctions de g et . Si on compleéte les caracteéres en une base
des fonctions de ¢, la transformée modulaire d’un caractere ne peut avoir de composantes hors de
I’espace des caracteres car une telle composante subsisterait dans le produit tensoriel donnant
Z, contredisant son invariance. Donc ’espace des caracteres se transforme linéairement. Mais
alors l'invariance de Z montre que les matrices représentant le groupe modulaire sont unitaires.
En conséquence I’invariance de Z fait que I’espace des caracteres est muni naturellement d’un
produit scalaire faisant d’eux les éléments d’une base orthonormée. La matrice S vérifie SST =1
et S = C' =1 ce qui confirme que les représentations sont auto-conjuguées. Si I’on restreint 7 &
étre imaginaire pur les caracteres restent linéairement indépendants (car ils sont holomorphes)
et deviennent réels. La transformation .S continue a agir, ce qui prouve que ces coefficients sont
réels, donc que la matrice S est symétrique.

Nous allons maintenant prouver dans le cas particulier de ’algebre de Virasoro le résultat
général suivant: les vecteurs de I’espace de Hilbert décrivant les conditions aux limites respectant
les symétries de ’algebre chirale sont en correspondance biunivoque avec les champs primaires
de la théorie, ou, ce qui revient au méme, avec les caracteres.

Pour trouver dans l'espace de Hilbert Hp les états décrivant des conditions au bord in-
variantes conformes il faut trouver les combinaisons linéaires des générateurs des algebres de
Virasoro droite et gauche qui agissent uniquement dans la direction spatiale (c’est a dire & rayon
constant en quantification radiale). Choisissant 0 comme temps de quantification il est facile de
déduire de (3.2) que ces combinaisons sont de la forme

(4.4) L,—L_,

qui agissent sur un champ primaire ¢(p, 9) comme

ino .0 -
e <—2@8—U—|—(h—}—h)n)
c’est & dire engendrent I’action des difféomorphismes du cercle sur les (h + &) formes.

Nous cherchons donc les vecteurs de Hp annihilés par tous les opérateurs de la forme (4.4).
En fait pour des raisons techniques il est nécessaire de considérer des espaces un peu différents de
ceux que nous avons utilisés jusqu’a présent (car les états décrivant les conditions au bord sont
analogues aux états d’impulsion définie de la mécanique quantique et ne sont pas en particulier de
carré sommable). Nous étions partis d’espaces de représentations algébriques, sommes directes
algébriques des sous-espaces de décomposition de Lg. La forme contragrédiente étant définie
positive nous pouvions considérer la complétion Hilbertienne de ces espaces, et ce sont ces
complétés que nous utilisions implicitement quand nous parlions de théorie des champs. Nous
avons maintenant besoin d’un troisieme type d’espace que I’on peut définir de plusieurs maniéres.
Si

g - @Zozogn

est la décomposition suivant la graduation Ly on définit
~ o0
&= H En
n=0
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produit direct algébrique. C’est le complété de £ pour la topologie de la valuation (c’est & dire
que, dans & on choisit les sous-espaces B,>,&, comme systeme fondamental de voisinages de
’origine et qu’on compléte suivant cette topologie). Mais la forme contragrédiente permet aussi
de l'identifier canoniquement comme le dual algébrique de £. 1l est clair que & reste un espace de
représentation de |’algebre de Virasoro, dans lequel £ (plus précisément son image par I'inclusion
canonique) forme un sous espace invariant.

Cherchons donc dans H; @ H; (ot i et 1 sont deux représentations de Vir) les vecteurs
annihilés par tous les opérateurs L, — L_,,.

Le lemme fondamental est le suivant: l'intersection des noyaux de L; et Lo agissant sur
H; @ H; est vect(|h; >) ® H; (ont vect(|h; >) est la droite vectorielle engendrée par |h; >). En
effet les opérateurs L, (en particulier L, et L) n’agissent que sur la représentation gauche i et
dans celle ci, ils ne mélangent pas les sous-espaces de graduations différentes, donc s’ils annihilent
un vecteur du produit tensoriel ils annihilent en fait toutes ses composantes (7, p) (composantes
de degré p dans la représentation 7), donc la seule composante non nulle est celle avec p = 0 car
la représentation ¢ est irréductible (rappelons que par commutation L; et L engendrent tous
les L,,, n positif).

Ecrivons maintenant un élement du produit tensoriel sous la forme d’une suite double

(Ip,p >)p,p ol les composantes sont dans H; , ® H; ;

En écrivant qu’il est dans le noyau de L, — L_,, (n = 1,2) on obtient le systéme suivant

Li|p,0>=0 p>0
Lilp+1,p>=Lalp,p-1> p>0,p>1

Lo|p,0>=0 p>0

Lo|p,1>=0 p>0

Lalp+2,p>=Lslp,p—2> p>0,p>2
Utilisant le lemme précédent, on vérifie par récurrence que ces contraintes entrainent que
Ip,p>=0desquep>p+1
Bien sur les contraintes sont symétriques dans ’échange des parties droite et gauche donc

|p,p >=0deés que p #p

Notons encore que si |0,0 >= 0 alors toutes les autres composantes sont nulles, donc les vecteurs
qui satisfont les conditions forment un espace de dimension au plus 1. Enfin on remarque que
si [0,0 ># 0 l'action de Lo — Lo donne h; = h;. En utilisant explicitement les expressions
des poids pour les modeles minimaux unitaires, on vérifie qu’il n’y a pas de dégénérescences
et que i = i. Dans ce cas L_,, est simplement ’adjoint de L,, (plus correctement L, devrait
s'écrire L, @ Id et L, Id® L,), et on sait construire canoniquement un vecteur qui satisfait aux
conditions d’invariance requises: L(H,, 7—12) espace des applications linéaires de #; dans H; est
canoniquement isomorphe & #; @ H; (on montre sans peine que ’application bilinéaire de Hi x H,i
dans L£(H;, #;)définie par (7, 2)(z) =< y|z > z se releve en une bijection notée I' dans le produit
tensoriel). L’image réciproque de 'injection canonique est justement le vecteur recherché, noté
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|t @1 >. En effet si les vecteurs |p, @ > forment une base orthonormée de H; le vecteur |1 ® ¢ >
s’écrit (3, [p,a > @lp,a>),) et (L, — L_,)|[i @i > est dans le noyau de I' donc nul.

Cette assez longue digression technique montre le résultat important suivant: les espaces
H; ® H; contiennent d;; états représentants des conditions au bord invariantes conformes. En
particulier dans la théorie diagonale les états invariants conformes sont en correspondance biu-
nivoque avec les champs primaires de la théorie. Ceci se généralise aux autres algebres chirales.

Considérons alors les conditions au bord les plus générales invariantes sous ’algebre chirale
donc de la forme | >= 3, A’|i ® i > Comme nous I’avons déja remarqué plus haut, on
s’attend a ce que la fonction de partition obtenue en prenant 1I’élément de matrice de I'opérateur
d’évolution entre deux tels états o et 5 donne dans la transformation S une combinaison linéaire
a coefficients entiers de caracteres 4

Zap =Y NI sX;
j
L’apparition de caracteres vient directement de la structure des états invariants conformes, qui
vérifient B
<j@jlg g i@ >= xi(2iIm T)8;

On constate alors que les coefficients Ni,,@ valent )", Aélpha/\_%sg. Il est bien clair que les coeffi-
cients IV ne peuvent pas étre entiers pour des valeurs arbitraires des coefficients A. Nous allons
voir qu’il existe un choix naturel de la matrice A pour lequel les coefficients N sont bien des
entiers.

Revenant au cas des modéles minimaux, on peut faire la remarque suivante: dans #; ® H;
la composante de plus bas degré du vecteur |i ® ¢ > est simplement 1’état crée par application
du champ primaire ¢; sur le vide de la théorie, c’est a dire I'insertion de ¢; a ’origine. On peut
alors interpréter |1 ® 7 > comme une forme d’insertion de ¢; le long du cercle unité, qui a plus
de structure qu’un point. Si I’on applique I'opérateur d’évolution a |¢ ® ¢ > pour I'm 7 — o0
(c’est & dire si I'on contracte le cercle unité sur l’origine) on retrouve a un facteur multiplicatif
pres linsertion de ¢; en 0. Dans cette optique,

(4.5) <i@ilglTHg s |j o >

est lié lorsque Im 7 — oo a la fonction a deux points < ¢;(z, 2)¢;(2".2") > quand z tend vers 0 et
2" vers I'infini. On sait que ceci définit un produit scalaire entre champs primaires qui coincide
ici avec celui defini sur les caracteres. Mais d’un autre coté, on vérifie immédiatement que
par construction (4.5) vaut y;(2ilm 7)d; ; soit encore SFyy(i/2Im 7)6; ;. Remarquons que le
caractere dominant lorsque son argument tend vers 'infini est xg, le caractére du vide, et comme
les caractéres sont réels positifs lorsque leur argument est imaginaire pur forcément S? est positif
ou nul. La matrice S est inversible, donc la colonne d’indice 0 n’est pas identiquement nulle, et
il y a au moins un ¢ pour lequel le terme dominant de la derniere expression est S?eﬂm TC/M&J.
Donc les vecteurs décrivant les conditions au bord invariantes conformes sont eux aussi munis
d’un produit scalaire trées naturel

<iilj®j >= 508 ;

Du fait du lien avec les fonctions de corrélation il serait étonnant que ce produit scalaire soit
dégénéré, ce qui indique qu’en fait les nombres S? sont strictement positifs (bien siir dans le cas
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de I’algebre de Virasoro ceci se vérifie trivialement a partir de la forme explicite de la matrice
S, mais nous avons ici une indication d’ordre plus général), et les vecteurs

. .
—=li®i>

forment un base orthonormée de ’espace des conditions au bord invariantes conformes. On peut
montrer qu’une structure analogue existe pour une algebre chirale quelconque. On dispose donc
en général de trois espaces vectoriels euclidiens naturellement isomorphes: les champs primaires,
les caracteres et les conditions au bord (dans la direction temporelle, c’est & dire des vecteurs
de I’espace de Hilbert avec conditions aux limites périodiques dans la direction spatiale). Du
fait de ces isomorphismes il est naturel que dans une transformation modulaire les conditions
au bord s’échangent avec la méme loi de transformation que les caracteres, ce qui revient a dire
que « et ¢ peuvent étre choisis de maniere naturelle dans le méme ensemble d’indices et que
Al = S,f/S?. Alors les coefficients Nilfj sont ceux de l'algebre de Verlinde

Sislsk

k 7 l

Ni=2 %
1 I

Répétons-le, ceci ne prétend pas étre une démonstration des formules de Verlinde. Néanmoins
nous trouvons suggestif de voir ressurgir cette algebre dans un contexte un peu différent du
contexte habituel et d’interpreter les coefficients N;fj comme des multiplicités d’apparition de la
représentation k£ dans I’espace de Hilbert associé au choix de conditions au bord 7 et j.
Revenant maintenant spécifiquement a ’algebre de Virasoro, nous allons voir qu’il existe
d’autres conditions au bord intéressantes. Elles apparaissent a cause de la structure factorisée
en r, s (la paire d’entiers qui indexent les caractéres) de la matrice S. Elles permettent d’établir
un lien précis entre certaines fonctions de partition d’une théorie conforme avec conditions au
bord fixées et certaines probabilités locales de hauteur de modeles intégrables dont le point
critique est décrit par cette théorie conforme. Ces résultats font apparaftre une relation entre
le parametre 7 décrivant la géométrie finie dans laquelle on considere le modele conforme et
I’écart au point critique dans la paramétrisation elliptique du modele intégrable. L’article 1
contient de nombreuses vérifications analytiques ou numériques de ces relations, et nous allons
nous contenter ici de montrer que les conditions au bord permettant de calculer les probabilités
locales de hauteur dans ces modeles s’interpretent naturellement en termes de r et s. Disons
quelques mots de ces modeles intégrables. Ils sont associés a des graphes non orientés (sur
lesquels nous aurons 'occasion de revenir plus tard) de la maniére suivante. En chaque site
une variable prend ses valeurs sur les sommets d’un graphe, avec la contrainte que les variables
en deux sites voisins sur le réseau prennent des valeurs voisines sur le graphe (c’est a dire liées
par un aréte). Aux configurations possibles sur une facette du réseau sont associés des poids
de Boltzmann, et si ceux ci sont (trés) habilement choisis, ils vérifieront une relation de Yang
Baxter assurant ’existence d’une infinité de matrices de transfert commutant entre elles, et
finalement l'intégrabilité du modele. Le fait d’imposer que le modeéle ait un point critique du
second ordre réduit drastiquement les graphes admissibles. Pour notre propos, il nous suffit de
savoir qu’une chaine linéaire de m points (numérotés de 1 a m) est un graphe admissible (m =3
donne le modele d’Ising usuel) associé a la théorie diagonale des théories minimales unitaires
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c=1- m(m%. Les probabilités locales de hauteur sont associées aux fonctions de partition
suivantes: on Jécoupe dans le réseau carré usuel un grand carré orienté a 45° par rapport au
réseau et centré a ’origine. La frontiere ressemble a quatre portions d’escalier, et en chaque site
de celle ci on choisit alternativement des points b et ¢ voisins sur le graphe (on pose d = inf(b, ¢));
a l'origine on fixe la valeur a étre a. La probabilité locale de hauteur associée est reliée a x4
comme nous le montrons dans P’article 1. Remarquons que a peut varier jusqu’a m, et que si
a > d il faut replier dans le domaine fondamental de la table de Ka¢ (c’est a dire changer a en
m+1—aet den m—d) pour obtenir 'indexation usuelle des caractéres. Tout ceci indique qu’il
doit exister deux types de conditions au bord indépendantes (r et s) dans la théorie conforme.
Le type s est facile & concevoir car son image sur le réseau est claire: il correspond a fixer les
hauteurs le long des portions d’escalier. Quand au type r il semblerait correspondre a un bord
constitué d’un spin unique ce qui n’est pas trés intuitif. Nous allons cependant reconnaitre ces
deux types de conditions au bord dans la théorie conforme. Nous pouvons écrire la matrice S
sous une forme factorisée
Sf:,s’sl = <71 )1/2 (—1)(”“)(7"’“/) sin mrr’ sin mss’ = A:/’SIBZ”SI
' 8m(m+1) m m4+1

avec (bien entendu les normalisations individuelles de A et B n’ont pas de sens particulier)

!/

oot 1/4 ! !
A = (%) (—1)7 0"+ gin 77
8m( )

m-+1 m

et

/

1 7 1 1/4 7 7
B = (o) s
8m(m+1) m41

En appliquant A et B aux vecteurs fondamentaux dont nous avons vu qu’ils décrivaient les
conditions au bord invariantes conformes on obtient des vecteurs du type r ou s cherché

r>= 30 AN @ () > fs>= 30 BUTI0 ) @ () >
(r's")

(r',s')

Alors en effectuant la transformation correspondant a S sur la quantité
<rlgtomFghE s >

on obtient x,,. Les conditions de bord r et s sont bien indépendantes les unes des autres, et
’espace de Hilbert associé est tout simplement la représentation (r, s) de ’algebre de Virasoro.
Terminons par une remarque. [’existence de ces conditions au bord, intimement reliée a la
factorisation de la matrice S, peut comme nous le verrons au chapitre suivant s’interpréter
comme une conséquence de la stucture quotient des modeles minimaux. Nous ne savons pas si
ce lien joue un role dans I’étude des conditions au bord d’autres modeles.
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Chapter 5

Plongements conformes et dualité

Quels que soient les objectifs poursuivis, qu’il s’agisse de classifier toutes les théories conformes
(au moins rationnelles), ou simplement d’enrichir notre compréhension de ces théories en es-
sayant de comprendre quelles sont leurs caractéristiques générales, il est tres utile de disposer
d’un grand nombre d’exemples (aussi variés que possible) de réalisations de I'invariance con-
forme. La construction ‘quotient’ (en anglais coset construction) due a Goddard, Kent et Olive
est une méthode systématique tres importante permettant de construire de nouvelles théories
conformes et de nouvelles algebres chirales & partir de modeles déja connus. Nous allons la
décrire brievement dans le but d’introduire les notions fondamentales utilisées dans les arti-
cles 3 et 4 qui étudient la dualité entre su(m), et su(n),,. En passant nous aurons I'occasion
d’appliquer bon nombre de résultats obtenus dans les chapitres précédents.

5.1 La construction quotient abstraite

Le qualificatif d’abstraite vient du fait que cette présentation (voir [51]) formalise dans un cadre
général la construction que Goddard, Kent et Olive (voir [16]) avaient appliquée au cas particulier
des algebres de Kac-Moody. C’est ’exemple que nous gardons en mémoire en rédigeant ce
paragraphe, car c’est celui qui est utilisé le plus souvent.

Placons-nous dans le cadre général des modeéles invariants conformes dans le plan contenant
une algebre chirale, éventuellement maximale, dont nous étudierons la composante holomorphe
A. Supposons que cette algébre chirale contient une sous algebre B (en particulier fermée pour
le développement en produits d’opérateurs). Parmi les champs chiraux de A nous pouvons
considérer la sous famille notée A/B formée des champs de A qui n’ont pas de singularités a
courte distance avec les champs de B. Nous avons vu que cette propriété équivaut au niveau
quantique a la commutation des opérateurs correspondants ou encore a la factorisation des
fonctions de corrélation des champs de ces deux familles:

< Bl(Zl) .. Bm(Zm)Cl(fl) .. Cn(fn) >=< BI(ZI) .. Bm(Zm) >< 01(51) .. Cn(fn) >

Sous cette forme il est clair que les champs obtenus dans un développement a courte distance
de champs de A/B sont encore dans A/B, et cette propriété nous permet de considérer A/B
comme une nouvelle algebre chirale.
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Dans le cas des algebres de courants nous avons observé le fait suivant: & une théorie con-
tenant une telle algebre est naturellement associé un tenseur énergie-impulsion construit unique-
ment en termes des générateurs de ’algebre. Si nous supposons que la méme situation se produit
ici pour nos algéebres A et B nous disposons de deux tenseurs énergie-impulsion T4 et Tz de
charges centrales respectives c4 et cg. L’observation importante est que T4 — Ty est dans
I’algebre quotient et peut étre interprété comme son tenseur énergie-impulsion.

[’argument est le suivant: les singularités a courte distance d’un champ primaire pour
les transformations conformes avec un tenseur énergie-impulsion ont une forme universelle
indépendante du tenseur énergie-impulsion. En particulier pour les champs de B on a

TA)B() = — B+

(= = 2)

-0B(2') + partie réguliere
z—z

et b 1
o

Goaett o
avec le méme poids h. Donc T4 — T n’a pas de singularités a courte distance avec les champs
de B, donc est dans A/B, mais comme T est construit a partir des champs de B, il n’a pas de
singularités a courte distance avec les champs de A/B. Donc T4 — T a les mémes singularités
a courte distance avec les champs de A/B que T'4. On peut donc I'interpréter comme le tenseur
énergie-impulsion pour l'algebre quotient A/B et le noter T4,3. Décomposant alors T4 sous la
forme T +T 4,53 on vérifie que T4, porte une représentation de charge centrale c4 —cp = c4/5
de ’algebre de Virasoro.

Il est clair de plus que si la représentation de départ de A était unitaire, les représentations
de A/B qu’elle contient sont aussi unitaires. Du fait que les opérateurs de A/B et B commutent
entre eux, ceux de 'une servent d’entrelaceurs pour la représentation que I’espace de départ porte
de 'autre. En conséquence la décomposition de cet espace est une somme directe de produits
tensoriels dont chaque facteur porte une représentation d’une des sous algebres chirales. Plagons-
nous dans le cas ou les théories A et B sont rationnelles unitaires et indexons respectivement
par des majuscules et des minuscules les espaces de représentation irréductibles associés. Alors
on peut définir des espaces de représentation pour A/B par

Hi=Y Hi@H

Ts(2)B(Z) = OB(z') + partie réguliere

A priori il n’est pas évident (en fait c’est en général faux) que les espaces 7—[} soient irréductibles
ou deux a deux non équivalents. En choisissant dans B et A/B une famille maximale de
générateurs autoadjoints qui commutent on peut calculer des caractéres formels pour toutes
ces représentations.

On remarque le petit résultat suivant: si les caracteres spécialisés de facon a compter les
espaces propres de degré donné (c’est a dire restreint a Lg) sont bien définis pour toutes les
représentations de A et B (c’est a dire qu’a chaque degré il n’y a qu’un nombre fini d’états)
ils le sont aussi pour celles de A/B définies par les décompositions ci-dessus (il suffit de voir
que toute dimension est positive, ce qui exclut toute compensation); de méme si ces caracteres
spécialisés sont analytiques dans le disque unité pointé pour toutes les représentations A et B,
ils le sont aussi pour celles de A/B définies par les décompositions ci dessus (cette fois on se
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place sur Uintervalle [0,1] pour obtenir des majorations termes & termes trés simples car toutes
les séries sont & coefficients positifs).
On peut alors écrire

x1(9) = > T7(a)xi(9)

et les fonctions dites de branchement I' ont des propriétés modulaires trés simples en fonction de
celles des caractéres de A et B. On vérifie sans peine que le groupe modulaire agit sur I'indice
I avec la représentation portée par les xj et sur l'indice ¢ avec la représentation conjuguée
(c’est a dire faite des matrices complexes conjuguées) de celle portée par les y; (on a utilisé
t§=1 = §). Ceci ne suffit pas toujours & déterminer les transformations modulaires des I' car il
peut arriver que certaines fonctions de branchement soient identiquement nulles. Mis a part cette
subtilité, dans les cas favorables le commutant pour la théorie quotient est le produit tensoriel
des commutants, mais hélas ceci implique seulement que le produit tensoriel des commutants
sur Z est inclus dans le commutant sur Z de la théorie quotient.

5.2 Plongements conformes

Un cas particulierement intéressant (dit de plongement conforme) est celui ou les charges cen-
trales de A et BB sont égales dans une théorie unitaire (on consultera [42] pour la classification des
plongements conformes dans le cas des algébres de Ka¢-Moody). On montre en effet le théoréme
suivant: ’algebre de Virasoro a charge centrale nulle n’a qu’une représentation unitaire de plus
haut poids, la représentation triviale (qui correspond a h = 0). Ceci résulte bien sir du calcul
du déterminant de la forme contragrédiente, mais une preuve directe est simple et nous allons
la donner. Insistons tout de suite sur la portée de ce résultat qui explique que toute les théories
conformes unitaires non triviales doivent contenir des anomalies (par exemple dans une algebre
de Kaé-Moody si k£ = 0 alors ¢ = 0!).

Venons-en a la preuve et considérons donc une représentation unitaire irréductible de plus
haut poids h de charge centrale nulle de ’algebre de Virasoro, notons |h > le vecteur cyclique
et pour n > 0 fixé calculons la restriction de la forme contragrédiente a I’espace engendré par
L2, |h > et L_y,]lh >. On obtient la matrice suivante

4n*h(n +2h) 6n2h
6n2h 4dnh
dont le déterminant vaut —4n>h?(9n? — 4n — 8h) qui devient négatif pour n assez grand sauf si
h = 0. Mais alors nous voyons que L2, |h > a une norme nulle pour tout n, ce qui signifie que
tous les opérateurs agissent trivialement sur |h >, ce qui donne le résultat recherché.

Il suffit alors d’appliquer le petit lemme du paragraphe précédent pour conclure que si les
caracteres formels spécialisés existent pour A et B alors les fonctions de branchement sont sim-
plement des entiers positifs ou nuls (et non plus des fonctions) qui portent alors le nom de coeffi-
cients de branchement. Dans le cas ou les transformations modulaires sont bien définies on vérifie
immédiatement que les coefficients de branchement forment un entrelaceur entre les actions du
groupe modulaire sur A et B (ce résultat ne dépend pas de I'unitarité de la représentation du
groupe modulaire). On pourrait se proposer de calculer tous ces entrelaceurs et pas seulement
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celui réalisé par le plongement conforme considéré. Ce probléeme est, comme on le voit, tres
semblable a la classification des invariants modulaires, ceci étant encore plus net si ’on cherche
des invariants modulaires pour une théorie ou les algebres chirales gauche et droite different.
Notons finalement que dans un plongement conforme on a automatiquement un plongement
des composante de degré zéro associées, ce qui implique que les coefficients de branchement du
plongement conforme sont supérieurs ou égaux a ceux du plongement des composantes de degré
zéro associées.
Nous allons maintenant présenter quelques applications de la construction quotient.

5.2.1 Les modeéles minimaux unitaires

Goddard, Kent et Olive ont remarqué ([16]) que 'algebre de Kaé-Moody su(2)x41 pouvait se
réaliser comme la sous algébre diagonale de su(2) @ su(2); et (c’est en fait le point intéressant)
que la charge centrale correspondant au modele quotient était celle des modeles minimaux. Plus
précisement le modele quotient a pour charge centrale 1 — m et en posant m = k+ 2 on
retrouve la série habituelle. Partant de représentations unitaires des algebres de Ka¢-Moody on
est donc assuré d’obtenir des représentations unitaires de I’algebre de Virasoro dont les caracteres

sont les fonctions de branchement.

5.2.2 Transformations en bosons libres

Au début du chapitre 1, nous avions mentionné que le champ libre permettait de reformuler de
nombreux modeles invariants conformes. La construction quotient va nous fournir des exemples.
Nous avons calculé pour su(/N) la charge centrale au niveau 1 et nous avons trouvé N — 1 (pour
une algebre de Lie simplement lacée quelconque A, D ou F la charge centrale au niveau 1 est en
fait le rang de ’algebre). Si l’on prend comme sous algebre B des courants indexés par un tore de
Cartan le plongement est conforme, ce qui indique la possibilite de réaliser les représentations
des algebre de Kac-Moody au niveau 1 dans des espaces de Fock de bosons libres ([50]). A
chaque courant du tore de Cartan (de I’algebre de dimension finie) on associe un boson libre et
les courants indexés par les racines (toujours de 'algébre de dimension finie) sont réalisés par
des opérateurs de vertex chiraux associés a des champs libres.

5.3 La dualité su(m), su(n)m,

Il est clair que le groupe SU(m) x SU(n) peut se plonger comme un sous groupe du groupe
SU(mn) (de maniere non unique): si E,, et E, sont deux espaces vectoriels de dimensions
respectives m et n munis d’une forme sesquilinéaire définie positive il en est naturellement de
méme des produits tensoriels ayant pour premier facteur £, ou son dual et pour second facteur
F, ou son dual. Si ’on agit sur chaque facteur avec une transformation unitaire, on obtient
évidement une transformation unitaire de ’espace tout entier, ce qui donne au moins quatre
manieres a priori non équivalentes de réaliser I'inclusion indiquée. Les plongements correspon-
dants au niveau des algebres de Ka¢-Moody existent et en utilisant les bonnes normalisations
on se convainc aisément que su(m), & su(n),, se plonge dans su(mn);. Les plongements sont
conformes comme on le vérifie explicitement sur les formules de charges centrales, et I’articles 2
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illustre la dualité (dite dualité rang-niveau) profonde qui en résulte, calculant en particulier les
coeflicients de branchement de ce plongement. L’article 3 donne une application de la dualité
rang-niveau dans un cas non unitaire.

Nous allons nous contenter ici de préciser un peu le contenu de cette dualité, et donner un
argument heuristique pour déterminer les coefficients de branchement. Tout d’abord rappelons
qu’on peut écrire les poids des représentations unitaires irréductibles de su(m), sous la forme
p = Z?;_llpiai ou les p; sont des entiers strictement positifs vérifiant Z?;_llpi < m+ n.
On peut formellement ajouter une nouvelle coordonnée p,, définie par /-y p; = m + n, et
ainsi représenter un poids de su(m), par un m-uplet d’entiers strictement positifs de somme
m + n. On note B, cet ensemble, et dans la suite on utilise la convention que les quantités
surmontées d’un point se rapportent a su(m) et celles surmontées de deux points a su(n). On
peut faire agir le groupe fini Z,, sur B,, par permutation circulaire (on pourrait méme faire
agir tout le groupe symétrique, seul le sous groupe des permutations circulaires est pertinent,
rappelons que c’est aussi le groupe de symétrie du diagramme de Dynkin de I’algebre de Kag-
Moody associée a su(m)) et on note €, ,, le quotient (c’est a dire I’ensemble des orbites). Le
premier élément de dualité entre su(m),, et su(n),, (sur lequel on agit bien sir avec la symétrie
Z,) est une correspondance bijective entre €, , et €, ,. Cette correspondance s’établit de
la facon suivante: on marque sur un disque m + n rayons délimitant des parts égales, puis
on choisit une partition des rayons en deux sous ensembles A et A contenant respectivement
m et n rayons. Les espacements entre les rayons de A pris dans le sens des aiguilles d’une
montre déterminent exactement une orbite de su(m),, et ceux entre les rayons de A dans le
sens contraire de aiguilles d’une montre une orbite de su(n),,. Ceci établit la correspondance
souhaitée. Les lecteurs attentifs (y en aura t-il jusqu’a cette page?) se demanderont ce qui se
passe par exemple lorqu’on définit les deux orbites en utilisant le sens des aiguilles d’une montre.
Il est facile de se convaincre que ceci est relié aux différents plongements inéquivalents auxquels
nous faisions allusion au début de ce paragraphe. On peut donner explicitement une application
de B,, dans B,, qui respecte la bijection entre les orbites: On pose r; = 3772 p; pour 1 < j < m.
Onam+n=ry>...>r, > 1. Le complémentaire de cette suite dans 'intervalle [1, m + n]
contient n entiers 7y > ... > 7,. On pose alors s;, = m+4+n+7, — ;41 pour 1 < j < n. A
la suite s; est associé un poids de B,, (les s; sont des sommes partielles analogues aux r;) et
I’application 3 associe le poids correspondant a la suite r; a celui correspondant a la suite s;.
Si o est un élément de Z,, et A un élément de Bn posons

. n 1
S\, o) = er + mo — §m(m—}— 1)

i=1

entier bien défini modulo mn.
On remarque que les poids de su(mn); s’organisent en une seule orbite sous l'action de
Z . et que cette symétrie a d’importantes répercussions sur la forme des matrices S et T. Si
I’on note Ag la représentation correspondant au vide, on indexe les autres représentations par
I’entier modulo mn dont ’action fait passer de Ay a la représentation considérée. On montre
dans l'article 2 les identités suivantes:
S(ALT) = (mn) ™ 2exp(2EAT) T(A,A) = exp(-—A(mn — A)

mn
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et _
S(A, i) = nS(8(A, ), 8(s,1))S(aBN), vB(ir)
(5.1) T(AA) =T(8(X,0),8( 0)T(05(X), B(N))

Mais comme nous I’avons montré dans un plongement conforme les coefficients de branchement
sont des entrelaceurs pour l'action du groupe modulaire. Les égalités que nous venons d’écrire
montrent qu’il existe un entrelaceur trés simple (en quelque sorte I’analogue de Iinvariant mod-
ulaire diagonal) donné par

1 sid=o XetA:cS)\,a mod mn
b(A A, )\):{ 0 o sinon e

Il se trouve que cet entrelaceur s’identifie en fait aux coefficients de branchement mais la preuve
complete est assez compliquée et constitue le point central de ’article 2.

Les relations entre les matrices S et T" des diverses composantes du plongement conforme
donnent des informations précises sur le probleme suivant: quels sont tous les invariants mod-
ulaires pour su(m),, qui sont tels que les éléments de matrice N7 gont nuls sauf si A et miu
sont sur la méme orbite. Par exemple si m et n sont premiers entre eux, toutes les orbites ont
exactement m éléments, chaque orbite contient un unique élément A tel que Y.y = 0 mod m,
ce qui permet de repérer les éléments de l'orbite a partir de cet élément particulier en faisant
agir Z,,. Ainsi un espace vectoriel dont une base est indexée par les poids de B,, a naturellement
une structure de produit tensoriel. Dans celui-ci les matrices S et T sont des produits tensoriels
purs (conséquence des identités (5.1)) et la matrice N aussi (par hypothese elle agit comme
I'identité dans le premier facteur). Dans le second facteur les matrices S et T sont déterminées
par I'action de Z,,, et il n’est pas étonnant qu’elles aient la méme forme (il faut simplement

ajuster la racine mieme de I'unité) que pour su(m);. Mais pour cette derniére théorie on connait
explicitement tous les invariants modulaires ([20, 9]), ce qui permet de conclure. Notons que
I’on a quelque part simplifié une égalité par un élément de matrice S()\, 0) ce qui était légitime
car on sait que ces nombres sont en fait des réels strictement positifs. Le cas ou m et n ont
des facteurs communs est beaucoup moins simple: certaines orbites contiennent moins de m
éléments, les orbites ne contiennent plus un élément privilégié, ce qui fait perdre la structure
de produit tensoriel, mais le plus grave est que pour obtenir certaines équations on a besoin de
diviser par un éléments de matrice S dont on ne sait pas a priori 8'il est non nul. Cependant la
méme équation peut provenir de simplifications par des éléments de matrice S différents. 11 est
probable (et vérifié sur des exemples simples) que les éléments non nuls de S sont organisés de
telle sorte qu’au moins une des simplifications soit 1égitime; mais ce n’est pas évident.

Pour conclure notons que les coefficients de branchement du plongement conforme que nous
venons d’étudier ont trouvé récemment une application a ’effet Kondo a deux dimensions dans
les travaux de Affleck et Ludwig.
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Chapter 6

Le commutant

Comme nous ’avons vu au chapitre 4, la connaissance des invariants modulaires est un outil
précieux pour classifier les théories conformes. Elle permet de comprendre le contenu en
opérateurs (primaires, mais aussi descendants). Il est donc tentant d’essayer, pour des théories
les plus générales possibles, de calculer tous ces invariants. Ce programme est en fait tres difficile
a réaliser, en tous cas par la voie directe qui méne inévitablement a des problemes arithmétiques
difficiles. Pour I'instant cependant, seule cette voie directe a donné des résultat exhaustifs dans
quelques cas simples. A I’heure actuelle les seuls cas traités compléetement sont le cas des algebre
affines su(2)x ([3]) su(n)1 ([20, 9]) su(n)s (ou, ce qui revient au méme, les parafermions) ([15])
et les modeles minimaux pour 'algebre de Virasoro ([3]) grace a la structure de coset. Dans le
cas su(3) on sait qu’il n’y a que des invariants d’un certain type simple & condition que laltitude
n = k+3 soit premiere ([39]). Néanmoins nombreuses sont les théories pour lesquelles on connait
des classes d’invariants modulaires trouvés par des méthodes parfois trés ingénieuses (nous re-
viendrons sur certaines plus loin), mais qui en aucun cas n’ont permis de montrer a priori qu’elles
épuisaient toutes les possibilités. Un fait tres surprenant et sur lequel nous reviendrons aussi
plus loin est que dans tous les cas traités completement, une classification naturelle est apparue.
Ceci signifie que les invariants modulaires pour une théorie donnée s’organisent d’une facon na-
turelle, harmonieuse qui la plupart du temps est de nature géométrique et intimement reliée a
diverses branches des mathématiques, suggérant diverses généralisations dont hélas aucune ne
semble vraiment (vus nos essais infructueux, comme ceux de nombreux autres chercheurs) étre
la bonne.

Nous allons maintenant décrire notre tentative par la voie arithmétique dans le cas su(N)g
(les preuves et les calculs détaillés se trouvent dans I’article 4, sauf pour quelques points que nous
avons développés ultérieurement et qui sont exposés dans ce chapitre). Méme si elle ne permet
pas d’arriver (et de loin) jusqu’a la classification, elle montre bien I'ampleur du probléme, et
donne tout de méme des résultats partiels. Comme on peut s’en douter la partie vraiment tres
difficile vient de la positivité des multiplicités qui interviennent dans un invariant. Rappelons
les formules que nous avons établies au chapitre 4 pour les générateurs du groupe modulaire:

L N(N-1) L p.“p’
Spp = (—1)" 2 (NnN 1) 2 ;Ve(w)e (— - )
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2 2
Ty = ¢ (P_ - &) -

2n 2N
Notre tache est de trouver toutes les matrices a coefficients entiers non négatifs commutant
avec ’action du groupe modulaire, c’est a dire avec S et T’ qui agissent sur un espace vectoriel de
dimension d =Card B,, = (”N__ll). La remarque suivante est fondamentale sur le plan théorique:
les matrices carrées d’ordre d a coefficients entiers commutant avec S et T forment un sous-
module (pour un rappel bref de la notion de module le lecteur peut se reporter a la section sur
les invariants du chapitre suivant, il peut également consulter un livre d’algebre, par exemple
[27]) de I’ensemble de toutes les matrices carrées a coefficients entiers, le commutant est donc
un sous-module d’un Z module libre et comme Z est un anneau principal le commutant est un
module libre sur Z (ceci signifie simplement qu’il a une Z base). Cependant en pratique nous
voulons des matrices a coefficients positifs et ceci nécessite la construction explicite d’une base,
aussi canonique que possible. Malheureusement nous n’y sommes pas parvenus. Nous avons
néanmoins réussi a construire une base pour le commutant sur C et une famille génératrice pour

le commutant sur Z, toutes deux canoniques.

6.1 Préliminaires

Commencons par rappeler quelques propriétés des groupes abéliens finis et de ’action du groupe
modulaire sur ces groupes. Si les entiers ag,...,a; ne sont pas tous nuls, nous désignons leur
plus grand commun diviseur par [aq, ..., a;]. Les résultats suivants sont utilisés trés souvent par
la suite.

o |l existe by, ...,b; entiers tels que > a;b; = [a1, ..., a;] (Théoréeme de Bezout).

e Tout groupe abélien fini GG est isomorphe a un produit direct Z,, x Z,, X ... X Z,, avec
a;+1 divisible par a; pour ¢ =1,...,/ — 1. Cette décomposition est unique et si Gy est un
sous-groupe de G5 le nombre de facteurs de Gy est inférieur ou égal a celui de G5. On
convient de dire que gi,...,g; est une base factorisée de G si Iapplication j : Z! = G,
définie par (Ar,..., A1) = > A;g; est surjective de noyau a;Z x ... X @;Z (Théoréeme des
diviseurs élémentaires de Kronecker ).

e Pour tout triplet d’entiers u, v, w, tels que v # 0 et [u, v, w] = 1 il existe un entier y tel
que [u+ yv, w] = 1.

Nous allons prouver brievement les deux derniers points. Le théoréeme de Kronecker se montre
en plusieurs étapes:

On raisonne par récurrence sur 'ordre de . Si G est un groupe fini tous ses éléments
sont d’ordre fini, et on note m le plus petit commun multiple des ordres des éléments de G.
La premiere remarque est que m est lui méme 'ordre d’un élément de G. En effet il suffit de
combiner les deux résultats faciles suivants: si m’ est un ordre tout diviseur de m’ en est un, et
si my et my sont des ordres premiers entre eux mymg est un ordre (si g1 et g sont d’ordre my
et my on choisit by et by solutions de bymy — bymg = 1 et byg1 + bags est d’ordre mymy)
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On choisit alors un élément gg d’ordre m et on note GGy le sous-groupe d’ordre m isomorphe a
Z,, qu’il engendre. On considere les sous-groupes de G dont I'intersection avec Gy est réduite a
0 (I’élément neutre); leur nombre est fini, ils sont partiellement ordonnés par I'inclusion donc on
peut en choisir un maximal (il peut y en avoir plusieurs) G’. Sil’on peut montrer que G = Go®G’
(la somme est directe & cause de la définition de G') donc que G est isomorphe au produit direct
Go x G' le théoréeme sera démontré. En effet G’ est d’ordre strictement plus petit que G et
l’ordre des éléments de G’ divise m donc en appliquant I’hypothése de récurrence a G’ on en
obtient une décomposition que I'on complete avec GGy pour obtenir celle de G. Supposons donc
qu’un élément g de (G n’est pas dans G = Go @ G'. Comme G’ est maximal le groupe engendré
par g et G’ a une intersection non triviale avec Gy, donc il existe k € Z tel que kg € Go & G';
I’ensemble de ces k est un sous-groupe de Z qui contient les multiples de I'ordre de g donc les
multiples de m (qui est le ppcm de tous les ordres). Les k sont donc des multiples d’un diviseur
de m noté kg. On a donc kog = lgo + ¢, et multipliant ceci par m/kg on vérifie que kg divise [,
[ = lgkg. Alors h = g — lpgo n’est pas dans Gy & G’ non plus, et le groupe engendré par h et G’
a une intersection triviale avec G ( si kh + ¢’ € Gy alors kg € Gy @ G’ donc k est multiple de
ko mais koh € G’ donc kh + ¢’ € G’ ce qui contredit la maximalité de G'). Donc G = Gy & G’
ce qui termine la preuve.

Le troisieme résultat (qque nous appelons lemme d’élimination) est peut-étre connu mais
nous n’en avons pas trouvé trace dans les cours élémentaires d’arithmétique; il s’est révélé un
instrument tres puissant. La preuve est assez instructive : associons & chaque entier z le diviseur
(non nul) de w, 6, = [utzv,w]. Si [z, u] = 1 alors [§;, u] = [u+zv, w, u] = [2v, w, u] = [v,w, u] =
1. Soit I I’ensemble des entiers &, lorsque x parcourt les entiers premiers avec u. Cet ensemble
est non vide car [1,u] = 1 et §; € I, et il est fini car les &, sont des diviseurs de w. Les éléments
de I, donc leur produit y, sont premiers avec u, donc &, € I,[d,, u] = 1. D’apres la définition de
y, entier ¢, divise y, et il divise aussi u 4 yv d’apres la définition de 4,, donc il divise aussi .
Comme il est premier avec u, 4, doit étre égal a 1, ce qui conclut la preuve.

L’anneau Mj(Z) des matrices 2 x 2 a coefficients entiers agit sur G’ x G par la multiplication

d

M;(Z). A fortiori SL(2,Z) agit sur G x G. A chaque paire (h, h') € G x G associons le sous-
groupe de H C G qu’elle engendre. Ce sous-groupe reste inchangé si I'on remplace(h, h') par
une autre paire déduite par l’action de SL(2,Z) sur (h,h') . Donc on peut parler en général du
sous-groupe H de G associé a l'orbite de (h, h’') € G X G sous 'action de SL(2,Z). Clairement
H x H est aussi stable sous I'action de SL(2,Z), et nous allons classifier les orbites contenues
dans H x H.

Supposant H # {0} nous savons que H est isomorphe & un produit direct de la forme
Z, x Z,, avec (p,q) # (1,1). Si nous choisissons une base factorisée (g, ¢’) de H nous pouvons
représenter un élément de H comme un vecteur colonne, et un élément de H X H comme une
matrice deux par deux avec la premiére ligne mod p et la seconde mod pq. Alors My (Z) agit par
la multiplication matricielle ordinaire . Il y a deux résultats principaux (les détails des preuves
se trouvent dans ’article 4). Voici le premier:

a droite de la facon suivante (g,¢’) — (ag + c¢’,bg + dg’), pour (g,¢') € G X G et ( Z b ) €

e Dans G x (G il y a exactement ¢(p) = Card Z; orbites qui engendrent H et chacune d’elles
contient une paire de la forme (og, ¢') avec o € Z.
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[’énoncé du second nécessite quelques définitions préliminaires. Soit M = E, g, un
élément de My(Z). Clairement § = [z,9,p] et &' = [2/,y', pq] sont des invariants de l'orbite
engendrée par(g,g’)M. Posant & = dz,y = Sy, = &'z’ et y’ = &'y’ nous remarquons que
(6g,8'g") engendre un groupe isomorphe & Z, X Z; ou r = p/d, s = pq/$'. Définissons alors p et
k par p = [r,s] et kp = rs. Le determinant A = zy’ — yz’ est bien défini mod p et est également
un invariant de 'orbite. Finalement on choisit une solution de zu + yv = 1 mod p et on note
Q' la quantité z'u + y'v. 1l est possible de vérifier que Q' est bien defini et inversible mod [p, A]

et que c’est aussi un invariant de 'orbite. Voici alors le second résultat:

e les quatre invariants § un diviseur de p, ¢’ un diviseur de pg, A mod [p/§,pq/d] et
Qe er/é,pq/&,A] définis ci-dessus caractérisent entierement une orbite, ce qui signifie que
deux paires dans H x H avec les mémes invariants sont images ['une de I’autre par un
transformation SL(2,Z).

Ces résultats serviront par la suite, mais ils vont nous permettre immédiatement de calculer
le nombre d’orbites de SL(2,Z) dans G x G. L’article 4 contient le calcul uniquement dans le
cas ou (G a une base factorisée & deux éléments, mais ultérieurement Philippe Ruelle ([40]) a
obtenu le résultat général. Nous nous sommes alors rendu compte que notre méthode permettait
de retrouver son résultat de maniere a notre avis plus simple et plus explicite. L’intérét de ce
calcul est que nous allons voir plus loin que les éléments du commutant sont en correspondance
biunivoque avec des orbites de Iaction de SL(2,Z) sur un groupe fini.

Comme c’est souvent le cas pour des calculs arithmétiques, les résultats se factorisent sur
les nombres premiers. Le mécanisme de cette décomposition n’est pas ici totalement évident, et
nous le rappelons brievement. Tout d’abord si GG est un produit direct de deux groupes G et
(G5 on peut représenter un de ses éléments comme un vecteur colonne, et les paires d’éléments
comme des matrices deux par deux avec la premiere ligne dans Gy et la seconde dans Gy, et
l’action de SL(2,Z) est un produit matriciel. Sous cette forme il est clair que si deux paires dans
G sont sur la méme orbite les paires de composantes sur GGy (respectivement (G3) associées sont
aussi sur la méme orbite. Le fait non évident est que si les cardinaux de G et G (I et Il avec
11115 = II) sont premiers entre eux la réciproque est vraie. Pour le voir considérons deux paires
dans (1 (resp dans (G3), et supposons qu’il existe une matrice My (resp Mz) de SL(2,Z) telle
que les deux paires de G; (resp (G3) sont reliées par My (resp M) Comme [I1y, II3] = 1 on peut
appliquer le théoreme des résidus chinois (qui dit que si I1; et [I; sont premiers entre eux, et si
ay et ag sont des entiers donnés il existe un entier a tel que @ = a3 mod Il et @ = a3 mod Il3) a
chaque élément de matrice pour construire une matrice M égale a My mod II; et & My mod Ils.
Alors le déterminant de M vaut 1 mod Il (posons detM =1 —11f), et on est ramené au lemme
suivant: Il existe dans SL(2,Z) une matrice M’ égale & M mod II. Pour I’exhiber on considere

les matrices de la forme
;[ a b a B

oll la premiere matrice est M et la seconde 'inconnue. Le déterminant de M’ vaut 1 si et
seulement si

M(ad — By) +da+ad —cf—by=f

70



De ad — bc = 1 mod Il on déduit que (¢, d) # (0,0) (par exemple prenons ¢ # 0) et [c, d, [1] = 1.
D’apres le lemme d’élimination on peut choisir ¢ tel que [¢, d+118] = 1. Si I’on choisit également
v = 0 I’équation devient a(d+118) — fc = f—ad qui a une solution en a, 8 d’apres le théoreme de
Bezout. Nous avons donc trouvé une solution M’ & notre probleme, et par 14 méme démontré la
factorisation de I’action du groupe modulaire agissant sur un produit direct de groupes abéliens
d’ordre deux a deux premiers entre eux. Enfin on applique le théoreme de Kronecker : G est
isomorphe & un produit direct de la forme Z,, X Z,, x ... X Z,, avec a;4; divisible par a;
pour i = 1,...,1 — 1. On décompose alors chaque @ en facteurs premiers: a = [[, . cpmicr phe
(ou presque tous les exposants sont nuls). Le théoréme des résidus chinois montre que Z, est

isomorphe a [, emier
Pour la suite nous allons donc fixer un nombre premier p et compter les orbites dans un

Z .y

groupe G isomorphe a Z ;X ... X Z,, ou nous supposons [y < ly... <[;. Siu est un entier
positif nous désignons par G, le sous-groupe de G formé des g € G d’ordre inférieur ou égal a
p*. C’est un groupe isomorphe a un produit Zplr1 X ... X Zpl/S ou l! =inf(l;,u), 'isomorphisme

de ce produit dans G, étant obtenu par la multiplication composante par composante par p'
ou I} + 1 = I;. Notons que Gg = {0} (pour la suite on suppose en fait u # 0)et G, = G si
u > [;. Fixons pour I'instant deux entiers u, v tels que 0 < v < u < [ et cherchons a compter
les sous-groupes H de (G isomorphes & Z,» X Z,« (on supposera u et v strictement positifs car
dans les autres cas le décompte est élémentaire). Ce sont en fait des sous-groupes de G, et on
peut donc compter les sous-groupes H dans ce groupe. Nous allons procéder en deux étapes:
nous allons d’abord compter le nombre C(u, v) de bases factorisées pour un groupe H (bien sir
ce nombre ne dépend que de u, v, et pas du H particulier choisi), et ensuite nous allons compter
le nombre M¢(u,v) de paires (z,y) dans G, avec & d’ordre p*, y d’ordre p" telles que (z,y) soit
une base factorisée d’'un H quelconque. Il est facile de se convaincre que Ng(u,v), nombre des
sous-groupes, est simplement le quotient de ces deux nombres.

Le nombre C se calcule aisément. On remarque que Z,» X Z,. contient (si 'on désigne par
¢ la fonction d’Euler) p?¢(p*) éléments d’ordre p* si v < u et p*(1 4 1/p)p(p") si v = u (dans
une base factorisée c’est évident: une des deux composantes doit étre d’ordre p* et l'autre est
quelconque). Une fois choisi un tel élément z notre démonstration du théoreme de Kronecker
indique qu’on peut le compléter pour former une base factorisée en adjoignant un certain y
d’ordre p¥. Dans cette base on vérifie que tout y' complétant = pour faire une base factorisée
peut s’écrire comme somme d’un multiple de z d’ordre au plus p¥ et d’un multiple de y d’ordre
exactement p”.Donc C vaut p?Yo(p?)p(pY) si v < u et p** (14 1/p)e(p*)?

Le nombre Mg est a peine plus compliqué a calculer (d’ailleurs le calcul de C est un cas
particulier). A nouveau on commence par chercher le nombre d’éléments z € G, d’ordre p“.
Dans une base factorisée la condition sur z est qu'une des composantes sur les facteurs Z,u soit
inversible, alors que le choix des composantes sur les facteurs Zplf avec [! < u est arbitraire. Si

siv=u.

o est le nombre de facteurs Z,. dans G, le nombre cherché est donc

card Gup(p*) (p™ — 1)
prtest(p—1)

Une fois  choisi, on peut le compléter pour faire une base factorisée de GG, (toujours le théoréme
de Kronecker) et dans cette base un y formant avec z une base factorisée pour un certain H

71



s’écrit comme somme d’un multiple d’ordre au plus p¥ de = et d’un élément d’ordre exactement
p¥. Le nombre de tels y est donc

card Gyp(p*) (p°~' = 1)
2 (p 1)
ou f3 est le nombre de facteurs Z,» dans G, et I'on suppose 3 > 2 (sinon GG ne contient aucun

sous-groupe de la forme cherchée et M,(u,v) vaut zéro dans ce cas). Le nombre Mg est
simplement le produit des nombres associés a u et v calculés ci dessus.

Finalement le nombre d’orbites peut s’écrire

Me(u,v)

cardQ = Z Na(u,v)e(p¥) = Z Clu,v) ©(p”)

0<v<u 0<v<u

car nous avons montré qu’il y avait une correspondance biunivoque entre les sous-groupes de
G ayant au plus deux générateurs et leurs familles d’orbites génératrices (si H est isomorphe a
Z,» X Z, il contient (p") orbites génératrices). Dans le cas ot les /; sont arbitraires la somme ci
dessus est compliquée, mais en fait dans le cas qui nous intéressera pour les théories conformes,
tous les /; sauf peut-étre le plus grand seront égaux. On peut alors calculer trés explicitement
le nombre d’orbites (& condition d’avoir su décomposer en facteurs premiers les nombres qui
intervenaient dans le groupe de départ, mais ¢a c’est une autre histoire). Supposons le nombre
s de facteurs dans G supérieur ou égal a deux, et choisissons tous les I; égaux a [ sauf [; qui
vaut [ + I’, avec I’ positif ou nul. En utilisant les formules d’énumération que nous venons de
montrer, on sépare la somme sur u et v en six contributions:

S _ s _ s—1 _
cardO = Z 1 +2 1 3 ple— D=1 _|_(p D(p 1) 3 P23 (=1)

O=v=u p— 1 O=v<u<l p2 -1 1<v=u<l
s _1 s—1 _ 1
(P’ =1p ) T D2
p(p h 1) 1<v<u<l
_I_p(s—l)l Z 1 _|_p(5—1)l—1(p5—1 _ 1) + Z p(s—Z)(v—l)
O=v<i<u<ll+l 1<v<I<u<l4l!

Il ne reste qu’a calculer quelques sommes géométriques pour obtenir le résultat final, dont la
forme ne se simplifie que dans les limites singulieres s = 1 et s = 2 pour redonner les expressions

connues
P — 1p(s—1)l -1 (ps _ 1)(p5—1 _ 1) p(25—3)l -1

p—l ps—l_l + p2_1 p25—3_1

(ps _ 1)(p5—1 _ 1) p(25—3)l -1 ~ p(s—l)l -1
pp=Dp2 -1\ p*?-1  pt-1

s—2)1

cardO =1+

ps—2 —1

En passant & la limite on obtient /4 1 dans le cas s = 1 et p'[({+ 1)(I'+ 1) 4+ (1 —{")/p] dans le
cas s = 2.
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En faisant le produit de tels facteurs correspondants a des p différents on obtient le résultat
recherché pour un groupe G quelconque. Nous avons ainsi défini une famille de fonctions multi-
plicatives (au sens arithmétique du terme), nous ne savons pas si elles sont utiles dans d’autres
contextes.

6.2 Mécanique quantique finie

Comme nous ’avons remarqué au chapitre 3, les fonctions théta du réseau des poids portent
méme avant I'antisymétrisation sur le groupe de Weyl une représentation du groupe modulaire.
Celle-ci est beaucoup plus facile & manipuler car les indices de S et T sont a valeur dans le
groupe abélien fini M*/nM. Ainsi, en laissant de coté les repliements du groupe de Weyl,
nous pourrons exploiter 'invariance par translation. C’est en réintroduisant ces repliements que
des signes indésirables vont se glisser dans les éléments de matrice du commutant, et c’est 1a
I’obstacle majeur de cette approche. Dans le cas de su(2), il n’y a qu’une antisymétrie et le
probleme peut étre completement résolu.

On introduit donc un espace vectoriel £ muni d’une base orthonormée |p >, p € M*/nM.
Dans la suite il est commode de multiplier le produit scalaire traditionnel du réseau des poids
par N pour qu’il prenne des valeurs entieres. Le commutant est clairement indépendant des
phases globales de S et T et ceci permet de travailler avec des opérateurs un peu plus simples

I
P-P /
6.1 Slp >= e(——— >
(6.1) Ip (NnN-l)‘%p/eME*/:nM( NP
p2
2 T = — | =
(6.2) Ip > e(2nN)|p> Clp>=|-p>

On vérifie aisément que S et T sont bien définis sur M*/nM = G (c’est a dire indépendants des
représentants choisis pour calculer les produits scalaires). Nous allons maintenant reconnaitre
en S et T les générateurs de transformations canoniques pour une mécanique quantique finie
appropriée. Afin d’exploiter invariance par translation, nous allons considérer pour p € G("des
opérateurs portant une représentation de G(). Soient PP and QP définis de la maniére suivante

p.p
nN)Ip’ >

(6.3) PPlp'>=1p+p' >  QPlp' >=¢(
Ils satisfont aux relations de commutation fondamentales

(6.4) PP'QP = e(—‘;—;’)QPPP’

Les opérateurs PP'QP forment une base (analogue a la base de Wigner en mécanique quantique
usuelle) de End(F) et 'action adjointe S et T est treés simple

(6.5) StpPPs =QP  STQPS = PP
2
tppp — p P()—P tOPT — OHP
(6.6) TTPPT = e(5 ) PPQ TIQPT = Q

73



On obtient une forme plus suggestive encore en passant au recouvrement G(?) de G("). Pour
k, k' dans G(*") se projetant sur p, p’ dans G posons {k,k'} = &K PPQP’ o ¢ = (7o)
On vérifie que

(6.7) SHk K'}S = {-K' k} Tk K}T ={kk -k}
. P . . 0 1
Donc S et T agissent sur {k, k’} comme la multiplication a droite par les matrices ( 10 )

et ( (1) _11 ) sur la paire (k,k’) de G x G(2"), Ces opérations engendrent une action de

SL(2,Z), mais nous savons que G est isomorphe a Z,n X ZN=2 ce qui prouve que seul le
groupe quotient SL(2,Zy,n) agit. Le progres est que ce groupe est fini et qu’on peut faire des

c d

y . . . b
moyennes sur ses éléments pour obtenir le commutant. Pour K € SL(2,Z3,n), K = “ )

nous utilisons la notation {k,k’}K pour désigner {ak + ck’, bk + dk'}. Les opérateurs

(6.8) > {kK}K

KeSL(2,Z5,N)

ou de facon équivalente

(6.9) lo= Y {kk7}

{kk'}€0

ou O parcourt les orbites de I'action de SL(2, Zy,n) sur G(2n) « G(27) engendrent le commutant
de SetT.

On montre sans peine que si (k,k’) élément de O; et (L,I') élément de O3 ont une méme
projection dans G x G(") alors I@lf_k'k/ = 1025_1'1/. De plus deux paires qui appartiennent
4 une méme orbite de G(™ x G(™ donnent le méme invariant & une phase prés quand on les
remonte dans G(™ x G(27) | Enfin des orbites distinctes sont disjointes, ce qui prouve que les
invariants non nuls associés (& une phase pres) aux orbites dans G(*) x G(*) forment une base du
commutant sur C. On peut montrer le critere suivant de non-annulation d’un invariant associé
3 une orbite (si N est pair on dit que Iorbite de (p, p’) dans G(") x G(") est paire si p? = p’> = 0
mod 4) :

e Si N est impair, & chaque orbite dans G(") x G() est associé un élément d’une base du
commutant, bien défini a une phase pres. Si N est pair la méme chose est vraie en se
restreignant aux orbites paires.

Nous venons donc d’obtenir une base canonique du commutant.

Remarquons que si N est pair les éléments pairs de G(®) forment un sous-groupe d’indice
2, isomorphe a Z, /g X ZN=2 et les formules de la fin de la section précédente permettent de
calculer le nombre d’orbites, donc la dimension du commutant sur C. En fait nous allons voir
que le commutant sur Z a la méme dimension. On se convainc facilement que (méme apres les
repliements dus au groupe de Weyl qui typiquement divisent la dimension ci-dessus par N!) le
commutant est rapidement un objet énorme et d’un maniement peu commode.
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Nous allons maintenant décrire une autre famille génératrice naturelle du commutant, faite
de matrices dont les coefficients sont des entiers (en fait 0 ou 1), prouvant par 1 méme que le
commutant sur Z engendre le commutant complet. Cependant cette famille est redondante et
il n’est pas clair qu’il soit possible d’en extraire une base naturelle (c’est a dire obtenue par une
prescription uniforme pour tous les N et n).

Si H est un sous-groupe de G("), nous définissons son dual de la maniére suivante

(6.10) H={peG" pp=0modnN}

le fait que H=H peut se voir comme une manifestation que S? = 1. Soit r un homomorphisme
de H dans G(”)/ﬁ satisfaisant 2p.r(p) = p? mod 2nN. On peut prouver que la matrice Q
définie par ses éléments

(6.11) < X|Q|X/ >= 6X+H7X/+H6X+I:I,T(X—X')

appartient au commutant. Notons en passant que cette construction est trés simple dans le cas
N = 2: le groupe G, est alors isomorphe a Zs,,l’existence d’un homomorphisme r satisfaisant
aux conditions ci dessus impose que le sous-groupe de G, soit de la forme 28Z,, ou delta est
un diviseur de n (on pose 8’ = n/d), et on obtient la forme suivante pour les matrices

1 siz—2'"=0mod 28 et z 4+ 2/ = 0 mod 24’
0 sinon

(6.12) < z|Qs)a’ >= {

Nous nous concentrons maintenant sur une orbite @ dans G(2?) x G(27) | et notons G le sous-

groupe qu’elle détermine, isomorphe a un certain Z, X Z,,. Pour (k,k') € Oet (LY) € G x G
appartenant a une certaine orbite (7, il existe un matrice M € My(Z) telle que (1,1) = (k,k")M
dont le déterminant det M est bien défini modulo p et indépendant des représentants (k, k') dans
O, et (1,1) dans O'. Donc nous pouvons définir une application bilinéaire antisymétrique de

G x G dans Z, par

(6.13) Bo(L,1') = detM mod p

et il est cohérent d’écrire Bo (). De plus si O engendre aussi G alors Bo(0') = Bo(0)Bg(0).
Pour tout ¢t mod p soit H le goupe formé par les p dans G™ tels qu'il existe 1 dans G avec
projection p dans G et x in G(*) vérifiant pour tout k dans G

2nN

(6.14) Lk +2q.(x—p) + tBo(l,k) =0 mod 2nN

ol q est la projection de k dans G("). Ces conditions sont linéaires, assurant que H est un
sous-groupe de G(®). Pour p dans H x est défini exactement modulo H et en associant & p la
classe de x dans H on définit un homomorphisme r satisfaisant a la propriété précédente.De plus
a un facteur multiplicatif pres, ’élément du commutant que I’on définit ainsi est simplement

2nN 2
Z v tBo(O )IO’
O'CcGxG

1

6.15 Jor = —
019 = ia

On peut alors utiliser la longueur de la décomposition de Jordan-Hélder en une suite de
sous-groupes maximaux comme parametre d’induction (le théoréeme dit que cette longueur est
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indépendante de la décomposition et est strictement décroissante pour une inclusion stricte) et
utiliser la transformation de Fourier finie pour vérifier que les J engendrent le méme espace
vectoriel que les I, mais en général ils satisfont de nombreuses relations (pas seulement celles
qui sont triviales, du type : Jo; = ']@J‘Bo(é))'

Au chapitre suivant, nous verrons comment tout ceci se simplifie dans le cas su(2) pour
permettre une classification complete des invariants modulaires.
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Chapter 7

Digressions algébriques

De nombreux problémes rencontrés dans 1’étude des théories conformes peuvent se formuler
en termes de théorie des groupes, d’algebre commutative ou de géométrie algébrique. Bien
souvent ces sujets s’interpénetrent, et le but de ce chapitre est de montrer quelques-unes de ces
connexions et les généralisations qu’elles suggerent. Nous avons une fois de plus choisi I’exemple
de l'invariance modulaire pour illustrer notre propos. La premiere section est assez technique,
mais elle sera utilisée dans la suite du chapitre et permet également d’introduire des notions qui
completent la discussion de I'article 5. Méme si nous avons essayé de n’utiliser qu’un minimum
de notions peu familiéres aux physiciens et de donner presque toutes les preuves, le lecteur
préferera peut étre faire un détour par la littérature mathématique, le plus abordable est a
notre avis [27] qui contient (de maniere plus aérée donc moins indigeste) la plus grande partie
du matériel présenté ici.

7.1 Invariants des représentation des groupes finis

Rappelons quelques définitions et propriétés élémentaires. Soit G un groupe fini (pas forcément
commutatif) dont I'opération est notée multiplicativement. Pour chaque élément ¢ de G, on
définit I’application de G dans G suivante: o,(h) = ghg™'. 1l est clair que ces applications
sont bijectives, sont des homomorphismes du groupe G, forment un groupe pour la composition
et qu’en fait o : ¢ — o, est un homomorphisme de groupe. Ce groupe s’appelle groupe des
automorphismes intérieurs de G. Le noyau de ¢ est le sous-groupe de G constitué des éléments
qui commutent avec tous les autres, et s’appelle le centre de G. Deux éléments de G image 'un de
l’autre par un automorphisme intérieur sont dits conjugués (c’est une relation d’équivalence avec
les classes de conjugaison associées). On obtient de méme la notion de sous-groupes conjugués,
un sous-groupe se confondant avec ses conjugués (c’est a dire laissé globalement invariant par
les automorphismes intérieurs) est appelé sous-groupe distingué. Un groupe est dit simple si
ses seuls sous-groupes distingués sont lui-méme et le groupe restreint a I’élément neutre. On
appelle représentation linéaire de G' un homomorphisme de GG dans le groupe linéaire d’un espace
vectoriel V. Nous n’utiliserons en fait que le cas ou V est un espace vectoriel complexe. Une
représentation est dite irréductible si les seuls sous espaces de V laissés globalement invariants
par tous les endomorphismes de la représentation sont V' tout entier et le sous espace restreint
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au vecteur nul.

7.1.1 Le théoréme fondamental de la théorie des invariants

Un des problemes importants de la théorie des représentations est le suivant: si I’on choisit une
base de V', quelles sont les fonctions des coefficients sur cette base laissées invariantes par I’action
de GG (prenons un exemple trés connu: si I'on prend une base orthonormée de ’espace euclidien
usuel & trois dimensions, les fonctions des coefficients invariantes dans les rotations sont les fonc-
tions de la distance & l'origine). Nous allons formuler ce probleme de maniere plus algébrique
et plus intrinséque. Nous commencons par nous restreindre aux fonctions polynomiales des co-
efficients (voila pour I’aspect algébrique), puis nous remarquons que ’algebre symétrique de V'
notée S(V') se ramene apres choix d’une base dans V' aux polynémes dans les coefficients (si V/
est de dimension finie, ce que nous supposons trés souvent dans la suite, S(V') est isomorphe
a l'algebre de polynémes C[X7y,..., Xgmv]). Comme V est associé a la composante homogene
de degré un de cet espace de polynémes, et comme par définition cet espace est stable par les
transformations linéaires de V', §(V') est naturellement une algebre graduée. Une propriété uni-
verselle et caractéristique de S(V') est la suivante: c’est une algebre commutative et associative
avec unité qui contient V, et toute application linéaire de V dans une algebre commutative et
associative avec unité A a une extension unique comme homomorphisme d’algébre de S(V') dans
A (voila pour ’aspect intrinseéque). Alors les endomorphismes de la représentation portée par V/
s’étendent de maniere unique comme homomorphismes de S(V'). En particulier S(V') porte une
représentation de (¢, et nous sommes intéressés par le sous espace de §(V) laissé invariant par G
noté Inv(V). C’est en fait un sous-anneau de §(V') ce qui fait de S(V') un Inv(V)-module (c’est
a dire que Inv(V) agit sur S(V) par multiplication). Remarquons que Inv(V) est lui aussi un
anneau gradué. L’opération consistant a prendre des moyennes sur le groupe est un outil fonda-
mental. On se souvient que c’est elle qui permet & partir d’une structure quelconque d’espace de
Hilbert sur V d’en induire une nouvelle faisant de la représentation une représentation unitaire.
Nous allons utiliser ici cette moyenne a des fins différentes. Considérons I’application suivante

M: S(V) — S(V)
P = M(P) =G| Teec 9P

ou |G| est le cardinal de G. 1l est facile de vérifier que M est linéaire et respecte la graduation,
que 'image de M est Inv(V), que M est une projection (M? = M) et enfin que M est un
homomorphisme de Inv(V)-modules (ce qui signifie simplement que si P € Inv(V) et Q) € S(P)
alors M(PQ) = PM(Q))

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoreme fondamental de la théorie des
invariants: si V est de dimension finie, 'anneau /nv(V) a un nombre fini de générateurs.

Rappelons d’abord qu’un module sur un anneau commutatif unitaire A est le strict analogue
pour un anneau de ce qu’est un espace vectoriel sur un corps. De maniere plus abstaite un A-
module M est un groupe additif sur lequel A agit par des homomorphismes (du groupe additif
M) de telle sorte que M soit un espace de représentation de A. Si A est non commutatif il
y a des modules a droite et & gauche, mais nous n’avons besoin que d’anneaux commutatifs.
Comme dans le cas des corps on définit les sous-modules. L’intersection de deux sous-modules
en est encore un, donc on peut parler du plus petit sous-module contenant une partie donnée S
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de M. On vérifie qu’il contient exactement les combinaisons linéaires finies a coefficients dans
A des éléments de S. Si le sous-module associé a S est M tout entier on dit que S est une
partie génératrice de M. Si une combinaison linéaire a coefficients dans A d’éléments de S n’est
nulle que si tout les coefficients sont nuls on dit que S est une partie libre de M. La différence
essentielle avec la théorie des espaces vectoriels concerne ’existence de bases (c’est & dire de
parties a la fois libres et génératrices), qui n’est pas du tout garantie. Un A-module ayant une
base est dit libre. On peut grace a une base se représenter un A-module libre comme une somme
directe de copies de A. Il est clair que A est lui méme un A-module, et ses sous-modules sont
appelés des idéaux. On dit d’un anneau qu’il est noethérien si ses parties finies engendrent tous
ses idéaux. Il est clair qu’un corps est un anneau noethérien, de méme que 7 (qui est principal,
les singletons de Z engendrent tous les idéaux).

Hilbert a démontré le théoreme suivant: I’anneau des polynomes a coefficients dans un
anneau noethérien est lui aussi noethérien. Par récurrence si V' est de dimension finie on en
déduit que S(V') est un anneau noethérien. Maintenant considérons 7 'idéal de S(V') engendré
par les éléments de Inv(V) sans terme constant (c’est a dire par les polynémes homogenes de
degré strictement positif). D’apres le théoréeme de Hilbert Z est engendré en tant qu’idéal par
une partie finie S de Inv(V). Il est clair que Z contient Inv(V'), donc tout élément P de Inv(V)
sans terme constant se laisse représenter comme une combinaison linéaire d’éléments de S a
coefficients dans S(V'). 1l suffit d’appliquer M & cette représentation pour montrer qu’en fait
les coefficients peuvent étre choisis dans Inv (V). Mais ces coefficients sont de degré strictement
inférieur a celui de P. Ceci permet de démontrer par I’absurde que tous les éléments de Inv(V)
sont des polynomes dans les éléments de S, ce qui démontre que si S engendre Z en tant qu’idéal,
il engendre Inv(V) en tant qu’anneau. Ceci démontre le théoréeme fondamental. La preuve que
nous avons donnée est due elle aussi a Hilbert (on consultera avec profit la référence [49]),
elle se généralise instantanément aux groupes compacts (on prend les moyennes avec la mesure
invariante de Haar). Dans le cas des groupes finis il existe une preuve plus élémentaire due a
Emmy Noether.

7.1.2 Détour par les syzygies

Mentionnons encore brievement un théoreme (toujours di a Hilbert) qui permet de mieux com-
prendre la structure des invariants.

Considérons R = C[Yy,...,Y,] 'anneau des polynomes en n variables & coefficients dans
C. Soit M un R-module ayant un nombre fini de générateurs (rappelons que ceci signifie qu’il
existe une partie finie S de M telle que le plus petit sous-module de M contenant S soit M
tout entier). On choisit S de cardinal minimal et on considére F' le module libre sur R dont une
base (c’est de I’existence d’une telle base c’est a dire d’une décomposition unique d’un élément
de F' comme combinaison linéaire des éléments de cette base a coeflicients dans R que vient
I’expression module libre) est indexée par les élements de S. L’application qui & un élément
us (s € S) de la base de F' associe s se prolonge de maniére unique en un homomorphisme
(surjectif) de R-modules, son noyau N est un sous-module de F. Nous allons voir que N a
un nombre fini de générateurs. Montrons le par récurrence sur le cardinal de S. Si S est un
singleton les éléments de N sont proportionnels a u ou {u} est la base de I'. Comme N est un
R-module il est clair que {P € R tels que Pu € N} est un idéal de R, qui est noethérien. Donc
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cet idéal a un nombre fini de générateurs et NV aussi. Si S a [ éléments on fait le raisonnement
suivant: tout élément de N s’écrit de maniere unique sous la forme le P;u; et ’'ensemble des P
qui apparaissent (comme coefficient de ;) dans la décomposition d’au moins un élément de N
forment un idéal de R, il a un nombre fini de générateurs, et on peut associer a chacun un élément
de N dont le coefficient de u; soit le générateur correspondant. Ces éléments de N engendrent
un certain sous-module N’ de N et tout élément de N peut de décomposer (pas forcément de
maniére unique) comme somme d’un élement de N’ et d’un élément de N” sous-module de N
formés des éléments dont la composante sur u; est nulle. Comme N est un sous-module d’un
module libre a [ — 1 générateurs, le théoreme a l’ordre [ est conséquence du théoréme a 'ordre
I — 1 (on adjoint aux générateurs de N”| qu’on peut choisir en nombre fini d’apres I’hypothése
de récurrence, ceux qu’on vient de construire pour N') et ceci acheve la preuve. On peut alors
appliquer & N 'opération qu’on vient d’appliquer a M, c’est & dire prendre un nombre minimal
de générateurs dans N et représenter N comme quotient d’un module libre. On définit alors de
proche en proche une famille de suites exactes:

0 - N' =5 FO 5 M — 0
0 - N? — F' - N' 5 0

0 — NI s pk » NE 5

oit les F* sont des modules libres. On appelle N* la ieme syzygie de M. Le théoreme de Hilbert
(appelé théoreme syzygie) dit que N™ est un R-module libre ce qui entraine que N* = {0} pour
k> n+ 1. Donc la famille de suites exactes ci-dessus devient triviale a partir du rang n + 1 et
on obtient pour M la suite exacte suivante

0 F" > F" P 5 . 5 F° S M—=0

qu’en termes techniques on appelle une résolution libre (car les F* sont des-modules libres) et
qui est un des outils fondamentaux pour calculer diverses cohomologies.

On peut encore compléter ceci. On peut associer a chaque indéterminée Yj un degré (entier
strictement positif arbitraire) et le degré zéro aux constantes. Ceci fait de R un anneau gradué
R = @&;R;. Si M est un R-module gradué (c’est a dire M = @&;M; avec R;M; C M;y;)
en décomposant les générateurs de M en leurs composantes homogenes on obtient encore un
systeme fini de générateurs, et on peut donc choisir dans M un systéme minimal de générateurs
homogenes. On construit alors F' et N comme précédemment, la remarque intéressante étant
que F' mais aussi N sont des R-modules gradués (on prend pour degrés des générateurs de I’
les degrés correspondants dans M) et que I'isomorphisme entre F//N et M se décompose en une
famille d’isomorphismes entre F;/N; et M;.

Nous allons appliquer ce théoreme dans le cas particulier ot n est le nombre minimal de
générateurs homogenes de I’anneau Inv(V) dont nous avons vu qu’il est naturellement gradué.
Notons 1, ..., Yy, ces génerateurs. Alors il existe un unique homomorphisme d’algebres x de R
dans Inv(V) associant Y; a yx (2 un polynéme dans les Y} il associe le méme polynéme dans
les yi) , il est surjectif car les y;, engendrent Inv(V) et fait de Inv(V) un R-module (si P € R
et () € Inv(V) on définit P(Q), action de P sur @, par x(P)Q, multiplication dans Inv(V)).
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En tant que R-module, Inv(V) est engendré par son unité. On transfere sur R la graduation
de Inv(V). Nous pouvons donc appliquer le théoréme syzygie de Hibert avec M = Inv(V).
La premiere syzygie décrit les relations entre les générateurs de Inv(V), la seconde les relations
entre ces relations, et ainsi de suite. Le théoréeme nous dit que ce processus s’arréte en un nombre
fini d’étapes.

7.1.3 La fonction génératrice de Poincaré

Mentionnons encore un outil tres utile pour I’étude des invariants. Nous conservons les notations
précédentes et supposons que R et M sont gradués. Considérons la série formelle dite de Poincaré

XM(t) = Ztidim M;

Nous allons montrer que ceci est bien défini (c’est a dire que les dim M, sont finies) et se resomme
en une fraction rationnelle ayant tous ses poles sur le cercle unité. Pour cela commencons par
montrer que les dim F; sont finies (alors les dim M; sont aussi finies car M; est un quotient de
F;). Mais il est élémentaire de calculer explicitement yg(¢). Chaque F; est de dimension finie
car les degrés des générateurs de R sont strictement positifs, et la sommation donne (d désigne

le degré)

d(us)
() = e
Hk:l(l -t (Yk))

ce qui est bien une fraction rationnelle avec les poles sur le cercle unité. Le résultat que nous
annoncions est donc vrai pour les R-modules gradués libres & un nombre fini de générateurs,
et ceci entraine l'existence de la série de Poincaré pour tous les modules gradués a un nombre
fini de générateurs (en particulier toutes les syzygies de M). Mais F;/N; et M; sont isomorphes
donc xr = xn + xm-. En appliquant ceci & la résolution de M on obtient

XM = Z(—l)kXFk

ou le membre de droite est une somme finie de fractions rationnelles ayant leurs pdles sur le
cercle unité donc le membre de gauche possede la méme propriété, ce qui conclut la preuve.
Dans les cas particulier, il est souvent plus rapide de faire un calcul direct de yas que d’utiliser
une résolution. Considérons par exemple le cas suivant: soit n = r 4 s, posons Z; = Y4, pour
1 <[ < s, et intéressons-nous a l'idéal N de R engendré par s polynomes homogenes sans
facteurs communs @, 1 <! < s, ou @; ne dépend que de Yy,...,Y, et Z;. Posons M = R/N
(R est bien un R-module libre & un générateur, son unité par exemple). Le calcul direct de xas
est immédiat du fait de "absence de facteurs communs et on trouve

_ [T, (1 — QD)
Ty (1= #90W) T (1 — 140

Cette forme suggere en fait la structure de la résolution associée. Par exemple on voit clairement
que si F'! est le R-module libre de base uy, ..., us associé & N la premiere syzygie de N (c’est
a dire la deuxieme de M) est engendrée par les éléments Qru; — Quui pour 1 < k <[ < s.
Remarquons enfin que yas a un péle d’ordre R en ¢t = 1.

XM
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Le calcul que nous venons de faire a 'application suivante: d’apres ce qui précede une C
algeébre graduée a un nombre fini de générateurs homogenes de degrés strictement positifs A
possede une série de Poincaré dont ’ordre du pdle au point 1 est égal au nombre maximun
d’éléments algébriquements indépendants qu’elle contient. En effet si tous les éléments de A
sont algébriques en yi,...,y, (supposés homogenes) on compléte cet ensemble avec z, ...,z
(homogenes) pour faire un systeme de générateurs de A, on interpréte alors A comme un R-
module, on choisit pour les ); des relations vérifiées dans A, ce qui fait que la surjection de
R dans A se factorise avec R/N comme intermédiaire. Alors la série de Poincaré de A est
majorée par celle de R/N, elle a donc au plus un pdle d’ordre r en t = 1. De plus, si y1,...,¥,
sont algébriquement indépendants dans A, la série de Poincaré de 'algebre qu’ils engendrent
(majorée par celle de A) a un pole d’ordre r en t = 1. Ceci prouve le résultat.

Il est temps de revenir a la théorie des invariants pour donner une forme explicite de la
série de Poincaré de Inv(V). Nous supposons V de dimension finie. Nous avons défini une
opération de moyenne sur toute représentation du groupe fini GG, et en particulier sur V et
Inv(V). Cette opération est en fait un projecteur sur les invariants, elle respecte la graduation
ce qui entraine que la dimension de I’espace des invariants de degré ¢ est simplement la trace de
la restriction de M au degré I. Fixons un élément g de (7, représenté par I’endomorphisme U,
de V, et choisissons une base de V' dans laquelle g agit diagonalement (c’est possible car pour
une structure hilbertienne appropriée sur V ¢ agit unitairement). Un calcul simple montre que
la fonction génératrice des traces de g agissant sur I’espace de degré ¢ est

PO DI Y
@ i1+ Figimy =1
oil les A sont les valeurs propres de U,. Mais ceci vaut simplement det(1—tU,)™", ce qui implique

que
1

Xnu(V) = |G| Z < det(1 — tU,)
ce qui se décompose pour isoler le terme le plus singulier au voisinage de t = 1

1 1 1 1
Ano(V) = 1031 gEG%Zl @ T g gEG% 4y det(1—tU,)

qui est bien comme annoncé une fraction rationnelle dont les poles sont sur le cercle unité. On
remarque que lorsque ¢ tend vers 1, Xp,,(v) @ un pole d’ordre dimV. Ceci assure que dans
Inv(V) les familles algébriquement indépendantes maximales ont exactement dimV polynémes.
Si ’on considere alors la variété algébrique associée a la premiere syzygie de Inv(V) (rappelons
que cette premiere syzygie code les relations (polynomiales) vérifiées par les invariants, et ces
relations définissent une variété algébrique), on constate que hors des points de V' laissés fixes
par des transformations non triviales Uy, les points de V/G donnent des coordonnées locales sur
cette variété. Cette variété algébrique peut avoir des singularités a ’origine, et nous effleurerons
ce sujet dans la suite.

Mentionnons enfin un théoréme profond et difficile que nous ne démontrerons pas: L’anneau
des invariants d’une représentation de dimension finie sur Vd’un groupe fini G a la pro-
priété de Cohen-Macauley (la définition est un peu technique, voir [19]) et en particulier
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peut étre décomposé de la maniére suivante: on peut choisir dans Inv(V) dimV polynémes
algébriquements indépendants y1, ..., Ydimv, €t un certain nombre (fini) de polynémes auxili-
aires us, s € 9, de telle sorte que Inv(V) soit un Clyy, ..., Ydimv]-module libre dont les u;
forment une base. En conséquence le polynéme de Poincaré de Inv(V) est de la forme

_ ZSES td(US)
XInv(V)(t) - gZ:le(l . td(Yk))

Pour clore cette discussion un peu aride, rappelons que si le groupe G est le groupe des
permutations de n objets, la structure de ’anneau des invariants pour la représentation usuelle
de dimension n est trés simple. Les polynémes invariants fondamentaux sont les polynémes
symétriques élémentaires, ils sont algébriquement indépendants. On a pu faire la liste de tous
les groupes finis ayant cette propriété, elle contient essentiellement les groupes de Weyl des
algebres de Lie semi-simples, plus quelques groupes eux aussi tres intéressants. Dans ce cas la
série de Poincaré est I'inverse d’un polynéme.

7.2 Quelques classifications ADFE

Apres ce long détour, nous pouvons maintenant en venir au point central de ce chapitre. De
nombreux objets mathématiques apparemment tres différents ont une classification commune,
nous voulons parler de la classification des algebres de Lie simplement lacées. Nous allons
mentionner trés (trop?) brievement diverses branches ou cette classification intervient, ceci
dans le but d’insister sur le fait que cette similitude de classification a souvent des racines (c’est
le cas de le dire en parlant d’algebres de Lie simples!) profondes.

7.2.1 Les algébres de Lie simplement lacées

A tout seigneur tout honneur, nous commencons par la classification qui donne son nom a
toutes les autres. Sans entrer dans les détails rappelons que Cartan a classifié les algebres de Lie
simples sur C. Elles sont en correspondance biunivoque (voir par exemple [43] ou [18])avec les
systemes de racines irréductibles, donc finalement avec les diagrammes de Dynkin connexes qui
caractérisent ces systemes de racines. Les algebres de Lie simples sont également caractérisées
par la donnée de leurs exposants, qu’on peut définir de multiples facons; par exemple en leur
ajoutant 1 on obtient les degrés des invariants fondamentaux pour la représentation du groupe de
Weyl de I’algebre de Lie dont nous parlions a la fin de la section précédente, on peut montrer alors
que ce sont aussi les degrés des éléments qui engendrent le centre de 1’algébre enveloppante, d’ou
leur lien avec les formes différentielles invariantes et la possibilité d’une définition cohomologique
de ces exposants. Parmi les algebres de Lie simples certaines sont obtenues & partir d’autres en
faisant agir un automorphisme extérieur. Les algebres qui permettent ainsi de construire toutes
les autres sont celles dont toutes les racines ont la méme longueur, elles sont dites simplement
lacées. Elles contiennent les algebres de Lie classiques A; (reliées aux transformations unitaires
spéciales en dimension [ + 1) et D; (reliées aux rotations en dimension 2[), et les algebres
exceptionnelles Fg, F7 et Fg.
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7.2.2 Les sous-groupes finis de SU(2)

J. McKay ([30]) a observé la correspondance étrange suivante, qui a motivé également
d’importants travaux de B. Kostant ([26]). Considérons un sous-groupe fini G de SU(2)
(c’est le double recouvrement d’un des célebres groupes platoniciens), il a un nombre fini de
représentations irréductibles non équivalentes, que nous notons 7o (la représentation triviale),
Y1, ... Si~y est la représentation de dimension 2 de G venant de son plongement dans SU(2),
on peut définir une matrice a coefficients entiers positifs par y@vy; = 3=; A(G);;7;. Cette matrice
est symétrique, c’est la matrice d’incidence d’un graphe qui est le diagramme de Dynkin d’une
algebre de Ka¢é-Moody (non twistée) associée a une algebre de Lie simplement lacée. En enlevant
le noeud correspondant a v on obtient le diagramme de Dynkin de I'algébre elle-méme. Les
dimensions des représentations de GG sont codées dans certaines données numériques associées a
I’algebre de Ka¢-Moody. Mais il y a mieux: si 'on décompose les représentation irréductibles de
SU(2) en représentations irréductibles de G, désignant par Ry la représentation de dimension
k de SU(2), on a Ry = >, v(i)ry;. Comme on a mis en correspondance les représentations
irréductibles de G avec les racines simples d’une algébre de Kaé-Moody on peut associer a
la décomposition ci-dessus un élément du réseau des racines de l'algebre de Kaé-Moody pour
chaque k et on peut alors montrer que la suite de vecteurs ainsi définie est en fait ’orbite du
premier d’entre eux sous l'action d’un élément tres particulier (dit de Coxeter) du groupe de
Weyl affine ([26]). Les sommes Y, v(i)4t* sont des fractions rationnelles, les dénominateurs sont
des polynomes et les degrés des mondmes qui apparaissent sont liés (mais pas de facon vraiment
précise) aux exposants de I’algebre de Lie associée. Pour citer Kostant, “les sous-groupes finis de
SU(2) voient de maniére profonde et précise les groupes de Lie simples de toutes dimensions”.
Il n’est pas trop difficile de calculer explicitement les invariants pour la représentation de dimen-
sion 2 de ces sous-groupes finis de SU(2). La réponse est toujours que Inv(V) est engendré par
trois éléments vérifiant une seule relation algébrique (il n’y a qu’une syzygie non triviale). La
variété décrite par cette relation a une singularité isolée a 'origine. Par exemple pour le double
recouvrement du groupe de symétrie de I’icosaedre, les trois polynémes générateurs homogenes
X, Y, et Z de degrés respectifs 12, 20 et 30 vérifient

X°+Y?’+72°=0

Notons l'existence de travaux récents cherchant a comprendre s’il existe une généralisation de
cette correspondance pour des groupes autres que SU(2).

7.2.3 Les singularités simples

La théorie des singularités analytiques ou algébriques est un sujet bien trop complexe pour
pouvoir étre décrit, méme de la maniere imprécise a laquelle le lecteur est maintenant habitué,
en quelques lignes. Mentionnons simplement que des conditions de stabilité ([1, 44])définissent
une classe de singularités qui sont exactement celles associées aux anneaux d’invariants des
sous-groupes finis de SU(2).

Notons que la singularité permet de remonter a G (qui apparait comme un objet appelé
groupe fondamental local au voisinage de la singularité), et donnons deux exemples montrant
que la singularité code aussi des données concernant l'algebre de Lie. Si X, Y et Z engen-
drent I’anneau des invariants, avec une unique relation P(X,Y,7) =0, considérons l'idéal I de
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C[X,Y, Z] engendré par 0P/0X, 0P/0Y et 0P/0Z. C’est un idéal engendré par des éléments
homogenes donc "anneau quotient C[X, Y, Z]/I est gradué. A certains degrés (par exemple les
degrés impairs) il n’y a plus de polynomes dans le quotient, mais, si I'on divise les degrés des
polynomes du quotient par 2 et que I’on ajoute 1, on trouve les exposants de ’algebre de Lie
associée. Reprenant le cas de l’icosaedre, on travaille modulo Z, Y? et X*, les classes ont pour
représentants 1, X, Y, X2, XY, X3, Y X? Y X3 ce qui donne pour les degrés +1 les valeurs 1,
7,11, 13,17, 19, 23 et 29, qui sont bien les exposants de Fj.

On peut aussi retrouver le diagramme de Dynkin & partir de la singularité. L’outil essentiel
est la résolution des singularités dont nous allons donner 'idée générale et une application
concrete a notre probleme. L’idée fondamentale est la suivante: imaginons une courbe plane
ayant un point multiple a l'origine, avec des tangentes distinctes. A chaque point de la courbe
on associe non seulement ses coordonnées, mais également des coordonnées de la droite passant
par ce point et par l'origine. Hors de l'origine la donnée du point sur la courbe détermine la
droite, mais lorsqu’on approche I’origine sur une branche donnée de la courbe, la droite tend
vers la tangente et ceci permet de différencier les branches au voisinage de 'origine donc de
désingulariser la courbe. [L’outil mathématique approprié est le dévissage (voir par exemple
[17] ou ceci s’appelle un ‘blowing-up’ ou [41] ol ceci s’appelle un ‘c-Process’). Pour étudier les
singularités a l'origine d’un objet plongé dans C™ on fait ‘éclater’ 'origine de la fagon suivante:
si (z1,...,2,) sont des coordonnées pour C" et (y1;...;y,) des coordonnées homogenes pour
CP" ! on définit II® comme I’ensemble des points de C* x CP™~! tels que T;Y; = T;y; pour
i < j. On se convainc facilement que la projection sur le premier facteur de C* x CP"!
dans C” donne lieu a une application surjective de II™ dans C”, et que I'image réciproque
d’un point non nul est un unique point de II™, alors que I'image réciproque de l'origine est
CP"!. On voit donc que II™ est semblable & C", sauf & 'origine, oti II® code les hyperplans
passant par ce point. Dans la suite nous appelons (ceci n’est pas forcément la terminologie
standard) variété algébrique I’ensemble des zéros complexes d’une famille de polynémes a un
nombre donné de variables (attention, une variété algébrique peut avoir des singularités, ce n’est
pas en général une variété au sens de la géométrie différentielle), en imposant éventuellement des
conditions d’homogénéité pour certaines d’entre elles, ce qui fait qu’une variété est naturellement
un sous ensemble d’un produit d’espaces affines et projectifs sur C. Une variété algébrique sera
dite réductible si elle est réunion de plusieurs variétés algébriques (pas forcément disjointes)
deux a deux non incluses ’'une dans ’autre. Un théoréme classique assure que toute variété
algébrique est de maniére unique réunion d’un nombre fini de variétés algébriques irréductibles.
Voyons comment le dévissage permet de désingulariser certaines variétés algébriques singuliéres
a lorigine. L’image réciproque d’un tel objet noté V par le dévissage n’est en général pas
irréductible, car il peut se décomposer comme d’une part I’ensemble des zéros d’une nouvelle
famille de polynémes qui définissent une variété algébrique V' (la correspondance entre V' et V
est biunivoque sauf a l’origine) et d’aure part I'image réciproque de l'origine par le dévissage,
qui s’identifie & CP™~!. On appelle V' la transformée de V par le dévissage, elle se projete
naturellement sur V. Si V' a encore des singularités on peut recommencer, et dans des cas
favorables des théoremes assurent qu’en un nombre fini d’étapes on obtient une variété algébrique
non singuliere. Donnons deux exemples concrets.
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Considérons le sous-groupe de SU(2) formé des matrices de la forme ( g 591 ) ou £ est une

racine n'®™M€ de I'unité. Si u et v sont les coordonnées dans C? les polynémes z1 = u”, 29 = —v"

et x3 = uv engendrent "anneau des invariants et satisfont a I’'unique relation S : zy25+ 2% = 0.
L’ensemble des points vérifiant cette relation dans C® a un point singulier & ’origine. Les
exposants associés sont ceux de A, _; (vérification immédiate). Commencons par le cas n = 2.
On vérifie sans peine que la surface irréductible dans B® qui se projette sur .S (la correspondance
étant bijective en dehors de l'origine) a pour équations

iy +ys =0 Tiya =Toy T1Ys = T3y Tays = T3Y:
et cette variété n’est plus singuliere. L’image réciproque de l'origine est la partie de CP? vérifiant
y1y2 +y2 = 0. L’application de CP' dans CP? définie par y; = u?, ys = —v?, y3 = uv identifie
I'image réciproque de 'origine avec CP! en tant que variété algébrique. Donc I'image réciproque
de lorigine dans le dévissage est une sphere. Nous pouvons maintenant passer au cas n = 3

(le cas n = 2 est laissé au lecteur). La surface irréductible dans B® qui se projette sur S (la
correspondance étant bijective en dehors de 'origine) a pour équations

Yiy2 + y§33:23 =0 wiy2 =2y T1Y3 = T3Y1  T2Y3 = T3Y2

et cette variété est encore singuliere a ’origine. On recommence alors le dévissage, et on obtient
une nouvelle surface irréductible dont les équations sont

S 2 _ U _ o
2122+ 25 =0 w120 = Y221 Y123 = T3Y321 Y223 = T3Y322

T1Y2 — T2Y1  T1Y3 — T3Y1  T2Y3 = T3Y2
otl (z1; 22; z3) sont & nouveau des coordonnées homogenes dans CP2. Cette variété n’a plus de
singularité a l'origine, et I'image réciroque de 'origine (z1 = 22 = z3 = 0) est une variété ayant
pour équations
nzn+23=0 ya=yn pzm=0 yz3=0
Cette variété n’est pas irréductible, mais nous allons trouver ses composantes irréductibles.
Comme nous ’avons vu la premiere équation définit une spheére dont les coordonnées homogenes
sont u et v. Il reste alors les équations y;v% 4+ you? =0 yuv =0 youv = 0. Elles décrivent
dans CP? x CP! la réunion des trois ensembles algébriquement équivalents a des sphéres
(0;0;1) % (u;0)  (0392393) x (031) et (y1;0;93) x (1;0)
Les deux dernieres sphéres n’ont pas de point commun, mais la premiere et la seconde se rencon-
trent en (0;0;1) x (0;1) et la premiere et la troisieme se rencontrent en (0;0;1) x (1;0). Si 'on
dessine un graphe dont les sommets sont ces trois spheres et dont les arétes relients les spheres
ayant un point d’intersection, on obtient le diagramme de Dynkin de As. On peut montrer en
général que pour la classe de singularités concernée il se produit le méme phénomene: apres
un nombre fini de dévissages on arrive a une surface non singuliére, dont les points sont en
correspondance biunivoque avec les points de la surface de départ, sauf a lorigine. L’image
réciproque de l'origine peut se décomposer comme une réunion (pas forcément disjointe) de
variétés algébriques irréductibles, il se trouve que ces variétés sont des spheres CP!, et on
peut dessiner un diagramme codant leurs intersections. On obtient le diagramme de Dynkin de
I’algebre de Lie associée.
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7.2.4 Les invariants modulaires pour su(2)

Au chapitre 6, nous avons obtenu une famille génératrice du commutant. Cependant la com-
plexité des expressions et ’existence de relations rendent impossible pour 'instant ’exploration
systématique des contraintes issues des repliements par le groupe de Weyl. Dans le cas de su(2)
il se trouve que la famille génératrice construite est en fait une base, et le groupe de Weyl est
assez simple pour faire ’étude exhaustive des invariants modulaires. On sait que les matrices €2
définies par (6.12) engendrent le commutant, de plus si aa/ = n on vérifie que

1 stae=394
0 sinon

<o+ alQsla —a>= {

ce qui implique d’une part que les matrices €25 sont linéairement indépendantes, d’autre part
qu’elles forment une base du commutant en tant que Z-module et pas seulement en tant que
Q-espace vectoriel. Rappelons maintenant que les caractéres sont numérotés par un entier A
compris entre 1 et n — 1, et que nous avons formellement définis les caracteres pour tous les
indices entiers par xx = Xiat2n = —X—x- On cherche alors les combinaisons des matrices 2
qui agissant sur les vrais caractéres donnent des combinaisons linéaires a coefficients entiers
positifs des vrais caracteres. Déterminer toutes les solutions est assez difficile, mais le résultat
final (inattendu) est une nouvelle classification ADE due a Cappelli, Itzykson et Zuber([3]).
Donnons la forme explicite des invariants modulaires:

n > 2 ElX/\P An—l Qn
n=4n'+2 n
> 1 E|X2>\—1 + Xnt1-221* + 2| x20/41 ]2 Doy Qp + 8
- A=1
n = 4n 2n! n'—1
o> 9 Z|X2/\ 24 X2 |® + Z X22Xn—2) +¢.c.)  Doprgy Q, +
= A=1
n =12 X1+ x7|? ‘|‘|X4‘|‘X8| + x5 + x11/? FEs Qo + Q3+ 9y

Ixa + xa7l? + [xs + xasl® + [x7 + xa1l? + [xe]?
+[(x3 + x15) X9 + c.c.]

n =30 Ix1 + X11 + X19 + X290/ Fe

+]x7 + x13 + X17 + X23)?

Er Qg+ Q234 €y
Qa0+ Q5 + Q3+ Q9

L’essence de la correspondance vient de la remarque que les indices des caracteres apparais-
sant dans des modules carrés ne sont autres que les exposants de ’algebre de Lie associée, pris
avec leur multiplicité. Notons que les indices affectant les matrices €2 ont une interprétation en
termes de la singularité associée ([24, 45]), hélas les objets affectés naturellement de ces indices
dans I’étude des singularités ne sont pas des matrices. On peut vérifier aussi que le groupe mod-
ulaire agit sur les deux blocs de l'invariant modulaire associé & Fg comme un de ses quotients
isomorphe au groupe de I’icosaédre, mais ceci ne marche pas dans les autres cas.

Remarquons finalement que les fonctions de partition des modéles minimaux unitaires ont
une classification par une paire d’algébres de Lie simplement lacées (I'une d’elles est toujours
une algébre A), ceci venant du fait qu’ils sont obtenus a partir de su(2) par la construction
quotient.

87



7.2.5 Modeles intégrables et graphes

Nous avons parlé au chapitre 4 de modeles de mécanique statistique dont les variables de con-
figuration prennent leurs valeurs dans des graphes (non orientés). A partir d’un tel graphe on
construit une matrice d’incidence (symétrique) de la maniére habituelle, et d’apres le théoreme
de Perron-Frobenius, sa valeur propre de plus grand module est réelle positive, non dégénérée et
le vecteur propre correspondant a toutes ses composantes d’un méme signe. Ces composantes
permettent de définir des poids de Boltzmann pour un modéle intégrable, dont on montre qu’il
a une transition de phase du second ordre si et seulement si la valeur propre est plus petite que
2. Ces graphes peuvent étre classés. Ceux dont la plus grande valeur propre est 2 sont ceux
des algebres de Kat-Moody associées aux algebres de Lie simplement lacées, ceux dont la plus
grande valeur propre est strictement plus petite que 2 sont ceux des algebres de Lie simplement
lacées. On peut montrer qu’au point critique ces modeles intégrables sont décrits par une théorie
conforme minimale unitaire dont la fonction de partition est bien associée a la méme algebre
de Lie ([33]). Remarquons que dans ces cas les composantes du vecteur de Perron-Frobenius
codent les exposants.

7.2.6 Perspectives

Les divers points communs entre ces diverses classifications ADF sont tres suggestifs et de nom-
breuses conjectures naturelles quant & la généralisation aux invariants modulaires pour su(V)
N > 2 viennent rapidement a ’esprit. Les invariants de su(/N) seraient-ils en correspondance
biunivoque avec les sous-groupes finis de SU(N)? Et pour quelles raisons? En agissant avec
la représentation de dimension N naturelle d’un sous-groupe fini de SU(N) sur I’algébre de ses
représentations irréductibles on peut obtenir des graphes, orientés cette fois ci, dont on pourrait
penser qu’ils sont associés a des modeles intégrables décrits au point critique par des théories
quotient. De méme la singularité associée a ’anneau des invariants pourrait étre résolue par
des dévissages, I'image réciproque de 'origine décomposée en composantes irréductibles dont
les indices d’intersection donneraient de nouveaux graphes plus compliqués, dont il n’est pas
évident qu’ils soient orientés et qu’ils coincident avec les précédents. D’une certaine maniere
la dualité entre su(m), et su(n),, est assez décourageante car les sous-groupes ne sont pas
du tout les mémes, mais ceci est peut-étre une remarque trop naive. Diverses approches trés
intéressantes ont été poursuivies, mais aucune n’a donné de résultats vraiment convaincants
(pour une approche par les graphes voir [38], et surtout [10] ol la connexion avec les sous-
groupes est poursuivie). Le probleme des invariants modulaires reste une épine (douloureuse)
dans notre pied. L’article 5 décrit I’étude d’un sous-groupe particulier de su(3) qui, méme s’il
ne s’est pas révélé étre relié a un invariant modulaire, est un objet merveilleux.

7.3 Vers la courbe quartique de Klein

7.3.1 Le théoréeme d’Hurwitz

Nous allons retrouver brievement la borne due a Hurwitz ([17]) sur le nombre d’automorphismes
que peut avoir une surface de Riemann de genre plus grand que 1 (on se souvient qu’en genre
0 et 1il y a toujours un groupe continu d’automorphismes, transformations de Moebius sur
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la sphére, translations sur le tore). Soit donc S une surface de Riemann (compacte, connexe,
sans bord) et G un groupe fini d’automorphismes (transformations biholomorphes) de S. Nous
voulons montrer que S/G est encore une surface de Riemann (pour la topologie induite S/G
est compact et connexe comme image continue d’un compact connexe). Comme S est compacte
les transformations de G autres qui I’identité ont un nombre fini de point fixes donc comme G
est fini, les points de S laissés fixes par un sous-groupe non réduit a l'identité de G sont en
nombre fini. On peut choisir pour chaque point PP de S un voisinage ouvert U de P admettant
une coordonnée locale z telle que z(P) = 0. On peut alors imposer les conditions suivantes: si
g € G n’est pas dans le groupe d’isotropie de P (c’est a dire le sous-groupe de G laissant P
fixe, noté H) gUNU = ( (on prend U assez petit pour que son adhérence ne contienne pas
d’autres points de 'orbite de P que P, la réunion de I"adhérence des images de U distinctes
de U est un fermé dont le complémentaire contient P, nous prenons son intersection avec U et
gardons le méme parametre local, nous continuons a appeler U le nouveau voisinage obtenu) et
que chaque U ne contient aucun point ayant un groupe d’isotropie non trivial, sauf peut étre P
(enlever les autres). Si g € H, en utilisant la coordonnée locale sur U on obtient une application
holomorphe sur un voisinage de l'origine, encore notée g définie par ¢g(zp:) = z,p+ et qui vérifie
g(0) = 0,¢'(0) # 0. On peut alors choisir un voisinage assez petit de P que nous continuons a
noter U tel que la fonction
t(z) = I 9(2)

geH

soit bien définie et holomorphe. De plus t a un zéro d’ordre |H| a l'origine donc ¢ o z prend
exactement |H| fois la méme valeur sur un voisinage assez petit (toujours noté U) de P. Notons
que si PP a un groupe d’isotropie trivial ¢ est simplement la coordonnée locale. Par définition
de la topologie induite sur le quotient S/G on vérifie que ¢ peut étre choisi comme parametre
local sur un voisinage de la classe de P dans S/G et que les parameétres locaux se recollent de
maniére holomorphe. On remarque alors que 7 la projection de S dans S/G est une application
holomorphe dont les points singuliers sont les points ayant un groupe d’isotropie non trivial. Au
voisinage d’un tel point P, dans des cartes appropriées la projection s’écrit 7(z) = 21

Nous allons maintenant établir une formule (un cas particulier de la formule de Riemann-
Hurwitz) reliant le genre (ou la caractéristique d’Euler) de S a celui de S/G. Pour cela nous
choisissons une triangulation T, 5 de /S, telle que toutes les valeurs singulieres de 7 soient des
sommets. L’image réciproque de cette triangulation de S/G est bien une triangulation (notée
Ts) de S (grace au fait que les valeurs singulieres sont des sommets). Notons Pi,..., P, les
valeurs singulieres (qui sont donc des points de S/G), Hy,..., H, les groupes d’isotropie des
images réciproques. Le nombre d’aretes de Tg est ag = |G|aS/G, le nombre de faces de Ts est
fs =|G|fsjG, le nombre de sommets Ts est ss = |G|sg/q + >_,;(|G|/|Hi| — |G]). Utilisant alors

la formule (d’Euler) pour la caractéristique d’Euler on obtient

k3

Xs = fs —as + 55 = |G (XS/G -y (- 1/|Hi|))

Si S est une sphere ou un tore (x = 2,0), cette formule réglemente sévérement le nombre de
points fixes et les groupes d’isotropie possibles des sous-groupes finis du groupe des automor-
phismes. Si S est une sphére, S/G doit en étre une, il ne peut y avoir plus de quatre valeurs
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critiques (car 1 — 1/|H;| > 1/2) et nous ne sommes pas loin de la classification des sous-groupes
finis de SO(3), isomorphe & SU(2)/{—1, 1} sous-groupe compact maximal du groupe des auto-
morphismes de la sphére. Si S est un tore S/G est soit un tore (auquel cas GG agit sans points
fixes, il ne contient que des translations) soit une sphére, avec au plus quatre valeurs singuliéres,
que I’on reconnait immédiatement si I’on écrit S comme y? = p4(z) ot le second menbre est un
polynéme de degré 4, GG étant engendré par y — —y, la projection étant la fonction coordonnée
z. Dans le cas du genre plus grand que 1, notre fomule va nous donner une borne sur |G|.

Comme xgs est négatif on cherche & minimiser — (XS/G - >(1= 1/|HZ|)) C’est un exercice
d’algebre élémentaire de vérifier que le minimum est obtenu si S/G est une sphére avec trois
valeurs critiques, d’ordres de branchement respectifs 2, 3 et 7. On a donc

|G| < —42xs

Nous avons donc démontré que les groupes finis d’automorphismes des surfaces de Riemann de
genre ¢ plus grand que 1 avaient un cardinal majoré par 84(¢ — 1). On peut prouver de plus
que le groupe des automorphismes d’une surface de Riemann de genre ¢ plus grand que 1 est
fini (nous I’admettons). Ce théoréeme peut parfois, comme dans ’article 5, prouver qu’on a bien
trouvé tous les automorphismes d’une surface de Riemann. Pour saturer la borne du théoreme
il faut qu’il existe une application holomorphe de la surface dans la sphere avec trois valeurs
critiques et des indices de ramification 2, 3 et 7. Ceci cadre bien avec le recouvrement régulier
(retrouvé dans ’article 5 mais connu de Klein) par des triangles hyperboliques d’angles 7/2,
7/3 et /7 de la quartique de Klein (qui sature la borne).

7.3.2 Les courbes de genre 3 dans CP*

Mentionnons simplement le théoréeme suivant: les automorphismes d’une surface de Riemann
de genre 3 plongée dans CP? (sans point multiple) sont les traces de collinéations (c’est &
dire d’automorphismes de CP?)([17]). Ce théoréme simplifie grandement comme on le voit la
recherche des automorphismes, et replace dans un cadre un peu plus général le phénomene qui
se produit pour la quartique de Klein ([25]). Ainsi, en cherchant les automorphismes d’une
telle surface, on construit automatiquement une représentation de dimension 3 de ce groupe
d’automorphismes, et un polynéme invariant de cette représentation.
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