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Introduction

Quel peut étre le rapport entre les matrices aléatoires et la gravitation ?

C’est & cette question que je vais tenter de répondre dans cette these et en particulier dans le
premier chapitre qui est une longue introduction. J’y rappellerai que les matrices aléatoires sont
trés universelles en physique, elles apparaissent deés que ’on veut décrire un systéme couplant
plusieurs degrés de libertés et que ’on a du désordre ou de I'indéterminisme, elles sont actuellement
trés utilisées pour modéliser le transport dans les systemes mésoscopiques et pour comprendre
le chaos quantique. Mais les matrices aléatoires ont également été développées dans un domaine
plus surprenant, celui sur lequel j’ai travaillé: les surfaces aléatoires. A 1'origine c’est en physique
des particules (en QCD) que 'on a pour la premiere fois remarqué que les matrices pouvaient
décrire des surfaces. Ce lien a ensuite été adapté en sens inverse et a fourni un outil de calcul
trés puissant pour obtenir des résultats exacts concernant les surfaces aléatoires et les théories
des champs bidimensionnelles comme la tres difficile théorie des cordes ou 1’éternel probléme de la
quantification de la gravitation. Le premier chapitre servira & rappeler ou a introduire les concepts
de toutes ces théories. J’ai voulu le rédiger de fagon assez élémentaire et pédagogique pour étre lu
par un non-spécialiste de la théorie des cordes. Je n’y développe donc aucun calcul mais seulement
des arguments simples permettant de comprendre ou sont les points techniques importants et
définissant les variables et les observables que I'on souhaite calculer grace aux matrices aléatoires.

Dans le second chapitre j’expliciterai le lien entre les matrices et les surfaces. Ce lien est de na-
ture mathématique et formelle, il repose sur une technique trés connue en physique des particules et
en théorie des champs: le développement diagrammatique. La aussi j’ai tenté de présenter ce chapitre
d’une fagon aussi élémentaire que possible, j’y énoncerai les régles de Feynman, je développerai un
exemple, et j’introduirai les difficultés cachées dans ce formalisme trop beau et trop simple. A la
fin je montrerai le premier résultat quantitatif que I’on peut déduire de ce formalisme: le théoréme
de factorisation.

Le troisiéme chapitre est un chapitre purement technique, que ’on peut éviter en premiére lec-
ture & condition de ne pas lire les parties les plus calculatoires et les plus techniques. J’y présenterai
les trois principales méthodes de résolution qui ont été développées par les théoriciens des cordes.
Il existe d’autres méthodes que je signalerai mais je n’ai véritablement utilisé que ces trois. Cette
partie bien que technique n’utilise pas de mathématiques trés compliquées (équations du second
degré et un peu d’analyse complexe) et les calculs y sont simplifiés par 'existence de représentations
intuitives comme ’analogie avec un gaz unidimensionnel ou I'interprétation géométrique.

Dans le quatriéme chapitre j'achéverai d’expliquer le lien surfaces-matrices. En effet le second
chapitre ne traite que des surfaces discrétisées alors que 'on s’intéresse surtout & des surfaces
continues ce qui implique d’effectuer certaines limites dans les modéles de matrices. Je montrerai
sur un exemple (utilisant les techniques du chapitre III) Defficacité des modeles de matrices, et
je décrirai le lien avec les théories des cordes. En particulier j'introduirai le chapitre suivant en
montrant que dans les problémes spécifiques & la théorie des cordes et a la gravitation, c’est & dire
des que l'on s’intéresse a la topologie des surfaces, des problémes non triviaux apparaissent.

Le cinquieme chapitre est consacré a I'un des problémes rencontrés dans les modeles de ma-



trices, il s’agit de comprendre si le lien entre matrices et surfaces est seulement formel ou si il a
un sens au dela de la théorie des perturbations qui lui a donné naissance, en pratique il s’agit de
resommer une série divergente. Je présenterai donc le travail que j’ai effectué concernant le critére
de sommabilité de Borel. Ce chapitre est divisé en une partie introductive et une partie calculatoire.
La seconde présente ma contribution au sujet et est assez technique, elle utilise trés fortement le
chapitre III.

Dans le sixieéme chapitre je développerai un modele de matrices particulier, le modele O(n).
Dans une premiere partie introductive je présenterai ce modele ainsi que les motivations qui ont pu
conduire a son étude, puis j'expliquerai les méthodes que j’ai développées pendant ma thése pour
le résoudre. Cette deuxiéme partie sera donc trés technique, je tacherai de reprendre les mémes
notations que dans le chapitre 111 mais d’un point de vue logique, ce chapitre peut étre considéré
comme indépendant. Je prierai le lecteur d’excuser la présentation un peu trop ardue de la fin car
j’y exposerai des résultats récents qui n’ont pas encore complétement aboutit ou qui sont encore en
cours de recherche.

Bonne lecture et bon courage ...
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Chapter 1

Les matrices aléatoires en physique

Les matrices aléatoires ont une longue et fructueuse histoire en physique. Elles se trouvent au
confluent des grands problémes actuels de la physique théorique: la quantification de la gravita-
tion, le désordre le chaos et la turbulence, les effets quantiques cohérents dans la matiére con-
densée, les limites de la physique des particules. On les rencontre dans des domaines aussi variés
que la théorie des cordes, les surfaces aléatoires, la gravitation quantique, le chaos quantique,
les systémes désordonnés, les systémes mésoscopiques, la physique des particules, la turbulence,
les mathématiques... Je vais essayer de donner un apercu de ces domaines, et montrer comment
s’introduisent les matrices aléatoires, et a quelles questions on s’intéresse.

I.1 Les matrices aléatoires en physique statistique

Physique nucléaire

Les matrices aléatoires ont d’abord été introduites en physique nucléaire par Wigner [2] pour
expliquer la répartition complexe des niveaux d’énergie nucléaires des noyaux lourds. En effet on
sonde la structure des noyaux en les bombardant par un faisceau de neutrons et en étudiant comment
le faisceau est diffusé. La mesure de la section efficace de diffusion des neutrons en fonction de leur
énergie présente des pics dus aux résonances des neutrons avec les niveaux d’énergie propre des
noyaux. Le Hamiltonien du noyau d’un atome lourd est extrémement compliqué, méme en faisant
de nombreuses approximations il est impossible de 1’écrire explicitement. On peut tout au plus
espérer calculer son fondamental et les niveaux de basse énergie alors que la diffusion des neutrons
permet d’observer des niveaux de trés grand nombre quantique n ~ 108 qu’il est impossible de
calculer exactement. On ne peut méme pas mesurer la valeur de n. On peut seulement étudier
la répartition statistique de ces niveaux, observer leur distance moyenne, le nombre de niveaux
par intervalle d’énergie (la densité p(E)), les corrélations entre niveaux... La statistique se fait en
moyennant sur des intervalles du spectre.

On observe alors que les niveaux sont trés corrélés, ils n’ont pas du tout une statistique Poissonienne
de niveaux indépendants et ont une loi de répartition trés universelle, c’est a dire qui ne dépend ni
du type de noyau observé ni de la région du spectre.



Wigner dans les années 50 [2] a proposé de modéliser le Hamiltonien d’un systéme complexe
par une matrice de grande taille (N x N), dont les coefficients sont aléatoires, indépendants et
munis d’une loi de probabilité gaussienne. Il a trouvé entre autre la loi de répartition des niveaux
d’énergie. Dans la limite N — oo, le spectre devient quasicontinu sur un intervalle [a, b] et la densité
de niveaux a la forme d’un “demi-cercle”:
a+b b—a

2 + 2

p(E) = sin ¢ ol E= cos @

m(b—a)
C’est la célebre loi de Wigner du “demi-cercle”.

Depuis, les propriétés statistiques des spectres de matrices aléatoires ont été trés étudiées [1, 3, 4, 5]
et l'on dispose de nombreux résultats dans le cas de la loi de probabilité gaussienne (il reste beau-
coup & faire dans le cas général). En fonction de la symétrie du phénomeéne physique que I'on veut
décrire on distingue habituellement trois ensembles de matrices aléatoires:

- Pensemble gaussien orthogonal (GOE). Il s’agit du cas ou le probléme est invariant par renverse-
ment du temps, le hamiltonien est alors une matrice réelle symétrique. On choisit donc une loi
de probabilité invariante par les changements de bases qui conservent cette propriété, c’est a dire
invariante par le groupe orthogonal.

- ensemble gaussien unitaire (GUE). Dans ce cas le hamiltonien est une matrice hermitienne quel-
conque, et le groupe de symétrie est le groupe unitaire.

- ensemble gaussien symplectique (GSE). Ici on considére que le hamiltonien contient des interac-
tions spin-orbite et ’on choisit les éléments de matrices comme des quaternions afin de tenir compte
des degrés de liberté de spin. Le groupe d’invariance associé est le groupe symplectique.

On trouvera une excellente et classique description de ces ensembles dans [4].

Physique mésoscopique

Cette idée de description statistique des niveaux d’énergie se généralise & tous les systémes physiques
qui sont représentés par une matrice, soit trop complexe pour calculer son spectre, soit aléatoire de
facon intrinseque comme c’est le cas pour des systémes désordonnés. Dans les systémes désordonnés
on ne s’intéresse pas aux valeurs propres du Hamiltonien mais I’on veut calculer des coefficients
de transport comme la conductance électrique, la conductance thermique,... Les matrices que 'on
considéere alors sont des matrices de transfert, des matrices de diffusion (matrice S), des matrices de
transmissions [6] dont le caractére aléatoire de ces matrices provient du désordre di & la présence
d’impuretés. La taille N de la matrice est donnée par le nombre de modes de propagation des
électrons et celui ci est quantifié par la section finie du conducteur: N ~ A/I? (A =section du
conducteur, [ =distance interatomique) donc N > 1.

On se ramene alors formellement au probleme général de 1’étude des matrices aléatoires de grande
taille.

Ce domaine est actuellement trés actif avec 1'étude des conducteurs mésoscopiques [7, 8, 13]:
ceux ci sont des particules métalliques de trés petites dimensions (L < 1lum) et & trés basse
température (7' < 1 K) de sorte que des effets d’interférences quantiques y sont observables.

Ces systémes sont trés sensibles au désordre (position et nombre d’impuretés) et la conductance

varie énormément d’un échantillon & 'autre. En revanche la variance de la conductance (calculée



en moyennant sur plusieurs échantillons) est remarquablement universelle. En particulier elle est
beaucoup plus petite que celle que 'on calculerait par le théoréeme de la limite centrale en supposant
que les valeurs propres de la matrice de transmission soient des variables aléatoires indépendantes.
Cette propriété d’universalité est bien expliquée par les théories de matrices aléatoires [9].

Chaos quantique

Un autre domaine d’application des matrices aléatoires est le chaos quantique, c’est & dire I’étude
au niveau quantique d’un systéme dont on sait qu’il est classiquement chaotique. Il existe en effet
des Hamiltoniens trés simples, a un faible nombre de degrés de liberté qui ont un comportement
chaotique, par exemple des problémes & trois corps en interaction non linéaire. Dans un tel systeéme,
les fonctions d’onde quantiques qui habituellement se localisent autour des trajectoires classiques
doivent étre trés délocalisées puisque les trajectoires classiques sont ici ergodiques. Ceci implique
que les fonctions propres de niveaux différents devraient avoir un trés fort recouvrement et suggere
que les énergies propres associées doivent étre trés corrélées, dépendre fortement des conditions aux
limites et des perturbations. On devine donc que les énergies propres vont avoir une répartition
complexe, impossible 4 calculer exactement et que ’on pourra seulement décrire statistiquement
en moyennant sur différentes régions du spectre. On s’attend alors a trouver une loi statistique tres
corrélée, différente d’une loi Poissonienne et le modele le plus simple est de supposer qu’elle provient
d’un hamiltonien aléatoire. Le fait que les niveaux d’énergie obéissent aux lois de Wigner-Dyson
des matrices aléatoires (GOE, GUE ou GSE) est méme considéré comme la signature expérimentale
du chaos quantique [13, 11].

Universalité des modeles de matrices aléatoires

Toute cette théorie des matrices aléatoires repose essentiellement sur une propriété miraculeuse
qui est I'universalité des lois statistiques de Wigner—Dyson. En effet la plupart des systémes
précédents peuvent étre décrits par I'une des trois lois GOE, GUE ou GSE suivant leur symétrie
et indépendamment de leur structure microscopique spécifique. Ceci conduit les physiciens & con-
jecturer qu’il existe une sorte de théoréeme central limite qui conduit tout systeme de matrices
aléatoires de grande taille vers une loi limite gaussienne orthogonale, unitaire ou symplectique.
Mais la démonstration de ce futur théoréme résiste depuis longtemps.
Récemment Brézin et Zee [10] ont proposé une nouvelle approche basée sur les techniques dia-
grammatiques que je présenterai au chapitre suivant. Ils ont ainsi pu démontrer et retrouver ces
propriétés d’universalité pour un ensemble de matrices hermitiennes muni d’une loi de probabilité
non gaussienne de la forme:
—N tr V(M)

P(M)=e
Dans le régime ou la distance entre niveaux d’énergie est petite (~ 1/N) ils retrouvent I'universalité
connue des fonctions de corrélations (elles ne dépendent pas du potentiel V). Cette universalité
peut se comprendre heuristiquement en observant qu’a des niveaux d’énergie proches correspond
une évolution du systeme pendant un temps long, I’ergodicité peut alors mélanger les états de telle
sorte que ceux ci deviennent tres corrélés et oublient les détails microscopiques du modéle.



Brézin et Zee ont également fait remarquer que les fonctions de corrélations des niveaux d’énergies
présentent des propriétés universelles dans le régime opposé, lorsque les niveaux sont tres éloignés
dans le spectre. Pour observer cette universalité il faut d’abord lisser ces fonctions en moyennant
les fluctuations de période 1/N.

Une partie de mes travaux de recherche a porté sur ce domaine. J’ai démontré des conjectures
utilisés par [10] et généralisé leurs observations & d’autres types de lois de probabilité, et & d’autres
fonctions de corrélations. Les résultats n’ont pas encore été publiés mais je joint les projets d’articles
en annexe a ma thése.



I.2 Les matrices aléatoires en QCD

Les matrices aléatoires ne sont pas utilisées seulement en physique statistique, elles intervien-
nent également en théorie des champs. D’ailleurs les techniques du développement diagrammatique
topologique utilisé pour modéliser les surfaces aléatoires de la section suivante ont été introduites
initialement en physique des particules pour la théorie des interactions fortes c’est a dire la Chro-
modynamique Quantique.

Cette théorie stipule que les hadrons ne sont pas des particules élémentaires mais sont constitués
de quarks. Ceux ci posseédent une masse, une charge électrique, une charge de saveur, et aussi une
charge appelée “couleur” qui est un objet de dimension 3. Les quarks interagissent via des champs
de jauge (les gluons), qui sont des matrices 3 X 3 et qui traduisent ’échange des couleurs. Toute la
théorie de la Chromodynamique Quantique est en fait une théorie de jauge qui traduit I'invariance
du modeéle sous l'action du groupe SU(3). De plus il est habituel de simplifier les calculs en se
placant en temps imaginaire (¢ — i3), ceci permet d’identifier formellement une théorie quantique
des champs & un modeéle statistique de champs aléatoires en température 8. La chromodynamique
quantique n’est donc rien d’autre qu'un modeéle de matrices aléatoires, mais ici ce ne sont pas des
matrices de grande taille, ce sont seulement des matrices 3 x 3.

Bien que QCD posséde un formalisme assez simple les calculs y sont tres difficiles et 1’on ne sait
faire que des approximations. La principale approche est basée sur le développement perturbatif
en puissances de la constante de couplage, mais ce développement n’est possible qu’aux petites
échelles de distance (< 1fm) en raison de la propriété de liberté asymptotique qui exprime que
les quarks interagissent faiblement a courte distance. A Pechelle des hadrons (> 1fm) I'interaction
est trés grande et le développement perturbatif n’est plus valide. Par exemple il ne permet pas
de comprendre pourquoi les quarks ne peuvent exister que confinés en paquets dont la charge de
couleur totale est nulle.

Pour tenter d’atteindre le domaine de couplage fort et expliquer le confinement, 't Hooft [14]
a suggéré une autre approche: celle ci consiste a étudier la limite ou le nombre de couleurs n’est
plus N = 3 mais N — oo puis a développer en puissances de 1/N afin d’avoir des prédictions pour
N =3.

Dans cette limite N grand, la QCD se raméne & un modeéle de matrices aléatoires de grandes
tailles. 't Hooft a alors observé que le développement diagrammatique d’un modeéle de matrices est
un développement topologique: la puissance de 1/N associée & chaque diagramme ne dépend que
de la topologie du diagramme. En particulier lorsque N — oo, seuls subsistent les diagrammes de
topologie minimale c’est a dire les diagrammes planaires.

Cette propriété des modeles de matrices a permis de trouver des prédictions non perturbatives
en QCD mais surtout elle a conduit en 85 a la naissance d’'un nouvel outil mathématique pour
attaquer les probléemes de surfaces aléatoires, de gravitation quantique et de théorie des cordes que
je vais décrire par la suite [41, 42]. Actuellement, aprés s’étre penchée sur ces nouveau domaines
la communauté des théoriciens des matrices aléatoires s’intéresse de nouveau a QCD. En effet les
modeles de matrices montrent qu’il existe un lien entre QCD et une théorie de cordes. De nombreux
travaux sont encore menés dans le domaine de la QCD en dimension 2 induite par des modeéles de
matrices [15, 16, 17].



1.3 Les surfaces aléatoires

Dans les années 85 le développement en 1/N des modeles de matrices introduit par 't Hooft en
QCD a donc trouvé un domaine d’application assez surprenant: les surfaces aléatoires ainsi que les
théories des champs qui s’expriment & 1’aide de sommations sur des surfaces c’est a dire la théorie
des cordes et la gravitation quantique bidimensionnelle.

Les surfaces aléatoires des physiciens statisticiens sont des membranes (par exemple les parois
cellulaires), les films minces du type bulles de savon, les interfaces entre deux liquides ou deux phases
et en général tout milieu bidimensionnel qui peut fluctuer [18, 19]. Dans ces systémes le caractére
bidimensionnel n’est pas le seul facteur important: le solvant, '’environnement (accrochage de la
surface par des impuretés) jouent un trés grand role. Les phénomenes auxquels on s’intéresse sont
les changements d’états, le diagramme de phases, les points critiques [20, 21]. Par exemple suivant
la prépondérance des effets de tension superficielle, d’entropie, d’élasticité, ou du roéle du solvant,
les surfaces peuvent exister sous différentes formes: planes, froissées, connexes en forme d’éponge
ou disconnectées en émulsion de bulles... Ces phases sont séparées par des transitions du deuxiéme
ordre, avec des exposants critiques universels [22] qui peuvent se calculer a I’aide des modeéles de
matrices [19].

Le lien entre matrices et surfaces n’est pas évident & priori car le probleme de départ ne con-
tient aucune maftrice, je I’expliquerai dans les chapitres suivants mais ’idée générale se résume a
ceci:

Pour régulariser la mesure de probabilité de ’ensemble des surfaces aléatoires (qui est de dimension
infinie) on commence par considérer des surfaces discrétisées constituées en collant aléatoirement

de petits polygones bords & bords et & la fin on passera a la limite continue ou les polygones sont in-
finiment petits et infiniment nombreux. De telles surfaces polygonales sont des diagrammes formés

de sommets et d’arétes et toute 1’astuce consiste a observer [41] que ces diagrammes sont identiques

a ceux que 'on obtient en développant perturbativement la fonction de partition d’un modéle de
matrices aléatoires.

La relation entre modeéles de matrices et modeéles de surfaces est donc formelle et purement mathématique
mais donne un moyen de faire des calculs trés explicites dans 1’étude des surfaces aléatoires.

En fait les modeles de matrices ne prennent en compte que les effets de la géométrie intrinseque,
ils ne peuvent pas représenter vraiment des surfaces physiques plongées dans un solvant et inter-
agissant avec le milieu extérieur, ils ne sont bien adaptés qu’a des surfaces plus abstraites comme
celles de la théorie des cordes ou de la gravitation quantique.






1.4 La théorie des cordes

La théorie des cordes a été introduite en plusieurs étapes en physique des particules. A 1’origine
sous la forme des modeéles duaux elle était censée donner la théorie des interactions fortes mais a
été abandonnée au profit de QCD, puis elle est réapparue comme le meilleur candidat pour réaliser
l'unification des interactions fondamentales & trés haute énergie (pour un exposé détaillé et complet
sur la théorie des cordes, voir [24, 25]). Cette théorie se formule en termes de surfaces aléatoires
mais dans ce cas il n’y a pas de solvant ni d’impuretés, c’est pourquoi les modeles de matrices
fournissent un excellent outil et ont permis de réaliser de grands progrés. Hélas les modeles de
matrices sont limités, ils ne permettent pas d’étudier les cas physiques ou la surface se trouve dans
I’espace temps de dimension 4.

I.4.1 Les modéles duaux

Dans les années 60 on a commencé a découvrir des particules hadroniques de plus en plus nom-
breuses avec des spins et des masses élevées, il paraissait impossible que ces particules soient toutes
élémentaires et ne connaissant pas les quarks ni la chromodynamique quantique on a du inventer
une théorie mathématique consistante: les modeles duaux.

Pour tenter de relier les sections efficaces de diffusions des réactions entre hadrons, on a proposé de
calculer la matrice S & partir de propriétés fondamentales telles que la causalité, la localité, et des
symétries de dualité:

I’hypothese de dualité exige que 'amplitude de réaction ne dépende pas du canal choisi (s ou t)
(fig.I.1): & Pordre en arbre, 'amplitude de diffusion est dominée par les propagateurs d’états in-
termédiaires virtuels choisis parmi les trés nombreux hadrons connus. En imposant que les sommes
sur les états intermédiaires directs (s) et transverses (¢) soient égales, on déduit des relations qui per-
mettent de comprendre la structure de ces états et de voir que les hadrons ne sont pas élémentaires
[26]. Cette symétrie de dualité qui était motivée au départ par des observations & basse énergie
fournissait un calcul trés explicite de toutes les amplitudes de diffusion, et permettait d’éliminer les
problémes de divergences a haute énergie dont souffraient les modeles antérieurs. Compte tenu des
observations possibles & ’époque et en ’absence d’une autre théorie, cette hypothese semblait assez
raisonnable et a suscité de trés nombreux travaux [26], elle a en particulier donné naissance a la
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Figure I.1: Dualité s<>t: & I’ordre en arbre ’amplitude de diffusion est une somme sur tous les états

intermédiaires hadroniques possibles. La dualité implique que cette somme est la méme pour les
cannaux s et t.
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Figure I.2: Interprétation des théories duales en théories des cordes

théorie des cordes actuelles [27]. En effet la structure des interactions fortes apparaissait bien plus
riche que de simples vertex et propagateurs de hadrons, elle pouvait étre convenablement représentée
par des vertex épaissis en forme de surfaces (fig.I.2). Dans cette interprétation les hadrons sont les
modes propres de vibration d’une corde qui en se déplacant dans ’espace engendre une surface.

QCD et la fin des modéles duaux

Cette vision des interactions fortes s’est effondrée avec la découverte des quarks et de la Chromo-
dynamique Quantique en 74. On sait depuis que les hadrons sont composées de quarks et que le
mécanisme fondamental des interactions fortes est 1’échange de gluons qui sont les bosons vecteurs
de la symétrie de jauge locale non abélienne SU(3). Les modéles duaux étaient incompatibles avec
QCD, par exemple ils prévoyaient un comportement exponentiellement décroissant des amplitudes
de diffusion & haute énergie, alors que QCD indique une décroissance seulement algébrique.

Toutefois, les modéles duaux continuent de jouer un roéle. Ils sont encore utilisés comme ap-
proximation de QCD & basse énergie et on continue de croire qu’il existe un lien entre QCD et une
théorie des cordes [14, 17]. D’autre part les modeles duaux ont donné naissance & la théorie des
cordes actuelle.

1.4.2 Cordes et Théorie Quantique des Champs

Apres larrivée de QCD la théorie des cordes n’est pas morte, elle est réapparue dans un autre
contexte, celui de la théorie quantique des champs. En effet les modes de vibrations de la corde
n’avaient pas les bonnes propriétés pour représenter les hadrons, mais 'on s’est rendu compte
qu’ils pouvaient décrire les particules les plus fondamentales réalisant ainsi 1’unification de toutes
les interactions y compris la gravitation [28].

Probléme des particules ponctuelles

La théorie des champs souffre d’un grave probléme: les divergences ultraviolettes. Quelle que soit
la facon de mener des calculs en TQC, on retrouve toujours des intégrales divergentes en raison
du comportement singulier & petite distance. Ceci est di au fait que l'on exige que les interactions
soient locales (il ne peut pas y avoir d’action & distance) et que les particules élémentaires soient
ponctuelles. Typiquement, la localité induit des interactions en 1/r entre particules et I'interaction
de deux particules ponctuelles diverge lorsqu’elles sont en contact. La premiére de ces exigences,
la localité, parait trés raisonnable, elle traduit la causalité mais la seconde celle des particules
ponctuelles, n’est justifiée que par notre ignorance de leurs tailles réelles.



Figure 1.3: Une corde se propageant au cours du temps engendre une surface

En fait, le seul moyen d’effectuer des calculs en TQC est de violer cette derniére hypothése: on
impose un cut-off arbitraire e c’est 4 dire une distance minimale au dessous de laquelle on ne
peut pas aller, en d’autre termes une taille minimale des particules ou une distance minimale
entre particules. On étudie alors les propriétés de la TQC & des distances tres supérieures & e.
Dans les théories renormalisables, les mesures a grande échelle ne dépendent pas de la physique
aux petites échelles et I’on peut faire des prédictions indépendantes du cut-off grace au groupe de
renormalisation [64, 15]. Cette méthode est assez efficace, elle permet d’ignorer ce qui se passe aux
trés petites échelles (< ¢€) et elle a donné des résultats remarquables mais elle laisse une question
sans réponse: quel est le mécanisme fondamental de 'interaction au niveau microscopique, que sont
les particules élémentaires ?

On s’attend, pour des raisons de symétries et d’esthétisme essentiellement, & ce que cette

physique des petites échelles soit plus fondamentale, plus symétrique et que les interactions y
soient unifiées. Les théories de Grande Unification prédisent que I’échelle d’unification entre les
interactions faibles et fortes doit étre de ’ordre de € ~ 1072?cm qui n’est pas si éloignée de 1’échelle
de Planck 10~32¢m. Autrement dit la théorie microscopique doit aussi tenir compte des effets grav-
itationnels quantiques.
Une solution au probleme des divergences UV, peut étre de supposer qu’a cette échelle, en rai-
son d’effets gravitationnels quantiques, 1’espace-temps n’est plus Euclidien mais est par exemple
discrétisé ou alors non commutatif, autrement dit qu’il a un caractére quantique et qu’il existe des
distances minimales entre les points. Toute un branche trés active de la physique théorique et des
mathématique est consacrée a 1’étude de ces géométries non commutatives, mais je n’en parlerai
pas ici. Sil’on ne s’occupe pas de la gravitation, le moyen de résoudre les problemes de divergences
ultraviolettes est simplement d’éliminer les particules ponctuelles.

Particules étendues

Les particules doivent donc étre des objets étendus de dimension > 0. L’idée la plus simple est
évidemment de considérer des particules de dimension 1, c’est a dire des cordes. Au cours du
temps, une corde en se déplacant engendre une surface dans l’espace-temps, d’ou le lien avec les
théories de surfaces aléatoires (fig.1.3) .

Une corde est caractérisée par ses coordonnées:

X;(oyt)  i={1,2,3} o €[0,2n]
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o est 'abscisse curviligne le long de la corde, que I'on suppose fermée : X; (2w, t) = X;(0,¢). En effet,
ce doit étre une boucle de petit rayon €, pour que dans la limite macroscopique elle ait 1’air d’une
particule ponctuelle. On peut également écrire les coordonnées d’ une fagon covariante relativiste:

X, (o) p=1{0,1,2,3} X’=ct

ou cette fois on a choisi une paramétrisation quelconque (o, 7) de la surface engendrée par la corde
dans ’espace temps de dimension 4. Par exemple 7 peut étre pris comme le temps propre d’un point
de la corde. Une condition pour que la théorie soit covariante est que les équations du mouvement
et les quantités observables ne dépendent pas de la paramétrisation choisie mais seulement des
propriétés intrinseques de la surface.

Pour construire une théorie quantique des cordes, il faut se donner ’action S de chaque mou-
vement possible de la corde. L’amplitude de probabilité pour que la corde passe d’un état initial

~is/h,

de tous les mouvements possibles de la corde entre ces deux états, c’est a dire toutes les surfaces

Xi(o,t0) & un état final X;(o,¢1) est obtenue en sommant les amplitudes de probabilité (e

possibles de bords fixés.

Z= Y o S/h (1.1)

surfaces

Ceci montre qu’en théorie des cordes on a besoin de calculer des sommations sur un ensemble de
surfaces. La plus grande partie du travail va consister & définir la mesure de sommation, qui n’est
pas simplement D[X (o, 7)]. Dans un premier temps, voyons quelle est action S du mouvement
d’une corde.

Action de Nambu—Goto

Considérons d’abord le cas d’une particule libre ponctuelle. Son mouvement classique (d’action
minimale) est une ligne droite, c’est & dire un mouvement rectiligne uniforme et son action relativiste
est donnée par la longueur de sa trajectoire (mesurée avec la métrique Minkowskienne de I’espace-
temps G, de signature (+ — ——

)):
t V2 ™ [axe  dxv
_ 2 _ 2 —
So[X] = —mc /to dt 1—0—2——mc /TO dr ——mc/dT ?GW?

Par analogie, on peut supposer que I’action d’une corde libre est donnée par I’aire de sa trajec-
toire dans I’espace-temps, le mouvement classique correspond alors a une surface d’aire minimale.
L’action introduite par y. Nambu et T. Goto [30] est ainsi:

S1[X] = —,uc//dad’r\/Tetg

ou u est la masse linéique de la corde m = 2weu et g, est la métrique bidimensionnelle induite sur
la surface (« et S désignent les directions o ou 7):

Gap = G'u,j BaX“ 65X”

11
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Figure 1.4: Interaction d’une corde

On peut immédiatement faire plusieurs remarques concernant les différences entre la théorie
des cordes et la TQC des particules ponctuelles: méme une théorie des cordes libre contient des
interactions, le nombre de particules n’est pas fixé. On peut partir d’un état initial & une particule
et arriver & un état final & deux particules (fig.1.4).

D’autre part, comme on a imposé que les cordes soient des boucles, les coordonnées X* sont
27 périodique en ¢ ce qui entraine une quantification des modes de la corde, caractérisée par un
nombre quantique. On peut alors utiliser ce nombre quantique pour distinguer plusieurs sortes
de particules. La théorie des cordes peut donc contenir en un seul et méme concept toutes les
particules élémentaires électrons, quarks, photons, gluons, ... les différentes sortes de particules
étant seulement les différents modes de vibrations transverses de la corde.

Cette théorie des cordes était au départ trés alléchante puisqu’elle permettait d’unifier les
interactions d’une fagon unique et universelle, il était méme possible d’y inclure la gravitation car
on observait dans le spectre des vibrations un mode de spin 2 et de masse nulle qui pourrait étre
le graviton.

En fait elle s’est révélée beaucoup moins universelle qu’elle n’en avait ’air. En effet la quantification
d’une telle théorie ne se fait pas sans mal, et surtout pas en n’importe quelle dimension. On va, voir
la raison de cette obstruction & partir d’'une autre formulation de la théorie des cordes.

Action de Polyakov

L’action de Nambu—Goto est tres difficile & manier car elle contient une racine carrée, c’est ce qui a
conduit Polyakov & introduire une autre action pour les cordes [31]. Celle ci donne la méme limite
classique, posséde les mémes propriétés de symétrie (invariance par changement des coordonnées
de la surface) mais a I'avantage d’étre quadratique dans les coordonnées X*. L’idée de Polyakov
était de faire varier non seulement les coordonnées X*, mais aussi la métrique bidimensionnelle de
la surface gqg:

1
Sp[X, g] = —pc / / do dr /= detg 5 (Guuwg™ 0. X 05X")

Cette action est compatible dans la limite classique avec celle de Nambu—Goto. En effet, si I'on
extrémise Sp par rapport & gog (0Sp/0gap = 0) on montre que g,p est bien la métrique induite &
une transformation conforme pres:

Gap = cte Gy 0o X0 X"

La constante de proportionnalité dépend du point (o, 7) de la surface et reste indéterminée & cause
d’une symétrie supplémentaire de cette action: I’invariance de Weyl.
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Invariance de Weyl et anomalie conforme

Sp est invariante par la symétrie locale gog — €%gag-

Cette symétrie de Weyl ou symétrie conforme est accidentelle, elle ne découle pas d’un principe
fondamental et est spécifique au cas des métriques bidimensionnelles. C’est une symétrie de I'action
donc une symétrie classique, et elle est brisée par la quantification c’est a dire qu’elle posséde une
anomalie.

Celle ci vient du fait que lorsque I'on somme sur toutes les surfaces (I.1) la mesure de sommation
ne possede pas cette symétrie. Or cette symétrie est indispensable pour 'unitarité de la théorie.
En effet, & cause de la métrique Minkowskienne on s’attends & voir apparaitre des états vectoriels
dont les fonctions d’ondes sont normalisées de fagon covariante par < v,|¢, >= G, qui peut
étre négatif, or seuls les états de normes positives peuvent avoir une interprétation en termes de
particules. Il faut donc que I'opérateur d’évolution ne puisse pas relier des états de norme positive
a des états de norme négative, il doit étre diagonal par blocs, autrement dit il doit avoir une
certaine symétrie. On comprend ainsi pourquoi il faut un maximum de symétries, et en particulier
la symétrie de Weyl.

Dans certaines conditions, la symétrie de Weyl peut étre rétablie au niveau quantique. En effet,
la, mesure de sommation sur toutes les métriques g,g possibles de la surface donne une anomalie,
mais la mesure de sommation sur toutes les coordonnées X# donne la méme anomalie & un facteur
—1/26 pres, et ceci pour chaque coordonnée y. Dans un espace temps de dimension D, anomalie
est donc multipliée par un facteur (1 — D/26) qui s’annule en dimension 26. La théorie des cordes
ne peut exister que dans un espace-temps de dimension 26 !

Cela fait 22 dimensions de trop par rapport & ce que nous pouvons observer, c’est le principal
échec de la théorie des cordes. De nombreuses tentatives ont été menées pour tenter de réduire
cette dimension critique, par exemple Ramond Neveu Schwartz [29] ont eu l'idée d’introduire des
coordonnées X*# fermioniques, et une symétrie supplémentaire, la Supersymétrie, ils sont ainsi
arrivés & D = 10. Il reste encore 6 dimensions de trop. Ensuite, on a eu l'idée de “compactifier” ces
6 dimensions non physiques, c’est a dire que chacune des 6 dimensions supplémentaires ne prend
pas ses valeurs dans R tout entier, mais dans un cercle de petit diametre. Si ce diameétre est assez
petit, il n’est pas observable & notre échelle, et tout se passe comme si I’on n’avait que 4 dimensions.
A la place de cercles on peut prendre n’importe quelle variété compacte de dimension 6, rajouter
des fermions, et inventer autant de théories des cordes qu’on le souhaite.

La théorie des cordes a donc perdu toute son universalité et en ’absence d’expérimentation,
il est difficile de trancher en faveur d’une théorie plutét qu’une autre. De plus toute observation
expérimentale de la physique & I’échelle des cordes (107! fm) semble irréalisable, il faudrait constru-

017

ire des accélérateurs atteignant une énergie de 'ordre de 10" Gev alors que I’on atteint péniblement

2.10% Gev dans les accélérateurs actuels.

Cordes et matrices

Les théoriciens des cordes ont bien siir continué de chercher des restrictions mathématiques pour
isoler une théorie plus naturelle que les autres, mais les calculs sont tres difficiles. En 1985, inspirée
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par le développement diagrammatique de QCD avec un grand nombre de couleurs [14, 51] a in-
spiré une nouvelle approche pour les problemes de sommation sur les surfaces, le développement
diagrammatique des modeles de matrices aléatoires [41, 42] que je traiterai en détails & partir du
chapitre suivant.

Les modeles de matrices fournissent une régularisation de la somme sur les surfaces, et celle ci est
suffisament simple et maniable pour que ’on puisse effectuer des calculs exacts et analytiques. Cet
outil mathématique puissant a permis de mieux comprendre comment intégrer sur les surfaces et a

donné lieu & de grands progrés en théorie des cordes non critiques (D # D,...:), mais les modeéles

crit
de matrices présentent un inconvénient majeur, comme on le verra ils sont limités & D < 1. On ne
sait pas faire grand chose pour D > 1, on ne sait méme pas quelle est la nature de la singularité
D=1.

Malgré cet obstacle, la théorie des cordes n’est pas abandonnée, elle est le seul candidat sérieux
pour comprendre la physique & petite échelle, 'unification des interactions fondamentales, la grav-
itation quantique, et I’on pense qu’elle doit avoir des liens avec QCD. De plus il est tres instructif
sur le plan mathématique de posséder une théorie achevée de la sommation des surfaces. Il est
bien siir impossible de construire un accélérateur assez puissant pour observer la matiere & ’échelle
des cordes, mais l'on peut espérer confirmer ou infirmer certaines théories par des observations
indirectes. Par exemple la théorie des cordes peut permettre (ce n’est pas encore fait) de calculer
les masses des particules, les angles de Cabibo, et d’autres quantités observées expérimentalement,
et dont I'origine ne peut se trouver que dans 'unification des 4 forces fondamentales, y compris la
gravitation.
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1.5 La gravitation quantique

La gravitation quantique et la Théorie des cordes présentent beaucoup de similitudes, en effet la
théorie des cordes peut contenir la gravitation et elles possedent toutes deux le méme formalisme en
terme de sommation sur des surfaces. Cependant leurs objectifs ne sont pas tout & fait identiques.

Le but de la Théorie des cordes est de réaliser I'unification des interactions fondamentales et

de comprendre la nature des particules élémentaires a tres petite échelle. A priori on ne s’intéresse
qu’aux interactions nucléaire forte, faible et électromagnétique, la gravitation n’y est pas incluse
au départ mais elle y apparait d’elle méme, presque par hasard.
Inversement on peut se poser la question de vouloir décrire la gravitation comme une théorie
quantique de champs sans se préoccuper des autres interactions. La gravitation est la force la plus
facilement observable & grande échelle (astronomique), elle a été la premiére connue, elle est a
Porigine des lois de Newton de la mécanique classique, elle est aussi au centre de la théorie de la
relativité générale d’Einstein, mais comment se comporte la gravitation & petite échelle 7

La matiere aux petites échelles obéit aux lois de la mécanique quantique, elle a un comporte-
ment aléatoire traduit par le principe d’incertitude: il ne peut pas exister de phénomeéne déterministe
a ces échelles, donc la gravitation doit aussi étre quantifiée. Cette idée s’est imposée des 'apparition
des premieres théories quantiques des champs mais sa mise en ceuvre s’est révélée trés difficile au
point que la théorie de la gravitation quantique reste encore & inventer.

En effet les techniques qui ont permis de quantifier 'électromagnétisme et les autres forces
fondamentales ne peuvent pas s’appliquer pour la gravitation, celle ci est non-renormalisable. De
plus on ne peut pas s’aider de résultats expérimentaux ou d’intuition tant les échelles qui entrent
en jeu sont inaccessibles & 'homme. A 1’échelle atomique la force de gravitation est 10722 fois plus
faible que la force électrique (dans un atome d’hydrogene) et de fagon générale dans les noyaux,
dans les nucléons, la force gravitationnelle est toujours tres faible devant les autres. On s’attend
cependant a ce qu’a des échelles vraiment tres petites elle joue un role important. En effet elle est
toujours attractive et elle tend & réduire la taille de toute particule massive, elle doit entrer en
conflit avec le principe d’incertitude qui impose qu’'une particule ne peut pas étre localisée.

L’échelle de Planck

Le calcul de la masse de Planck est assez instructif, il indique a quelle échelle le principe d’incertitude,
la relativité et la gravitation classique entrent en conflit donc & quelle échelle la gravitation quan-
tique se manifeste.

Tout d’abord il est impossible de localiser une particule de masse m & mieux que sa longueur d’onde

de Compton:
h

= —
me

En effet si 'on tente de localiser une particule & mieux que [/, & cause du principe d’incertitude

AzAp > | son impulsion sera supérieure & mc et son énergie supérieure & 2mc?. Dans ce cas il peut

se former une paire particule-antiparticule qui va délocaliser la particule initiale.

La gravitation quant & elle tend & localiser les particules. La vitesse de libération nécessaire pour
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s’échapper d’une particule sphérique de rayon r est donnée par

1, Gm

ki

ol G = 6.67107! S.I. est la constante gravitationnelle. Lorsque cette vitesse devient supérieure 3
celle de la lumiére (Gm/r > ¢%/2), la particule ne peut plus échanger d’information avec I’extérieur.
Cette condition définit un rayon gravitationnel de la particule ou rayon du trou noir r = Gm/c?
(un calcul relativiste change le résultat par un facteur 2). Sa signification est qu’une particule de
masse m concentrée dans un rayon inférieur & r = Gm/c? ne peut que s’effondrer sur elle méme,
elle ne peut qu’étre localisée.

En égalant r et [ on trouve une masse appelée masse de Planck:

hc
My =\lG
elle est d’ordre 10'? Gev et correspond & une longueur de Planck r» = | = 1073*m. C’est la distance
a laquelle le principe d’incertitude entre en conflit avec la relativité générale, c’est la distance
au dessous de laquelle les lois de la physique actuelle ne sont plus valables. Cette distance est
extrémement faible, actuellement on sait réaliser des observations jusqu’ & une fraction de la taille
des nucléons, c’est & dire 1071%m, ou en échelle d’énergie quelque centaines de Gev, il reste donc
plus de 15 ordres de grandeurs a franchir, ce ne sera pas fait demain.

La gravitation quantique

Méme si I'on ne peut pas faire d’expérimentation, la compréhension de la gravitation quantique
reste un probléme tres important sur le plan théorique et méme philosophique, c’est la clé du “big—
bang” et de l'origine de 'univers.

On a donc tenté de quantifier la gravitation par les mémes méthodes que celles qui ont donné
I’électrodynamique quantique puis la théorie des interactions faibles et fortes. La méthode la plus
simple semble étre celle de Feynman des intégrales de chemins: I'amplitude de probabilité d’aller
d’un état initial & un état final est la somme des amplitudes de probabilité de toutes les évolutions
possibles entre les deux états. Il faut donc identifier les états possibles d’'un champ gravitationnel
et ’amplitude de probabilité d’un tel champ donnée par son action S.

La nature du champ gravitationnel a été identifiée par Eistein: elle est purement géométrique. Selon
le principe d’équivalence la force de gravitation n’est rien d’autre qu'une force d’inertie. L’univers
n’est en effet pas R*, mais un espace courbe. Dans un tel espace, un objet soumis & aucune force
(en fait en chute libre) ne suit pas une trajectoire rectiligne uniforme, ce qui n’a pas de sens dans un
espace courbe, mais une géodésique. La déviation entre cette trajectoire géodésique et une droite
est ressentie comme une force de gravitation. Le champ gravitationnel est donc ’expression de la
courbure de I’espace-temps, c’est la métrique g, .

En fait, pour spécifier un champ gravitationnel, il ne suffit pas de préciser la métrique, il faut
aussi décrire tout 1’espace temps: il faut se donner une variété £ de dimension 4, un systéme de
coordonnées z¢ sur cette variété, et une métrique Lorentzienne g,g5. Ceci est dii au fait que la
variété n’a pas toujours la topologie de R* muni de ses coordonnées canoniques.
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L’action du champ gravitationnel a aussi été donnée par Einstein, c’est 1la courbure totale de ’espace

d*X /- det g,
167G /g ot Gy B

R étant la courbure scalaire de la métrique g,

temps:

Pour calculer 'amplitude de probabilité de passer d’un état du champ gravitationnel & un instant
.. , . —iS/h .y . . .

initial vers un état final, il faut sommer e pour toutes les variétés de dimension 4 lorentziennes,
avec toutes les métriques possibles, et vérifiant les conditions aux limites des états initiaux et finaux:

z=3% o HSER (1.2)
£

Afin de réaliser cette somme, il faudrait commencer par identifier et classer toutes ces variétés.
Pour connaitre toutes les variétés possibles, on peut partir d’'une variété donnée et la déformer
continument. Hélas ceci ne suffit pas, on ne peut pas obtenir toutes les variétés de cette facon, de
méme que 'on ne peut pas déformer continuement une sphére en un tore. Il faut aussi sommer sur
toutes les topologies, c’est & dire les classes d’équivalence modulo les déformations continues. On
sait a peu prés sommer sur toutes les variétés d’une topologie donnée, mais 1’on ne sait absolument
pas sommer sur toutes les topologies deés que 1’on est en dimension d > 2.

Pour tenter de comprendre I'importance de la topologie dans cette sommation, on peut étudier
un modele plus simple que la gravitation quantique: la Gravitation Quantique Bidimensionnelle.

1.5.1 La Gravitation Quantique Bidimensionnelle

On suppose que Iespace temps est de dimension 2, dans ce cas on connait toutes les topologies, et
en plus l'action d’Einstein & deux dimensions est invariante par les déformations continues, elle ne
dépend que de la topologie. On peut ainsi se concentrer entierement sur l'effet de la topologie. On
verra par la suite que la topologie joue un réle essentiel, ce sont les variétés de grande topologie qui
contribuent le plus dans la somme.

Résumons la situation: la quantification de la gravitation en 4 dimensions est un probléme
important mais trop difficile, on passe donc & 2 dimensions. On s’est bien str éloigné du probleme
de départ, il se pourrait que le cas de d = 2 ne ressemble absolument pas & d = 4 car la dimension
2 possede de nombreuses propriétés exceptionnelles. On a cependant d’autres motivations pour
passer en deux dimension: c’est aussi la théorie des cordes, la théorie des surfaces et puis ’on peut
se ramener aux modeles de matrices qui autorisent des calculs exacts.

On va faire une autre simplification en plus du passage en dimension 2, on passe en Euclidien
c’est & dire en temps imaginaire ¢ — it. Ceci a pour effet de rendre la métrique Euclidienne de
signature (++) et de rendre réelles les amplitudes de probabilité.

On posera également h =1, ¢ = 1.
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Action d’Einstein en dimension 2

Récapitulons le modele: on voudrait calculer la somme

Z = Z e_S avec S://de\/detg(A—l—GR)

surfaces

ou chaque surface est donnée par: sa topologie, un systéme de coordonnées % et une métrique gog.
R est la courbure scalaire de la métrique, / det gdz? est 1’élément d’aire, A est la constante
cosmologique, G la constante gravitationnelle (G = 6.67 10 11S.1.).

La constante cosmologique n’existait pas au départ dans l’'action d’Einstein. En fait, dans 'univers
actuel A semble étre nulle ou du moins A < 10779S.I. . 11 faut cependant l'inclure dans la théorie
quantique car la constante cosmologique nue a I’échelle microscopique n’est pas nécessairement
nulle, elle va apparaitre naturellement comme contre-terme lors de la renormalisation.

On peut réecrire I’action S en observant que:

//dac2 v det g = aire

c’est a dire que la constante cosmologique est couplée a la taille (1’aire en dimension 2) de 'univers,
elle mesure la densité d’énergie du vide.
L’autre terme, celui d’Einstein est la courbure totale:

/ / dz? \/ det g R = 4wy = courbure totale

x est la caractéristique d’Euler Poincaré de la surface, et a la propriété d’étre un invariant topologique.
La topologie d’une surface est donnée par son genre h, c’est & dire le nombre de trous. Par exemple
une sphere n’a pas de trous h = 0, un tore posséde un trou h = 1... Le théoreme d’Euler établit
que:

x=2-—2h

Finalement ’action d’Einstein en dimension 2 se réduit a

S = A aire + 47Gx

Gravitation en présence de matiére

Jusqu’ici on a discuté de la gravitation seule. On peut également considérer le couplage entre
gravitation et matiere. Par exemple I'action de Klein—Gordon pour un champ scalaire libre sans
masse X est:

Smat = /d:v2 V det g g*? 9, X 95X

Si on considére D champs scalaires sans masse X;(x) avec ¢ = 1...D, l'action de 1’ensemble
(gravitation + matiére) s’écrit:

D
S =4nG x + Aaire + /dav2 V/ detg Zgaﬂ 00X 05X

=1
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Les amplitudes de probabilité quantiques, sont alors données par une intégrale fonctionnelle ol I’'on
intégre a la fois sur le champ gravitationnel et sur les champs de matiéres:

zZ= 3 /D(Xi)e_

surfaces

On reconnait I'action de Polyakov de la théorie des cordes avec en plus un terme topologique 47Gy
et un terme de constante cosmologique qui brise I'invariance de Weyl.

1.5.2 Lien avec la théorie des cordes

On comprend qu’il doit exister un formalisme commun qui permet de traiter aussi bien le cas de la
gravitation quantique bidimensionnelle que la théorie des cordes. Dans les deux cas on doit calculer
une somme sur un ensemble de surfaces:

- pour la théorie des cordes la surface est la trajectoire dans 'espace-temps d’une particule dont
les coordonnées sont les D champs X;(z).

- pour la gravitation bidimensionnelle la surface est ’espace temps et les X; sont des champs de
matiére sur cette surface.

Les deux points de vue sont duaux 1'un de ’autre. Remarquons, que ’on peut considérer d’autres
types de champs de matiére: par exemple des fermions ou de la matiére discréte ( des champs qui
ne peuvent prendre qu'un nombre fini de valeurs) comme le modéle d’Ising. En termes de théorie
des cordes, cela signifie que la corde se déplace dans un espace qui n’est pas RP mais par exemple
un espace discret ou un espace Grassmannien.

On avait déja vu que pour rétablir 'invariance de Weyl au niveau quantique, il était nécessaire de
considérer que la corde se déplacait dans un espace-temps assez exotique. La seule condition était
que seules 4 des dimensions soient réelles et correspondent au 4 dimensions physiques observables, et
que les autres soient compactifiées dans un petit espace de taille €, et annulent I’anomalie conforme.
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1.6 Théories conformes

En théorie des cordes comme en gravitation quantique bidimensionnelle, on doit calculer une somme
sur des surfaces et sur des champs de matiere X, (1 =1...D):

z= Y [ DlglDix,e (L3)

topologies

avec l'action:

S= // da® /dotg [A+ GR+ g™ 9,X,, 05X"]

Celle ci est invariante par tous les changements de coordonnées de la surface et possede en plus la
symétrie de Weyl (excepté le terme de constante cosmologique):
()
Gap — € Gap

Comme on 'a déja évoqué avec la théorie des cordes, les mesures de sommations D[g,g] et D[X,]
brisent la symétrie de Weyl ce qui conduit & une anomalie.

Pour calculer Z on peut utiliser I'invariance par changement de coordonnées. On choisit des
coordonnées particulieres ou la métrique est proportionnelle & I'identité (autrement dit on fixe la
jauge, on choisit la jauge conforme):

9op = e<P(£E) Oap - (1.4)

Il reste ensuite a intégrer sur le champ de Liouville ¢(z). L’action S ne dépend pas de ¢ (excepté
par le terme de constante cosmologique) et toute la dépendance en ¢ est contenue dans la mesure.

Afin de bien cerner le mécanisme de brisure de la symétrie de Weyl, il est utile de connaitre
précisément le groupe des transformations conformes (celles qui conservent la forme (I.4) de la
métrique) et ses représentations. Les théories des champs invariantes conformes constituent une
branche trés importante de la physique statistique, elles ont été développées pour 1’étude des
phénomenes critiques bidimensionnels car au voisinage d’une transition de phase du second or-
dre, les fluctuations sont invariantes d’échelle et possédent la symétrie conforme [35, 36, 37]. On
va voir que le calcul de I'intégrale (I1.3) est caractérisé par un nombre appelé charge centrale qui
classe les représentations du groupe conforme [39]. En particulier certaines théories des cordes dont
la charge centrale est celle d’un des modeéles dits minimaux peuvent étre entiérement résolues [38].

1.6.1 Anomalie conforme et charge centrale

Chaque champ de matiere X, qu’il soit bosonique, fermionique, discret ou prenne ses valeurs dans
n’importe quel espace, contribue de la méme fagon a ’anomalie conforme, avec un facteur dépendant
de la dimension du champ. Cette observation permet de mesurer I’anomalie en unité de ’anomalie
d’un champ scalaire, c’est ce que I'on appelle la charge centrale: elle vaut par définition ¢ = 1 pour
un champ scalaire bosonique, on trouve qu’elle vaut ¢ = 1/2 pour un champ fermionique et prend

20



des valeurs rationnelles voire réelles pour des champs plus exotiques. Dans la formulation initiale
de la théorie des cordes, les champs scalaires X* représentaient les coordonnées de la surface dans
I’espace-temps de dimension D, et I’on avait ¢ = D, c’est pourquoi la charge centrale de ’ensemble
des champs de matiere (pas nécessairement scalaires) est aussi appelée dimension de ’espace de
plongement (on pourra donc considérer des espaces de dimensions non entiéres).

Théorie des cordes et dimension critique

Pour pouvoir interpréter les cordes comme des particules il faut annuler ’'anomalie conforme, ce
qui implique que que la charge centrale totale de ’ensemble des champs en présence soit nulle, sans
oublier le champ gravitationnel.

Le champ gravitationnel g,3 est un champ de jauge (pour le groupe des reparamétrisations de
la surface) et 'on peut fixer la jauge en introduisant des fantémes de Faddeev Popov. Ceux ci
sont des fermions mais avec une statistique bosonique, c’est pourquoi ils vont contribuer avec un
signe négatif et I’'on peut montrer que leur charge centrale totale vaut —26. La charge centrale de
I’ensemble matiére + champ gravitationnel est donc:

c=D—26

Ce qui signifie que la théorie des cordes ne peut étre formulée qu’en dimension D ..t = 26.

Dans le cas ou 'on rajoute des fermions, on peut imposer une symétrie suplémentaire: la super-
symétrie entre bosons et fermions (il faut autant de fermions que de bosons). On peut également
fixer la jauge vis & vis de cette symétrie, ce qui introduit d’autres fantémes de Faddeev Popov, dont
la charge centrale est ¢ = +11. La dimension critique D est alors telle que:

1
D—I—§D—26—I—11:O

C’est & dire D ¢ = 10.

cri

En pratique les théoriciens des cordes préférent les supercordes car 10 est plus proche de la
dimension physique D = 4 que 26 mais les modeles de matrices sont plus faciles & manipuler dans
le cas bosonique, c’est & dire sans supersymétrie. C’est dorénavant dans cette hypothése que je me
situerai. Par ailleurs, les modeles de matrices ne permettent de traiter que les cas ou la charge
centrale de la matiere est inférieure ou égale a 1, ce qui signifie que je considererai seulement &
partir d’ici les cordes “non critiques”, c’est & dire D # D -

1.6.2 Théories conformes

Transformations conformes

L’action de la théorie des cordes est invariante par les changements de coordonnées conformes, c’est
a dire ceux qui changent la métrique par un facteur scalaire. En dimension 2 les transformations

conformes sont les fonctions analytiques de la variable complexe z = x1 + ixo:

z— z(1+€f(z)) avec f analytique: f(z) = Z fn2" (I.5)
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Les générateurs du groupe conforme sont donc les I, = 2"} %. Ils forment une algebre de Lie avec
les relations de commutations:

[lna lm] = (m - n)ln—f-m (16)

ly est Vopérateur des dilatations, [_; celui des translations et [; celui des transformations projec-
tives spéciales z — 1/(z — zp). Ces trois opérateurs forment la sous algébre des transformations
homographiques z — (az + b)/(cz + d), isomorphe a SU(2).

Lorsque I'on considére une théorie des cordes invariante conforme c’est a dire sans anomalie,

la fonction de partition Z doit étre invariante par les opérateurs [,,:

InZ =0

Algebre de Virasoro

En fait comme la mesure d’intégration de (I.3) n’est pas invariante conforme, il faut fixer une
convention pour indiquer si 'on applique 'opérateur [,, avant ou aprés I'intégration. Ce phénomeéne
est habituel en théorie quantique des champs et ’on choisit en général une convention d’ordre normal
pour écrire un produit d’opérateurs qui ne commutent pas. On définit donc des opérateurs L,, =: [, :
qui n’agissent que sur I'action S & 'intérieur de 'intégrale (I1.3). Il faut pour cela ajouter aux [, des
termes qui en agissant sur S produisent le jacobien du changement de variable (I.5) , ces termes
supplémentaires sont proportionnels & la charge centrale ¢ puisqu’ils traduisent I’anomalie conforme
de la mesure d’intégration. Lorsque 1’on effectue plusieurs changement de variables successifs, il faut
aussi effectuer le changement de variable sur le jacobien, ceci traduit le fait que : [0y, 1 1y 12 1y, :.
Tout ceci modifie les relations de commutations naives (I.6) et donne une algébre de Virasoro:

= (n3 - n)6m+n Id (1.7)

[Lna Lm] = (m - n)Lm+n + 12

On a simplement ajouté & 1’algebre classique (I.6) un opérateur proportionnel & I'identité qui com-
mute avec tous les L,, c’est ce que I'on appelle une extension centrale, d’ou le nom de charge
centrale.

Les relations de commutations (I.7) ont pour conséquence qu’aucune observable A ne peut plus
étre invariante simultanément sous l’action des L,, et L_,,, on peut tout au plus imposer L,,.A =0
pour n > 0.

Représentations de ’algébre de Virasoro

Pour construire une représentation de cette algebre, la méthode habituelle consiste & étudier ’espace
engendré & partir d’un état |0 > par tous les L_,, L_p, ... L_,, |0 >. On peut partir en particulier
d’un état primaire |0 > de dimension h, c’est & dire vecteur propre de 'opérateur de dilatation:

Lo|0 >= h|0 > et L,0>=0  pourn >0
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En général les |ni,ng,...,ng >= L_p L p,...L_p, |0 > forment une base et engendrent une
représentation irréductible de dimension infinie de I’algébre de Virasoro.

Mais pour certaines valeurs particulieres de h, ces vecteurs ne sont pas tous indépendants et forment
une représentation réductible. Par exemple si 'on suppose qu’une combinaison linéaire du type
(L2, + cte L_5)|0 > s’annule, les relations de commutations impliquent que

1
h=1o (4+1—c:i: (c—25)(c—1))
De fagon générale on peut démontrer [39] que les dimensions des champs primaires qui engendrent

des représentations réductibles sont de la forme

1
s = T (12(r —8)2 4+ (1 —c)(r?+52—2)+ (r? — s%)4/(25 — c)(1 — c)) avec T et s entiers.

Dans ce cas l'existence de relations linéaires entre les états de base permet de calculer explicitement
certaines observables du modéle c’est a dire des fonctions de corrélations ou des valeurs moyennes
issues de la fonction de partition Z.

Modéles minimaux

En particulier les modeles qui ne font intervenir qu’un nombre fini de représentations toutes
réductibles (c’est & dire un nombre fini de valeurs de h) sont entierement solubles car ils donnent
des relations fermées et finies pour toutes les observables, par exemple ils permettent d’établir des
équations différentielles pour les fonctions de corrélations et pour la fonction de partition (I’équation
des cordes). Ce sont les modéles minimaux [38], ils ont une charge centrale de la forme

(p — 9)*

c=1—-6—-— avec p et g premiers entre eux (1.8)
pq

et les poids conformes h, s sont ceux de la table de Kac:

— )2 — (p— q)2
s = rg=sp) ~ (=) avec 0<r<p et 0<s<gq (I.9)

4pq

Ces modeles sont les seuls que I’on sache entiérement résoudre et 1'on va voir que ce sont précisément
ceux qui sont obtenus par les matrices aléatoires.

Remarque: parmis les modéles minimaux, les modeles tels que [p — g| = 1 sont les seuls modeéles
unitaires, c’est & dire ceux qui ne contiennent que des poids h, s positifs.

1.6.3 Exposants critiques

Afin de comparer les méthodes de matrices aléatoires aux méthodes de théories conformes, on va
définir des quantités calculables dans les deux approches: des exposants critiques. Les principales
observables globales de la sommation sur les surfaces sont I'aire A couplée a la constante cos-
mologique et la topologie (le genre h) couplée & la constante gravitationnelle. On va donc étudier le
comportement de la fonction de partition en fonction de A et h et en particulier le comportement
a A grand.
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La susceptibilité de corde vg¢p

On définit la susceptibilité de la corde & partir du comportement de la fonction de partition (I.3)
a aire et a genre fixés:

Z0(A) = [ Dlgag] DIXJ0(A ~ [aa?V/ Tetg)e ® A

A—00

ou ce qui revient au méme par transformée de Laplace, a partir du comportement de Z lorsque la

constante cosmologique A est petite:
Zh(A) ~ A%

On peut montrer ( en effectuant une dilatation de la forme g,5 — e’ Jap que v, est linéaire en h
et vaut:

Th=2= (2= 7str)(1 = h) (L.10)

On verra que cette propriété joue un role essentiel pour la relation entre modeéles de matrices et
intégrales de surfaces.
Pour h = 0 les méthodes des théories conformes donnent également ’exposant g :

1
Yotr = 75 (c 1o J@ 90— c)) (L11)
en particulier pour les théories minimales (p, ¢) on a

lp —q|

S S | I.12
p+q—Ip—q (112)

Ystr = —2

On va voir que les modeles de matrices ne redonnent pas ce résultat mais vy = —2/(p + ¢ — 1) qui
ne coincide que pour les modeles unitaires [p — g| = 1. Ceci est di au fait que dans les modeles
de matrices A n’est pas la constante cosmologique de poids h1; = 0, elle n’est pas couplée & l'aire
mais & l'opérateur le plus relevant, c’est & dire celui de poids minimal hp;, = (1 — (p — ¢)?) /4pg.

Autres opérateurs

On peut également étudier le comportement de valeurs moyennes d’autres opérateurs O, ; en fonc-
tion de l'aire et voir comment leur dimension est “habillée” par la gravitation c’est & dire par la
sommation sur les métriques:

(Ors)(A) = ﬁ / D[gas] D[X,] 6(A — / dz?+/ det g) @T’se—S o AL A

L’exposant A, ; peut étre calculé en fonction de la dimension h, s de 'opérateur O, ; et vaut:

- A, = PFa= lqr — ps|
p+a—Ip—d
A, s peut également étre calculé par les modeles de matrices, il donne la dimension du parametre
A, s couplé & 'opérateur O, ; en unité de la constante cosmologique: A, ; ~ AL Ars,
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Chapter 11

Modeles de matrices et Surfaces
discrétisées

II.1 Intégrales de matrices

Les matrices aléatoires sont étudiées a la fois en physique statistique, comme je ’ai déja mentionné,
et pour leur interprétation en termes de surfaces aléatoires, et donc de cordes ou de gravitation
quantique.

De fagon générale, on considére un ensemble de matrices hermitiennes Mf de taille N x N
avec N grand, muni d’une loi de probabilité:

P(M) = %e_NV(M)

ou le facteur de normalisation Z est la fonction de partition

Z= /dM o VV(M)

Celle ci contient toute I'information du modéle et c’est elle que I'on cherchera & calculer & partir
d’ici.

On suppose que le potentiel V(M) est invariant par les transformations unitaires M — UTMU
avec UTU = 1, et l’on s’intéresse particuliérement au cas ou V a la forme:

V(M) = trV(M)

On souhaite donc calculer la fonction de partition suivante.

—N tr V(M)
7 = /dMe

Pour cela on va appliquer une méthode diagrammatique comme en physique des particules ou ’on
sait rarement calculer exactement les intégrales fonctionnelles, excepté dans le cas de particules
libres sans interactions car on a alors affaire & des intégrales gaussiennes. Dans les autres cas on

25



calcule la fonction de partition en perturbant l’intégrale gaussienne par une interaction supposée
petite et on la développe en puissances de la constante de couplage. La méthode de Feynman permet
de symboliser chaque terme de ce développement par un diagramme formé de lignes représentant
la propagation des particules libres et de vertex représentant les interactions.

On peut effectuer un développement perturbatif analogue pour la fonction de partition des
matrices aléatoires. On va voir que la nature matricielle des champs qui se propagent se traduit par
des lignes et des vertex orientés ce qui implique que les diagrammes de Feynman peuvent étre tracés
sur des surfaces. Cette propriétés des intégrales de matrices va permettre d’identifier formellement
la fonction de partition Z & une somme statistique sur des surfaces, et réalise le lien entre matrices
et surfaces aléatoires.

11.2 Développement perturbatif

On aimerait donc calculer perturbativement 'intégrale de matrices
- —N tr V(M)
7= / dMe (TL1)

avec V(M) ="Vp+ %MZ + 93—3M3 Foot %M’“ = Vo + %MQ — 5V (IL.2)
Le principe du développement perturbatif est de considérer que la partie quadratique de V au
voisinage de son minimum donne 'effet dominant et 'on traite les termes non quadratiques comme

perturbations de l'intégrale gaussienne en développant en série exp (N trdV):

. N2 “1Ng tr M2 2
e NV /dMe 279 (1+Ntr5V(M)—|—N7tr26V(M)+...) (IL3)
Autrement dit:
. . [ NtrédV(M N?
zzzo<e £V )> =1 N V) + (0 dV)2) o+ (I1.4)
0

ou l'indice 0 signifie que 1'on prend la moyenne par rapport a 'intégrale gaussienne. Le théoreme
de Wick indique que la valeur moyenne d’un produit de variables gaussiennes est la somme sur tous
les appariements possibles du produit des valeurs moyennes des paires. Par exemple si x,y, z,t sont
des variables gaussiennes, on a:

<xth>0 = (:Ey)0<zt)0 + (xz)()(yt)o + (xt)()(yz)o

Ceci peut se représenter diagrammatiquement en reliant chaque paire par une ligne appelée propa-
gateur. Chaque terme du développement (I1.4) va pouvoir étre dessiné comme un diagramme dont
les sommets (appelés vertex) représentent toutes les variables issues d’un méme terme de 6V, et sont
reliés par des propagateurs. Les regles de Feynman expliquent comment tracer de tels diagrammes
et quelle est leur valeur.
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I1.2.1 Regles de Feynman
Propagateur

Le propagateur représente la valeur moyenne d’un produit de deux variables gaussiennes, il est
donné par Pinverse de la partie quadratique (Ng tr M?/2):

j k

—_— , 1 .
—— =(Mim}) = No 510k (IL5)

Chaque propagateur relie deux couples d’indices (7,j) — (k,[), de fagcon ordonnée [ — 7, 5 — k (on
suit les indices des fonctions ¢ de bas en haut). Cette structure matricielle des indices, permet de
représenter les propagateurs par des doubles lignes orientées (I1.5) .

Vertex

Chaque terme (N (gx/k) tr M k) issude (N trdV) (cfeq.IL.2 ) va étre représenté par un diagramme
a k lignes externes puisqu’il contient & matrices M susceptibles d’étres appariées par des propaga-
teurs. La aussi, la structure des indices fait que ’on peut dessiner un tel vertex avec des doubles
lignes orientées.

Par exemple, le terme cubique du potentiel

g3 g3 j ;
NT tr M3 = NT S MMM 566

iijik7limin

sera, représenté par:

et plus généralement le terme de degré k du potentiel donne:

= N%B skopst (IL6)

i
3

AL

gk . . - .
= N7 ORog ..ok o (IL7)

Diagrammes avec indices

On a maintenant tous les outils pour calculer le développement perturbatif (I1.4) :

7= <H L (—N%’“ tr Mk)nk>0 (IL8)

!
L ng-
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Chaque terme de la forme

<1;[ nik, (—Ngk—k r M’“) nk>0 (IL.9)

se développe & 'aide du théoréme de Wick comme une somme sur tous les diagrammes formés de
ny, vertex a k pattes, reliés par des propagateurs. La valeur de chaque diagramme est:

5 () Teva > T (slngice) (.10)

k indices

o O est le facteur de symétrie du diagramme, c’est un facteur combinatoire relié au nombre
de permutations des vertex laissant le diagramme total inchangé, il contient entre autres les
facteurs (ng!)k™*.

e ny est le nombre de vertex a k branches entrant dans la constitution du diagramme.
® n, =Y ;. ni est le nombre total de vertex.
e 7, est le nombre total de propagateurs. On a 2n, = 3, kn.

e le produit des fonctions ¢ traduit la facon dont les doubles lignes se recollent. La structure
du propagateur et des vertex (I1.5,I1.7) assurent que les indices restent constants le long des
simples lignes.

Sommation sur les indices: contribution d’une boucle

I1 est possible de réaliser explicitement la sommation sur tous les indices dans (I1.10) . En effet, les
indices n’apparaissent que dans des fonctions 4, et restent constants le long de chaque simple ligne.
Chaque ligne fermée ou se propage un indice ¢ va contribuer avec un facteur (52-' = 1, la somme sur
toutes les valeurs de 7 va donc donner un facteur N pour chaque ligne fermée (fig.I1.1) .

Ainsi, (I1.10) vaut:

% (g%)" T(~Nai)™ N (IL11)
k

ou [ est le nombre de boucles (c’est & dire lignes fermées) du diagramme.

Diagrammes sans indices

Finalement, on peut représenter le développement (I1.4) comme une somme sur des diagrammes
fermés, sans indices. Résumons les régles de Feynman permettant de calculer Z. I faut:
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PN
}/@\( boucle= N

Figure II.1: Contribution d’une ligne fermée
e écrire tous les diagrammes possibles constitués de doubles lignes orientées, joignant des vertex
par des propagateurs.
e associer a chaque propagateur (double ligne) un facteur 1/(Ng)
e associer a chaque vertex ayant k pattes externes un facteur (—Ngg)
e associer a chaque ligne fermée un facteur NV

e diviser le résultat ainsi obtenu par le facteur de symétrie 2 du graphe. Celui ci permet
de compter en une seule fois tous les diagrammes qui se déduisent les uns des autres par
permutation des vertex et des indices.

e sommer sur tous les diagrammes possibles.

Un diagramme contenant n; vertex & k pattes, n, propagateurs, [ boucles, et ayant un facteur
de symétrie 2 contribue a la fonction de partition Z avec le poids:

1

— Nt g=np TT (g, )™ 11.12

a g 1;[( 9k) (IL.12)
Il n’existe pas de régle vraiment simple pour calculer le facteur de symétrie (2, mais de toute

facon, sa valeur exacte ne jouera pas de rdéle par la suite, seules importeront les caractéristiques

géométriques et topologiques des diagrammes. Voyons sur un exemple comment s’appliquent ces

regles de Feynman.

11.2.2 Exemple

N —N tr(4M? + %M+
Calcul de Z = [dM e (5 M)

On a a cet ordre:

a l'ordre 1 en puissances de gs.

7_1_N% 4 2y _ 1 _ a9t sk asl A 2
Z=1-N% (trM >0 +0(gh) =1- N7 Z% (MM} Mle>0 +0(g2) (I1.13)

La valeur moyenne gaussienne du produit des 4 matrices se calcule par le théoreme de Wick: il faut
apparier deux & deux les matrices:

(MIMpMiny = (MIMF) (MEMT) + (MIM) (MEML) + (M7 ML) (MEM])
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Cette égalité se représente diagrammatiquement (remarquons que les deux premiers termes sont
identiques & une permutation pres des indices):

<MfoM,éMli>0 -

ce qui donne, en remplacant le propagateur par sa valeur (IL.5) :

1

N 2(Ng)2

. 1 .
k 7 gl I sk gt <l
oFoIaL0f + Wéiajajak

Ce qui conduit a:

Z=1- > (208670301 + olokoier) + ...

1
N o
( g ) ijkl
La sommation sur les indices peut s’effectuer griace aux fonctions d:

4 (Ng)?

z=1-9_1 (2N% + N) +0(g)

Cette égalité est I'expression numérique du développement diagrammatique suivant:

: (OO, (2
Z7=1-N% 2“+

4 N2g2

On aurait bien sur pu trouver directement ce résultat 4 1’aide des régles de Feynman énoncées plus
haut. A titre d’exemple, voici 'application de ces régles pour le calcul de Z & 'ordre suivant:

Z= 1- N%_l 2+@

4 NZg?
3
4 132 MEKS (IL14)
- A &=
S A ST +32 14 SO
=
+4 +8 +(2

Z=1 —g4gl2 (%NQ—F%)
+oik (AN?+ 1+ 3+ N2+ 1414+ IN N+ ) (IL.15)

Ce qui donne numériquement:
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11.2.3 Dualité: Diagrammes <— Surfaces

Les diagrammes, qui apparaissent dans le développement perturbatif des intégrales de matrices, ont
une interprétation géométrique en termes de surfaces polygonales. En effet, propagateurs et vertex
sont orientés, ce qui signifient qu’ils possedent une face supérieure et une face inférieure distinctes,
et qu’ils peuvent étre dessinés sur un morceau de surface. Comme on peut coller k propagateurs
autour d’un vertex a k pattes, ce dernier doit étre représenté sur un polygone & k cotés. Par exemple:

A%

Ensuite, lorsque 'on développe Z perturbativement, on forme, selon les regles de Feynman, des

s —

diagrammes en assemblant des vertex et des propagateurs, ce qui est équivalent & coller des pieces
polygonales pour former une surface.
Par exemple, le diagramme suivant, formé de quatre vertex a trois pattes, devient un tétraedre

o

Mathématiquement, I’équivalence entre diagrammes et surfaces polygonales s’exprime par la rela-

formé de quatre triangles:

—

tion de dualité. Chaque vertex a k pattes est dual d’'un polygone & k cotés, et chaque diagramme
de Feynman est dual d’une surface polygonale.

Finalement, le calcul perturbatif de (II.4) revient & calculer une somme sur des surfaces con-
stituées de polygones. On a un dictionnaire exprimant la bijection entre diagrammes et surfaces:

diagramme +» surface polygonale

vertex a k pattes <> polygone 4 k cotés

propagateur <> aréte

ligne fermée ¢ sommet

ny (nbre de vertex) <> nbre de faces

n, (nbre de propagateurs) < nbre d’arétes

[ (nbre de boucles) > nbre de sommets

Q facteur de symétrie <> # groupe des automorphismes de la surface

Dans cette dualité, chaque sommet de vertex devient le centre d’'un polygone, chaque propagateur
est orthogonal & une aréte, chaque boucle entoure un sommet de la surface:
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On aimerait maintenant pouvoir écrire:

~ 1
Z= 3 gt I (-e)™ (IL.16)
surfaces k

mais comme on va le voir, la dualité entre diagrammes et surfaces n’a de sens que pour les dia-
grammes connexes, or en général le développement de Z fait intervenir des diagrammes non connexes
(cf (I1.14) qui contient 3 diagrammes non connexes & 1'ordre g3).

Diagrammes connexes

En effet pour des diagrammes non connexes, les vertex ne sont pas tous reliés entre eux, et les
polygones ne peuvent pas se recoller bords & bords. Il est donc nécessaire de se débarrasser des
diagrammes non connexes, ce qui est possible en introduisant une nouvelle fonction de partition:
Z=nZ.

Z peut se développer diagrammatiquement comme Z, les regles de Feynman sont identiques, excepté
que Z ne contient que des diagrammes connexes.

N 1
Z=IZ= > o Nt g e T (—gg )™ (I1.17)

diagrammes connexes k

La dualité permet alors d’écrire I’équation (I1.16) pour Z:

. 1
Z=mmZ= > o Nt g TT (— gy )™ (11.18)
surfaces k

Interprétation géométrique

Z possede une interprétation simple: c’est la fonction de partition d’un ensemble de surfaces polyg-
onales aléatoires tirées avec un poids de Boltzmann (I1.12) .

e Chaque gi joue le réle d’une fugacité pour les polygones a k cotés.
e g joue le role d’une énergie de liaison entre les polygones.

e N est couplé au nombre x = n, —n, + 1, dont on va voir la signification topologique dans le
paragraphe suivant.

Cette interprétation souffre hélas d’un probléme: la fugacité des polygones n’est pas g, mais (—gi),
ce qui signifie que certaines surfaces ( celles qui ont un nombre impair de polygones ) ont un poids
négatif, ce qui ne convient pas si ’on veut I'interpréter comme un poids de Boltzmann. La seule
facon de rétablir cette interprétation statistique est de supposer que les g; sont négatifs. Hélas, si
tous les g (ou au moins celui de plus haut degré ) sont négatifs, le potentiel V(M) (I1.2) n’est
pas borné inférieurement, et intégrale (IT.1) diverge. Tl faudra prolonger analytiquement Z(g;) en
contournant l'origine par le plan complexe, pour passer de g > 0 & gx < 0.
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Limite continue

11 est possible de prolonger cette interprétation statistique (modulo les problémes de convergence),
des surfaces polygonales, aux surfaces continues. En effet, les fugacité gi, et g controlent la pro-
portion des différents constituants de la surface. En ajustant ces parametres, on peut changer la
prépondérance de différents types de surfaces, par exemple favoriser les triangles par rapport aux
carrés, ou favoriser les petites plutdt que les grandes surfaces. On peut en particulier, par un choix
précis des gi, favoriser les surfaces ayant un trés grand nombre de polygones, si ceux ci sont de
petite taille, on passe a la limite des surfaces continues. Comme on vient de ’évoquer, ce passage
a la limite continue n’est pas sans problémes car le choix des gi correspond a une intégrale (II.1)
divergente. Avant d’aborder le cas des surfaces continues plus en détail dans le chapitre suivant, on
va finir d’explorer les surfaces polygonales.

I1.3 Développement topologique en 1/N?

Le développement perturbatif précédent est un développement en puissances des coefficients g du
potentiel, on peut le réinterpréter comme un développement en puissances de 1/N.

En effet, chaque terme du développement (I1.18) porte une puissance de N, avec 1’exposant
NX, ou

X =Ny —np+1 (I1.19)
ny étant le nombre total de faces, n, le nombre d’arétes, et [ le nombre de sommets de la surface
considérée.

x est appelée la caractéristique d’Euler Poincaré de la surface, et a la propriété d’étre un
invariant topologique, ce qui signifie que toutes les surfaces ayant la méme topologie ont la méme
valeur de x. On peut démontrer que pour une surface fermée:

x=2-2h (11.20)
ou h est le genre de la surface, c’est & dire son nombre de trous: une sphére est une surface sans
trou A = 0, un tore posséde un trou h = 1, ...etc.

x est aussi définie pour les diagrammes. La valeur de x indique sur quelle surface il faudrait
tracer le diagramme pour ne pas avoir de lignes qui se croisent. Par exemple, seuls les diagrammes
pour lesquels x = 2 peuvent étre dessinés sur un plan. Un diagramme ayant une caractéristique

X = 2 — 2h, ne peut étre dessiné sans auto-intersection que sur une surface & au moins h trous (cf
exemple (II.14) ).

Le développement perturbatif de Z, vu comme un développement en puissances de IV est ainsi
appelé développement topologique:

oo
Z =Y Nz, = N2© +N°@ +N—2 + ... (11.21)

h=0
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Zjp) étant la fonction de partition partielle incluant seulement les surfaces polygonales de genre h.

Limite sphérique

Remarquons que la limite NV grand, consiste & privilégier le terme h = 0, c’est & dire les surfaces
sans trous. La limite N — oo est donc appelée la limite sphérique ou limite planaire:

. 1
lim WZ = Zjg (I1.22)

N—o0

De fagon générale, le développement de Z au voisinage de N = oo donne acces aux fonctions de
partitions Zj;) de genre fixé.

IT.4  Surfaces ouvertes: interprétation de ( tr M")

Jusqu’ici, on n’a considéré que des diagrammes fermés, correspondants & des surfaces fermées, c’est
a dire sans bords. On peut aussi s’intéresser au cas des surfaces ouvertes. La quantité

1 —N tr V(M
T, = (trM™) = > /dM( wamye N VM) (IL.23)
représente la fonction génératrice des surfaces ouvertes avec un bord de longueur n:
1r ) L g I1 (~g0)™ (I1.24)
n Q

Surfaces de bord n k

En effet chaque diagramme contribuant au calcul perturbatif de 'intégrale de matrice (II.23)
contient au moins un vertex & n pattes, c’est a dire un polygone a n cotés. Le reste du diagramme
est alors une surface & laquelle on a enlevé un polygone & n cotés, c’est donc une surface avec un
bord de longueur n.

Développement topologique

La caractéristique d’Euler x d’une surface avec un bord apparaissant dans (I1.24) est x = 2—2h—1.
En effet, si 'on referme la surface en lui ajoutant un polygone, on obtient une surface fermée de
genre h et de caractéristique: 2 —2h = (n, +1) —n, +1=x+1

T, admet donc aussi un développement topologique en puissances de 1/N?:

T, =Y N>, = N@ + N‘l@ + N—3 +... (I1.25)

h

t[n)n étant la fonction de partition des surfaces de genre h, ayant un bord de longueur n.
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Remarque: on a la relation:

1 n 074

t:— = -
"N N2 9y,

(11.26)

et la limite sphérique N — oo montre que ¢, reste fini lorsque N — oo, cette remarque sera utile
dans le chapitre suivant.

La résolvante

On considére souvent la résolvante

wz) =3 = Z < tzrni{n> - %< tr _1M> (11.27)

Elle joue le role d’une fonction de partition grand canonique, ou la taille des bords n’est pas fixée.
z est le parametre conjugué & la longueur du bord. Cette interprétation sera trés importante pour
Iinterprétation géométrique de la méthode des boucles développée dans le chapitre suivant.

11.4.1 Surfaces a plusieurs bords:

De méme la valeur moyenne

Ty, 1y = < tr M tr Ml2> - < tr M tr M’2> - < tr Mll>< tr Ml2> (I1.28)

C
est la fonction génératrice des surfaces & deux bords de longueurs [; et lo. Le fait de prendre la
partie connexe empéche d’avoir des diagrammes disconnectées ayant 'un un bord /i, 'autre un
bord [s5.

Plus généralement, la fonction génératrice des surfaces ayant m bords de longueurs [y, ..., [,
est donnée par:
= < tr M term>

C
Comme pour les surfaces a un seul bord, 17, .. ;,, admet un développement topologique en puissances
de 1/N?. Chaque surface de genre h & m bords contribue avec une puissance NX ot Y = 2 —2h —m.

_r

1 _
Tyl = Z Q NXg " H(—gk)"k (11.29)

Surfaces de bords l1,...,l, k

Remarque: la quantité qui reste finie a la limite N — oo est ¢, .. 1, = Nm_QTll,___,lm

II.5 Théoréme de factorisation

La méthode diagrammatique apporte peu de résultats quantitatifs, elle est surtout utilisée pour
modéliser formellement des surfaces aléatoires. Toutefois, elle permet de démontrer le théoreme
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suivant:
Dans la limite N grand on a:

(tr M or M) ~ (o MUY b M) (11.30)
En effet ceci revient & montrer que

Tiy <ter1 ter2>—<terl>< ter2>
T, ( tr MI){ tr MP2)

= O(1/N?) (I1.31)

Or on a vu que chacun de ces termes admet un développement topologique en puissances de 1/N?2.
A Tordre dominant N — oo, seules les surfaces sphériques (h = 0) contribuent. Il suffit donc de
comparer la caractéristique x d’une surface sphérique & deux bords intervenant dans Tj, ;,, avec
celle d’une surface avec un bord. A Pordre dominant 7}, j, ~ N>72 = N° et Tj, ~ N?~! = N1, ce

qui donne T}, 4, /(T},T},) ~ 1/N?2, et démontre le théoréme de découplage des traces.

De fagon générale, & ’ordre dominant, la moyenne d’un produit de traces est le produit des
valeurs moyennes des traces.
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Chapter 111

Techniques mathématiques pour la
résolution du modele a une matrice

I11.1 Présentation du modele

On a vu qu’une intégrale de surfaces comme on souhaiterait en calculer en théorie des cordes ou
en gravitation quantique peut étre obtenue & partir d’une intégrale de matrices. Par ailleurs, les
matrices aléatoires interviennent en physique statistique, et il est utile de savoir calculer des valeurs
moyennes et des corrélations.

Nous supposons a partir d’ici, que nous avons un ensemble de matrices hermitiennes M de taille
N x N, muni d’une loi de probabilité P(M ), invariante par le groupe unitaire SU(N). La quantité
que l'on calcule toujours en physique statistique, est la fonction de partition (celle ci permet en
effet de retrouver toutes les autres fonctions de corrélations):

7z = / dM P(M) (TTL.1)

ou dM est la mesure invariante sous SU(N):

dM =[] dM;; [ dReM; ; dmM; ;. (I11.2)
i i<j

Remarquons que I’on a N? variables, et donc, si ’on ne veut pas obtenir un résultat trivial, il faut
2

que P soit du méme ordre que la mesure, c’est a dire d’ordre e . Le choix le plus simple est le
suivant:
—N trV(M
P(M) =e (M) (IT1.3)

ou V est un polynome. Par exemple si V' est de degré 2 on a un modele gaussien et I'on retrouve
la statistique de Wigner—Dyson [2, 1].
Ce choix n’est pas le plus général possible compatible avec I'invariance SU(N), on pourrait ajouter
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dans I’exponentielle des produits de traces, mais il a ’avantage d’étre le plus facile & résoudre et il
couvre quand méme une vaste gamme de modeles permettant de tester les propriétés d’ universalité.
Ce modele peut étre généralisé & des P plus compliqués, notamment en intégrant sur plusieurs
matrices, c’est ce que je ferai dans la partie VI concernant le modele O(n).

II1.1.1 Loi induite pour les valeurs propres

On peut intégrer partiellement la fonction de partition (ITI.1) de fagon & déduire la loi de probabilité
induite pour les valeurs propres de M [51, 52]. On effectue le changement de variable

M=U'AU  avec  A=diag(\,...,Ay) e UlU=1

il apparait un jacobien [, ;(Ai — Aj)%. On intégre ensuite sur U en utilisant invariance unitaire,
et I’on trouve la loi de probabilité conjointe des valeurs propres de M:

RN(Al, e ,)\N) = cte H()\Z — )\j)Z H e_NV()\i) (IH.4)

1<J

Elle correspond a un poids de Boltzmann e_N avec Iénergie £ = 3, V() — % YiciIn A = Al
C’est 1’énergie d’un gaz de N particules se repoussant deux a deux avec une force Coulombienne
bidimensionnelle en 1/7, et placées dans un puits de potentiel commun V' (A). La force ressentie par
la particule \;, est:

_0& 1y L 2
E——a—/\i——V(Az)‘*’N;

I11.
X — X (I1L.5)

Remarquons que la seule interaction entre les valeurs propres provient du Jacobien, et non du
potentiel.

I11.1.2 Observables

Les quantités que ’on souhaite calculer sont les fonctions de corrélations des valeurs propres, de la
forme:

Pn( Ay An) = $<ﬁ trd(N; — M)>

et en particulier la densité de valeurs propres p(A) = p1(A).
On souhaite souvent calculer aussi des valeurs moyennes, de la forme:

1 w11 .
t, = N< tr M) = NE/dM tr M* P(M) (I11.6)

qui sont les moments de p: ¢ = f: dA p(A)AE.
On peut regrouper tous ces t; en une seule fonction w(z) la résolvante qui va jouer un role essentiel:

()—i b —i<tr ! > (I11.7)
wz_kzozkH_N z—M '
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w est une fonction analytique de la variable complexe z, sauf lorsque z est valeur propre de M.
Les propriétés d’analyticité de w renseignent sur la distribution des valeurs propres de M. En effet
dans la limite N grand, les valeurs propres occupent un intervalle [a,b] avec une densité continue
p(A) et la résolvante devient:

w(z) = / "oV 5 (ITL8)

Elle posséde une discontinuité le long du segment [a, b] support de la distribution p et vérifie:
w(A+140) — w(A —i0) = —2iwp(N) A€ [a,b] (I11.9)

La densité p(\) peut donc étre obtenue comme la discontinuité de la résolvante w(z) le long de sa
coupure.

I11.1.3 Meéthodes de résolution

A partir de ces définitions, nous allons voir comment calculer w(z) et p(A), en tenant compte de
la forme particuliere (II1.3) de la loi P(M). Je vais exposer les principales méthodes de calcul
développées depuis l'origine des modeles de matrices [4, 50], surtout pour introduire mes notations.

e La méthode du col
Elle consiste & observer que lorsque N est grand, presque toute 'intégrale (II1.1) est concentrée
dans les régions ou l'intégrand est maximal. Elle revient a trouver 1’état d’équilibre d'un gaz
de Coulomb plongé dans le puits de potentiel V().

e La méthode des polynémes orthogonaux
Elle est basée sur des techniques mathématiques, mais s’interprete en termes d’un gaz de
fermions libres dans un puits de potentiel. On y retrouve un formalisme d’opérateurs qui
commutent dans la limite N grand. 1/N joue le rdle de i en mécanique quantique. La limite
classique redonne la, méthode du col.

e La méthode des boucles
Celle ci vient de 'application des modeéles de matrices aux surfaces aléatoires, elle décrit la
facon de recoller des surfaces avec bords (les boucles). Cette méthode a I'avantage d’étre
presque toujours applicable (pour n’importe quelle loi P(M)), mais conduit souvent & des
équations algébriques de degré élevé. Dans le cas (II1.3) on obtient une équation de degré 2
pour la résolvante w(z).

e Le groupe de renormalisation
Cette méthode que je ne développerai pas dans la suite a été suggérée récemment par [60],
et affinée par [61]. Le principe est de voir comment se comporte Z lorsque I'on change N
en N + 1, on peut ainsi déduire des renseignements sur la limite N grand. Cette méthode
pourrait peut étre donner des résultats approchés dans des cas que 'on n’a pas encore pu
résoudre, notamment pour la gravitation quantique avec une charge centrale ¢ > 1.
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II1.2 Méthode du col et gaz de Coulomb

On souhaite calculer la fonction de partition (III.1) :

—N tr V(M)

Z = / dMe (ITL.10)

I11.2.1 Meéthode du col naive

La méthode du col habituelle, consisterait & penser que dans la limite N grand, seul I'intégrand
maximum, c’est & dire le minimum de V contribue. On aurait alors:

Z ~ e_N tr V(o) avec V'(Mp) =0 (I11.11)
N—oo

Ceci est faux pour plusieurs raisons: d’abord, I’équation V/(M) = 0 ne fournit pas en général un
unique minimum Mj, mais un ensemble continu obtenu par transformations unitaires, or la méthode
du col ne s’applique que dans le cas d’'un minimum isolé. Ce probléme est général lorsqu’il existe
un symétrie continue, et peut aisément étre résolu par I'introduction de coordonnées collectives, ou
en fixant la jauge. Mais dans ce cas il existe une autre raison qui interdit 'application directe de la
méthode du col. En effet I'intégrand exp (—N tr V(M)) est d’ordre exp (N?) car une trace est une
somme de N termes, et la mesure dM est aussi du méme ordre car c’est un produit de N? termes.
I1 ne suffit pas de rendre exp (—N tr V(M)) maximal, il faut tenir compte aussi de la mesure. Ces
deux problémes peuvent étre surmontés en fixant la jauge vis & vis de la symétrie SU(N). En effet,
en choisissant la jauge diagonale, on se raméne aux valeurs propres, on n’a plus que N variables au
lieu de N2, et 'on se débarrasse de la symétrie unitaire, ce qui permet d’avoir un minimum isolé.

111.2.2 Meéthode du col pour les valeurs propres

La fonction de partition induite pour les valeurs propres aprés intégration sur le groupe unitaire
devient (II1.4) :

NS V()
Z = cte /d)\l cddy A%\ e 2V (X) (IT1.12)
ol le jacobien du changement de variable est le carré du déterminant de Vandermonde:
A) =TT =) (IIL.13)

1<j

Z se présente formellement comme la fonction de partition statistique d’un gaz de coulomb [52] de
N particules avec un poids de Boltzmann exp (—N&):

~NE¢ X 2
Z = cte /d)\l ...d\y e avec E= ZV()‘i) -~ Zln|/\i — ;| (I11.14)

i=1 i<j
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Les valeurs propres \; sont les coordonnées dans un espace a une dimension, de N particules placées
dans un potentiel extérieur V()), et interagissant entre elles par un potentiel répulsif & deux corps
—2 In|)\; — Aj|. La force & laquelle est soumise la particule A; est donc:

o€

2 1
= = — IA' —
"= TN V(’HN%.,\FAJ-

(I11.15)

La méthode du col exprime que dans la limite N grand, seules les configurations rendant I'intégrant
de (II1.14) maximal contribuent notablement & la fonction de partition. Ces configurations sont
celles qui minimisent I’énergie, elles correspondent & 1’état d’équilibre du gaz F; = 0. Cet équilibre
résulte de la compétition entre la force extérieure —V'();) qui tendrait & confiner toutes les valeurs
propres au fond du puits de potentiel V', et la force répulsive a longue portée entre qui les empéche
de se concentrer en un seul point. Comme la force répulsive est d’ordre 1/N, on s’attend & ce que la
distance entre particules voisines soit d’ordre 1/N, les N particules vont alors occuper une région
finie \; € [a, b] autour du fond du puits de potentiel et dans la limite N grand I’état d’équilibre du
gaz pourra étre décrit par une densité continue de valeurs propres p(A) [51]:

111.2.3 Résolution des équations d’équilibre F; = 0

On va maintenant résoudre le systéme de N équations F; = 0. Dans un premier temps, on ne va
considérer que des situations “simples” ou le potentiel V' posséde un unique puits assez profond. Si
par exemple V posséde deux puits, les particules vont occuper deux segments [a, b] U [c, d]. 11 peut
aussi arriver que la force de confinement —V’ ne soit pas assez forte pour empécher le gaz d’exploser
sous l'effet des répulsions. Dans ce cas a ou b est infini, et I’on ne peut plus vraiment considérer que
les particules forment un gaz de densité continue. Restons en pour I'instant & la situation simple.

Dans la limite N grand, ou le gaz de valeurs propres est décrit par une densité continue p(\),
les équations d’équilibre (II1.15) F; = 0 peuvent se réécrire sous la forme continue:

b 1
0=-V'(\)+ 2PP/ mp(u)du pour tout A € [a, b] (I11.16)

ou PP[ est la partie principale de I'intégrale, en effet la somme }°; dans (III.15) devient une
intégrale [ p(p)du et comme on avait ¢ # j, on ne doit considérer que la partie principale. Nous
allons maintenant voir comment résoudre une telle équation, c’est a dire trouver explicitement la
densité d’équilibre p(A). Remarquons que l'on avait au départ un systéme de N équations & N
inconnues (II1.15) et que 'on a maintenant une équation intégrale & résoudre avec une fonction
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inconnue p(A). Cette derniére est cependant plus simple car elle est linéaire, elle se résout par une
transformation de Hilbert en introduisant la fonction:

w(z) = / ’ - E (VA (TT1.17)

qui n’est autre que la résolvante (II1.7) w(z) = %( tr1/(z — M)). Celle ci est analytique dans le
plan complexe coupé le long du segment [a, b]. Suivant que 'on s’approche de la coupure [a, b] par
le demi plan Imz > 0 ou Imz < 0, elle prend deux valeurs w(z + i0) et w(z — 70) obtenues en
décomposant I'intégrale (II1.17) en sa partie principale, et une partie singuliére au voisinage du
pOle:

1
Z—p

b
w(z £1i0) = PP/a p(p)du Firp(z) (I11.18)

L’équation d’équilibre (II1.16) devient alors une équation de discontinuité:
V'(A) = w(A+140) + w(A —40) avec X € [a,b] (T11.19)

C’est une équation linéaire en w. Pour la résoudre il suffit d’en trouver une solution particuliére, ce
qui est facile car w = V'/2 est solution et d’ajouter la solution générale de I’équation homogene, ce
qui donne:

1

w(z) 5

(V’(z) ~ M)z —a)(z - b)) (I11.20)
ou M (z) est une fonction analytique dans le plan complexe tout entier et doit étre fixée par des
conditions aux limites. En effet par définition (II1.17) w(z) doit se comporter a I'infini en 1/z ce
qui suffit & déterminer M (z) ainsi que les valeurs de a et b. Par exemple dans le cas ou V est un

polynéme, on a nécessairement:

V'(2)
(z —a)(z = b)

M(z) = Pol (I11.21)

Et d’une fagon générale on peut exprimer la solution sous forme d’une intégrale de contour:

1 V'(u) [(z—a)(z—Db)
w(z)_ﬂy{z—u”(u—a)(u—b) du (I11.22)

ou le chemin d’intégration entoure la coupure [a,b] dans le sens antitrigonométrique:

’

‘ a b

La condition aux limites w(z) ~ 1/z implique deux équations

% %V’(u) = al)(u =) du =0 (I11.23)
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% qu’(u) = al) ) du =2 (I11.24)

qui déterminent implicitement a et b.

Cas du double puits

Dans le cas ou le potentiel V' posséde deux puits, les valeurs propres peuvent se répartir sur deux
segments [a, b]U|[c, d], la résolvante a alors deux coupures dans le plan complexe, et prends la forme:

1

wle) =5 (V’(z) ~ M- a)(z - bz -z - d)) (IT1.25)

Ou cette fois

V'(z)
V(z—a)(z =b)(z - ¢)(z — d)

w peut de nouveau s’écrire comme une intégrale de contour

1V [CaG be o6,
w(z) T i f z—Uu \/(u — a)(u _ b)(u — c)(u — d) d (11127)

M(z) = Pol (I11.26)

avec trois équations implicites:

1o, 1 B

%}{V(u) V(u—a)(u—"0)(u——c)(u—d) du =10 (T11.28)
1 ' 1 _

%?{UV (u) N OB (DR du =0 (I11.29)
1 , 1 ~

5o quV (u) N O D [CE [ OE) du =2 (IT1.30)

Ces trois équations ne suffisent pas & déterminer les quatre inconnues a,b,c,d, il faut une condition
supplémentaire.

Tout se passe comme dans un mélange binaire en thermodynamique: les valeurs propres se répartissent
dans deux phases A € [a,b] et A € [c,d] avec des concentrations z dans la premiére phase et 1 — z
dans la seconde, c’est & dire:

b d
x :/ p(A)dA 11—z z/ p(A)dA
a [+
L’équation supplémentaire est I’équation d’équilibre des phases exprimant que les potentiels chim-

iques des deux phases sont égaux. Pour cela, il faudrait calculer I’énergie libre f(z) en fonction de
z, et écrire f'(z) = 0.
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II1.2.4 Densité p()\) et points critiques

Une fois que l'on connait la résolvante w(z), on trouve la densité p(A) par la relation (I11.18) :

p(A) = % (@A +0) — w(A — i0)) = _71 Tm w() + 0) (TTL.31)

C’est & dire dans le cas du simple puits avec (II1.20) :

1
p(A) = 2—M()\) A—a)(b—X) (I11.32)
T
Dans le cas ou V est quadratique, c’est & dire si la loi P(M) est gaussienne, M est une constante
et (II1.32) n’est autre que la loi du demi-cercle de Wigner. Pour un potentiel V' plus général, la
densité de valeurs propres p(A) présente une propriété universelle: elle se comporte en racine carrée
aux extrémités du spectre.

11 arrive que cette regle soit violée lorsque M s’annule en a ou b, ¢’est un cas exceptionnel qui ne
se produit que pour des potentiels V' trés particuliers. La condition M(a) = 0 (resp. M (b) = 0) est
la condition pour que I’on soit & un point critique. La représentation intuitive des points critiques en
termes du gaz de valeurs propres correspond au cas ou les valeurs propres commencent & atteindre
le sommet d’une barriere de potentiel séparant deux puits et s’écoulent de 1’autre coté.

I1 existe toute une hierarchie de points critiques suivant le degré d’annulation de la fonction M (z)
au voisinage de a ou b. Si M(z) ~ (z —a)™ on est & un point critique d’ordre m et la densité se

comporte en p(\) ~ (z — a)™ /2.

Remarques:

e il existe aussi des points critiques mixtes, ot M s’annule en a et en b & des ordres m, et my;. Le
plus simple de ceux ci est le cas du potentiel pair pour lequel on a a = —b et my = mp = m.

e Toutes ces transitions du second ordre ont lieux dans des cas qui ne sont pas physiques: on
suppose que les valeurs propres peuvent s’écouler vers un autre puits de potentiel plus profond ce
qui signifie que I'on n’était pas dans ’état fondamental. Ces situations arrivent typiquement lorsque
le potentiel n’est pas borné inférieurement et le modeéle ne peut étre défini que par prolongement
analytique.

La température T

Pour étudier les points critiques, il est commode d’introduire une température 7', en remplacant le
potentiel V par V/T. Lorsque T' est petit, la force de confinement (II1.15) due au potentiel V(\)/T
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domine par rapport & la répulsion entre valeurs propres, celles ci se concentrent au fond du puits,
et lorsque T augmente, le gaz se dilate.

Il existe des relations remarquables permettant de calculer les variations des quantités ther-
modynamiques par rapport a la température:

ow(z) _ ! (IT1.33)
or (z —a)(z—b)
Oa 4 ab 4
va _ - = = I11.34
or  (b—a)M(a) ’ T  (a—b)M(b) ( )
—N?
L’énergie libre par particule f définie par Z = e est reliée & a et b par:
1) = 2L (725) = —2lja—1 (IT1.35)
uT) = 2m3 = nla .

Exposants critiques

Les relations précédentes permettent d’étudier le comportement des quantités thermodynamiques
au voisinage d’un point critique T — T, d’ordre m et de calculer ses exposants critiques.

On a déja vu que 'exposant y défini par le comportement aux bords de la densité p(A) ~ (A — a)#
vaut g = m + 1/2. On voudrait aussi calculer ’exposant de susceptibilité de corde 7 défini par le
comportement singulier de 1’énergie libre:

fsing ~ (Tc - T)Q_fy

Pour cela, il est utile d’étudier la variation de a en fonction de 7', en introduisant un autre exposant
critique:
a—ac.~ (T, —-T)“

La relation (II1.35) permet de voir que a = =y et que a se comporte au voisinage du point critique
comme la partie singuliére de la chaleur spécifique u(T):

o~ ag — %(ac — be) (u(T) — u(Ty)

Pour calculer «, remarquons que & T' = T, la fonction M (z) vaut au voisinage de a:

M(z) ~ cte (z —ac.)™
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et & T # T, la relation (II1.33) permet d’écrire:

,I-T 1

M(2Vz —a = —ap)™t/2
(2)Vz —a = cte (z — a,) ac—bc\/z——ac_'_

(I11.36)

En divisant cette équation par v/z — a, et en tenant compte du fait que M est un polynoéme, on
trouve qu’au voisinage de z = a, la fonction M (z) est universelle, elle ne dépend que de l'ordre m
du point critique, mais pas de la forme précise du potentiel V:

m a — Q¢ 71/2 m 2k' k m—k
M(z) = cte Pol (z — a,) (1 - ac) = cte ,;) W(a —a.)" (z —ac) (I11.37)
et & ordre (z — a)~'/? Péquation (II1.36) implique que
2m + 2! T-T,
o m+1 _ c
cte (a — ac) P e 2 P
ce qui donne
-1
C=Y= o
Ces exposants critiques g = m + 1/2 et v+ = —1/(m + 1) sont en accord avec ceux de la série
minimale des théories conforme (p, q) telles que:
p ¢ —2
p== et y=—
q ptqg—1

pour g =2et p=2m+ 1.

111.2.5 Exemple: potentiel quartique

Considérons I'exemple du potentiel quartique (fig.I11.1): V(M) = 1 (11—2M4 - MQ).
On cherche w(z) sous la forme (IT1.20) , en exploitant la parité du potentiel:

w(z) ! (123 -2z — 1(,22 +c)V 22— a2) (IT1.38)

T 2T \3 3
et 'on détermine c et a, par la condition aux limites w(z) ~ 1/z:
c=a’/2—6 , 6T = a*/8 + ca®/2
ce qui donne:

a®> =4(1 +VT + 1) (IT1.39)

La densité de valeurs propres est alors:



T>3

-a a

Figure II1.1: Exemple du potentiel quartique

qui n’a de sens que si elle est positive, ce qui implique 7" > 3.

En effet, le potentiel quartique que I'on a considéré, présente un double puits de potentiel et & basse

température les valeurs propres se répartissent dans deux intervalles [—a, —b] U [b,a]. Dans le cas

T < 3, il faut chercher w(z) de la forme:

o) = 5 (37~ 22 - 3o/ — )7~ )

La condition aux limites w(z) ~,_ o 1/z donne a et b:

a®? =6(1+4/T/3)

(I11.40)

b =6(1—/T/3)

Ce systéme présente une transition de phase du premier ordre & T = 3 ( on peut vérifier avec

(I11.35) que les quantités thermodynamiques sont discontinues ).

Pour la limite continue des surfaces aléatoires, on s’intéresse aux transitions du second ordre.

Dans cet exemple le point critique se trouve & T' = —1,
(IT1.39) de a?.
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II1.3 Méthode des polynémes orthogonaux et gaz de fermions li-
bres

La méthode du col donne le comportement de 'intégrale de matrices (I11.12) dans la limite N — oo.
Elle est assez intuitive grace a l'analogie avec le gaz de Coulomb, mais elle n’est pas adaptée au
développement aux ordres suivants en 1/N. On va voir qu'il existe une méthode exacte [53] pour
tout N (du moins lorsque le potentiel V' est un polynéme), et qu’elle peut encore se comprendre
par analogie avec un gaz de particules. Elle ne suppose pas que ’on soit dans la limite V grand, et
donc on ne se place pas nécessairement dans la limite classique ol les particules sont a I’équilibre
F; = 0. Au contraire, on prend en compte toutes les configurations dans (II1.12) , c’est a dire que
I’on prend en compte des effets quantiques. On trouve alors que le systéme se comporte comme un
gaz de fermions dans son état fondamental, et que la répulsion entre valeurs propres peut se voir

comme une limite classique du principe de Pauli.

I11.3.1 Gaz de fermions libres

Considérons N fermions & une dimension, d’abscisses A;, dans un état dont la fonction d’onde
complétement antisymétrique est:

(A1, Aw) (I11.41)

Lorsque I’on veut évaluer la valeur moyenne d’un opérateur dans ’état ¥, par exemple un opérateur
a une particule du type A(A\) = Y_; A(A;)/N, on doit calculer I'intégrale suivante:

(A(N) = (T|A[T) = %/qf <%ZA()\1-)> T ... ddy

avec la normalisation Z = [¥¥*dA; ...d\y.
Considérons en particulier le cas ou ’état ¥ est donnée par:

—NV(X\i)/2

T(A\) =A0N) H e (IT1.42)

Z est alors identique & la fonction de partition du modele de matrices (I11.12) , et (A(A)) =
JAXNA(N)p(A\) = 1/N{ tr A(M)).

Ainsi le calcul de valeurs moyennes de la matrice aléatoire M est équivalent & celui de valeurs
moyennes d’opérateurs d’un systéme de N fermions dans ’état ¥. Il reste maintenant & identifier
un systéme le plus simple possible de N fermions, dont ’état fondamental est précisément (I11.42).
Ceci est possible grace au déterminant de Vandermonde:

0<j<N—1

_ )L — Y]
A =TI A) = det, (W)
i<j ==
qui peut se voir comme un déterminant de Slatter W(A) = det;();) constitué des fonctions
. —NV(X\)/2
d’ondes & une particule 1;(A) = Me viy/ .
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Il est préférable de choisir une base de fonctions orthonormées en effectuant des combinaisons
linéaires, ce qui ne change pas le déterminant. On considére donc la famille de polynémes P, (de
terme dominant A") vérifiant la relation d’orthogonalité:

/ Pn()\)Pm(A)e_NV()\) A\ = Ry bpm (I11.43)

et I'on définit les fonctions d’ondes & une particule:

1 —NV())/2
A)=—PFP,(\ I11.44

qui forment une famille orthonormée:
[ 40N = b (111.45)

la fonction d’onde (I11.42) est bien le déterminant de Slatter:

U= (ﬁl \/E) det ¥ (\;) (I11.46)
n=0

elle décrit une mer de Fermi de N particules occupant les N premiers états 1, de niveaux 0 < n <
N — 1. L’état ¥ est donc I’état fondamental d’un systéme de N fermions libres , c’est a dire qui
n’interagissent pas les uns avec les autres, excepté par le principe de Pauli.

La fonction de partition Z est alors simplement

Z=N![] hn (I11.47)

Il reste maintenant & calculer les h,,, par des méthodes de récurrences. Ceci revient & établir des
relations entre les P,,, et ’on va voir que ces relations sont équivalentes au formalisme des opérateurs
de la mécanique quantique.

I111.3.2 Calcul des polynémes orthogonaux

Afin de trouver des relations de récurrence ou des équations différentielles entre les P, on va calculer
AP, et P..
AP, est un polynéme de coefficient dominant A", il peut se décomposer sur la base des P}, avec
E<n+1:
APy (A) = Pasi(A) + D cn Pe(N)
k<n
De méme

PL(A) =nPya(A) + > dng P(N)
k<n—2
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On peut traduire ces relations pour les fonctions d’ondes v,,. Pour cela, il est commode d’adopter
les notations opératorielles de la mécanique quantique. Les fonctions d’ondes 1), forment une base
|n > de 'espace de Hilbert des états, et I'on étudie I'action des opérateurs A (multiplication par \)
et P = %% (dérivation) dans cette base:

n
A hy,
An>=agln+1>+3 youln —k > ol = h“ (I11.48)
k=0 (7
L1 1
P43V ) In>= ——|n—1>+2§nk|n—k> (IT1.49)

k=2

La relation d’orthogonalité (I11.45) , permet de montrer que X est hermitique, et P est antiher-
mitique, ce qui implique que dans (II1.48) , les coefficients v, sont tous nuls sauf vy, , = 3, et
Tnn—1 = Cp—1, donc:

An >= ann+1> +faln > +an_1ln —1 > (I11.50)

I1 est utile & partir d’ici d’introduire l'opérateur de niveau 7 et 'opérateur “d’anihilation” (saut
d’un niveau) # définis par:

fln >=n|n > (IT1.51)

En>=n-1> , <nli=<n+1 , if= (I11.52)

SH N

Les coeflicients «a,, sont alors des fonctions de 'opérateur 7 et seront notés & = a(7n). On peut ainsi
écrire les relations (I11.50,I11.49) sous forme opératorielle:

A=

Q>

+ B+ (I11.53)

H>|'—‘

A 1 A
P+ EV’(A

Q>|'—‘

N
—= + > G (I11.54)
N k>2

Afin d’exploiter cette derniére équation, il est utile de développer tous ces opérateurs en puissances
de Z et 1/Z. On notera par exemple Pk le coefficient de Z*, et on notera IA’i la partie de P ne
contenant que des puissances positives (resp. négatives) de Z. Ainsi le fait que P est antihermitique
s’écrit:

]30 =0 et P_ = —]3_];_

L’équation (I11.54) implique que:

ce qui entraine aussitot



et donc
N 1

_ = 103 R 7473\
P =3 (V') = v'(A)-)
De plus dans (IT1.54) , le coefficient de &' est :
. 1,7
VI(A)]_ = E.Tﬁ
et le coefficient de 20 est :
V(Ao =0

Ces deux dernieres équations permettent de déterminer & et 8. Si on les réécrit sur la base des
|n >, elles donnent des équations de récurrence pour oy, et ,. Connaissant les coefficients «;, at
Br, on aura une équation donnant 1,1 en fonction de v, et 9,_1:

antPn1(A) = (A = Bu)¥n(N) — an—19n-1(A)

et 'on peut en principe déterminer tous les 1, par récurrence. La connaissance des «, permet
également de calculer les coefficients h, (eq.IT1.48) qui donnent la normalisation des polyndmes
orthogonaux, et qui interviennent dans la fonction de partition (II1.47) .

Résumé des équations des polynémes orthogonaux
L’opérateur \ s’écrit:

A=>a+p+ai (I1L.55)

&=

Les opérateurs & et 8 sont déterminés par les deux équations:

V'(A\)e=0 (I11.56)
(IIL.57)

L’opérateur P vaut alors:
N 1 A A
P= (V’(A)+ - V’(A),) (ITL.58)

On a de plus les relations de commutations:

S|
PA=% et [ga]=id (I11.59)

Un exemple sera développé dans la partie plus loin. Pour l’instant, on a obtenu des équations
exactes, on va voir comment elles se simplifient dans certaines limites.
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I111.3.3 Limite classique N — o

Dans les problemes de physiques utilisant des matrices aléatoires on s’intéresse le plus souvent
aux matrices de grande taille N — oo. Dans le formalisme des polyndmes orthogonaux ceci est
équivalent & la limite classique de la mécanique quantique car N joue le rdle de 1/h. En effet dans

la limite classique le commutateur
1

[P ) 5‘] = N
s’annule et tous les opérateurs deviennent des nombres. De plus, dans la plupart des calculs de
fonctions de corrélations de valeur propres ou d’observables intéressantes, seule intervient la valeur
n = N. De facon plus générale, comme en physique des solides seul le voisinage de la surface de
Fermi n ~ N joue un role important. On pourra donc le plus souvent remplacer n par N, et ainsi,
on notera a = ay. On peut maintenant appliquer les approximations habituelles de la mécanique
quantique. Par exemple les fonctions d’ondes seront données par une approximation du type WKB.
On va également vérifier que dans la limite N grand, on retrouve bien les résultats de la méthode
du col.

Equations classiques

En remplacant simplement les opérateurs par des nombres et en posant n = N les équations du
paragraphe précédent deviennent les équations classiques:

MNz) =alz+1/z)+ (IT1.60)
Vo(A(z)) =0 (I11.61)
Vi(A(z)) = 2 (I11.62)
P(z) = 3 (V(A@)+ — V'(Mz))-) (11L63)
P(z) = —P(1/z) (I11.64)

Les équations (I11.61,IT1.62) permettent de calculer o et 8 (qui sont maintenant des nombres ne
dépendant plus de n) en fonction du potentiel V. En inversant 1’équation (II1.60) on définit une
fonction z()\) et en la reportant dans (I11.63) on obtient une fonction P(A) dont on va tout de suite
voir la signification.

Calcul de la résolvante w(z)

11 est possible de montrer que dans cette limite N — oo, la résolvante w(z) définie par (II1.7) est
reliée & P par:

w(z) = P(2) + %V’(z) (ITL.65)
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On va voir comment retrouver ’expression (II1.20) de la méthode du col.
La propriété d’antihermiticité (I11.64) permet d’écrire:

P = Zpk(wk —1/z%)

k>0

qui se factorise en (z — 1/z) et un polynéme en (z + 1/z), c’est & dire en A(z) que 'on écrit sous
la forme:

p— _71(1 (= 1/2) M()) (I11.66)

Il suffit alors de poser
a=0+2«a et b= -2« (I11.67)

pour retrouver l'expression (II1.20) de la méthode du col:

_1

w(A) 5

(V’(/\) ~ MO —a)(r— b)) (IT1.68)

Remarquons que ceci donne un sens physique intuitif & 'opérateur P ainsi qu’a « et §: P est la
densité de valeurs propres (cf.II1.32):

P(X\) = —imp(N) (I11.69)

et « et 3 sont reliés au support de la densité:

a—2>b a+b
4

o =

Fonctions d’ondes semi-classiques

Dans la limite semi-classique N — oo et |n — N| < N, les fonctions d’ondes sont données par
I'approximation WKB:

—iN7 [A p(N)dX!
€

Pr(A) ~ (I11.70)
qui provient simplement de (II1.69) et de la définition de P:
Ld =Py (IIL.71)
Ndx "™ " ’
On peut raffiner cette approximation & l'ordre suivant en N:
1 [d —iN7 [} p(\)dX
Pn(\) T gV Jur pX) (IIL.72)

~ V2T dx
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qui se démontre en utilisant la méthode des boucles (part.III.4). On peut cependant comprendre
l'origine du terme zV=": il provient de |n >= zV""|N >.

En fait, 'expression (I11.72) n’est pas exacte. Il faut distinguer trois situations suivants que A < a,
A > bou A € [a,b]. Ce phénomene est général dans les approximations semi-classiques de fonctions
d’ondes: la vraie fonction d’onde est une combinaison linéaire de deux fonctions de la forme (II1.72)
(définies par les deux déterminations de la fonction z())). Les coefficients de cette combinaison
linéaire font intervenir des déphasages dus a la réflexion en a et en b, et doivent étre choisis pour
que la fonction d’onde soit exponentiellement décroissante & I’infini.

Finalement, la limite semi-classique de 1, est donnée par les régles suivantes:

e Lorsque XA ¢ [a,b], ¥, (\) est donnée par (II1.72) en prenant seulement la détermination de
z(A) qui tend vers 0 lorsque A — oo.

P

e Lorsque A € [a,b], z et 1/x sont complexes conjugués. On pose z =e ', on a alors:
b b— dX —1i
/\:,8+2acos<p:i+ acosgo , — = 2ice Z('Osin(p
2 2 dz
On définit aussi la fonction ((A) = —= / d)\ p(
On a alors
1 dx iNC(A)
P (X N-n I11.73
(A) ~ \/— (IIL.73)

qui peut encore s’écrire

Yn(N) = =15 cos (NC() + (N — )i + /2 — m/4) (1L 74)

n(N) = s _2asin(pcos n)y + ¢ T .

Cette expression asymptotique pour les polyndmes orthogonaux dans la limite N > 1 et
N —n = O(1) a été postulée et utilisée par [10] pour calculer des fonctions de corrélation.
Elle peut étre démontrée de fagon systématique par la méthode des boucles (cf article 3).

e Au voisinage de a et b, la méthode des polynémes orthogonaux reste bien siir exacte, mais
Papproximation semi-classique n’est plus valable puisque dz /d\ diverge.

111.3.4 Application: calcul de 1’énergie libre

L’énergie libre par particule est f = —ﬁlg InZ, c’est & dire d’apres (I11.47) en omettant le N!:

= N2Zlnhn—cte— 22 —1-n)lna,

Comme pour la méthode du col, il est commode d’introduire une température 17" en changeant le

potentiel V en V/T:

N v(M
Z:/dMe T trV(M)
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Les équations (IT1.61,I11.62) déterminant «,, et (3, en fonction de n et T deviennent:
V=0 et avV'(\);= a:«%T (I11.75)

ce qui montre que a,(T") et B,(T) dépendent de n et T' seulement par la variable t = T'n/N.
Dans la limite N grand, I’énergie libre s’écrit en remplagant la somme sur n par une intégrale sur
t:
T
TH(T) = cte — 2/ dt (1 — ¢/T) In a(t)
0

(la cte ne dépend que de N et pas de T'). Il est alors facile d’obtenir 1’équation différentielle pour
la chaleur spécifique:

d2

) = gz

(T2£(T)) = 2 o(T) (I11.76)

On comprend donc pourquoi il est si important de calculer ay (7). Par la suite, on va utiliser cette
équation pour étudier les points critiques et transitions du second ordre, c’est & dire les singularités
de I’énergie libre.

Remarquons aussi que dans la limite classique on a @ = (b — a)/4 et I'on retrouve 1’expression
(IT1.35) de la méthode du col.

111.3.5 Points critiques

On s’intéresse aux points critiques dans la limite classique N — oo. D’apres (II1.76) il suffit d’étudier
les singularités de la fonction a(T').

En général, les équations classiques (II1.75) se réduisent & une équation algébrique pour «, de la
forme:

F(a(T)) =T (IIL.77)

Un point critique est obtenu chaque fois cette équation n’est pas inversible analytiquement c’est &
dire:

Fllag)=0 , T.=F(a) (I11.78)

On obtient des points multicritiques en annulant les dérivées successives de F' de telle facon que:

F(a) — F(a) ~ (@ — a)™ " (IT1.79)
On a alors:
o~ o+ (T —T,)Ym+D) (I11.80)

Le comportement singulier de I’énergie libre est donc une loi de puissance f(T') ~ f(T,)+(T=T.)* 7
avec un exposant critique gy (la susceptibilité de corde) qui vaut yg, = —1/(m+1), conformément
a ce qui avait été trouvé par la méthode du col.
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I11.3.6 Double limite d’échelle

Lorsque 1'on est pres d’'un point critique, la limite classique n’est plus justifiée, les fluctuations
quantiques deviennent grandes et il faut en tenir compte. Mathématiquement ceci signifie que les
limites N — oo et T' — T, ne commutent pas.

Au paragraphe précédent, on a vu que dans la limite classique (ou N — oo avant T' — T), la
chaleur spécifique u(T) = —2In « obéit & une équation algébrique (I11.77) qui prés du point critique
(u=1uc+ U, c’est a dire @ = a.(1 — U/2)) se réduit a:

T — T, ~ cte U™ 1!

Inversement, on peut s’intéresser au cas ou 7" est tres proche de T, avant de passer a la limite
N — oo. Il faut alors garder les équations quantiques complétes (II1.55 ... II1.58) pour déterminer
u(T). Ce sont des équations de récurrence pour «,(T"), que I'on peut écrire comme une équation
différentielle pour «(t). Il suffit de développer en série de Taylor par exemple
T T2

aner(T) = alt + =) = alt) + —a/(t) +

N N sl (t) + ...

2N?
Dans la limite classique N — oo, on avait négligé les termes dérivatifs, mais au voisinage du point
critique ceux ci peuvent diverger au point de compenser la puissance de N, par exemple o (T)/N?
se comporte en (T —T,)~7~2/N2. Ceci suggere qu'il faut s’approcher du point critique avec une loi
d’échelle (T, — T)N? = cte.

La chaleur spécifique u(7T') n’est plus déterminée par une équation algébrique, mais par une équation
différentielle (appelée équation des cordes), obtenue en gardant les termes dérivatifs dominants dans
le développement de Taylor des équations quantiques.

Finalement on défini la doube limite d’échelle ainsi:
N —

T - T, (IT1.81)
T=(01-T/T)N° ~ 0(1)

on posera u(T) = —N?2(U, 4+ U(1)), c’est & dire o = a, (1 + N2§72 U(T)). Ce choix est tel que
U (1) soit la dérivée seconde de In Z par rapport a 7

~N2f(T)  8*ImZ _

Z=e — 5 =N u(r) = U+ U(r)
—0a/0
On aura également besoin de développer l'opérateur £ = e / n:
K 1
i=e d:1+Kd+§K2d2+... o  K=N°1 et d:%

L’équation différentielle pour U(7) est obtenue en développant les équations (I11.55,111.56,I11.57)
en puissances de K, et en ne gardant que 1'ordre dominant.
On va voir maintenant une méthode plus rapide et plus efficace.
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Meéthode des relations de commutation

Au lieu d’écrire toutes les équations (II1.55, IT1.56,I11. 57) qui font intervenir le potentiel V, il est
plus facile de développer seulement les opérateurs et Pen puissances de K et de s’assurer qu'’ils
satisfont la relation de commutation [55, 54]

[P,\] =1/N

En substituant dans (I11.55) les développements de Z, a et

Kd K?
T=e ) a:ac‘i‘acTU-i_O(KQ) ) ﬁ:ﬁc+acK2U+O(K2)

on trouve que le premier terme non trivial dans le développement de X est d’ordre K2
A= (20 + B.) + . K2Q + O(K?)

et c’est un opérateur différentiel de degré 2:
Q= dz+2U (111.82)

Remarque: on a supposé, comme on I’avait fait pour la méthode du col, que le comportement
critique se situe au voisinage d’une seule des extrémités du segment [a,b] (ici b car 2a + 5 = b),
ce qui justifie que 8 — B, ~ 2(a — a.). Dans le cas ou la densité est critique a la fois en a et en b
(comme c’est le cas pour un potentiel pair), 8 — 3. s’annule & ordre K2, et 'opérateur @ n’est que
d?+U.

Quant a 'opérateur 15, on peut montrer que pour un point critique d’ordre m, il doit étre
développé & 'ordre K2m+1:
P = cte K2™+1p 4 O(K*™+3)

En effet, on a vu avec la méthode du col qu’au voisinage d’un point critique, la densité se comporte
en p(A) ~ (b — \)™t1/2 | ce qui signifie P ~ K2mt1Qm+1/2,
P est alors un opérateur différentiel antihermitique de degré 2m + 1 que I'on écrit:

2m
P=da"" 43" Vid* (IT1.83)
k=0

La relation de commutation [P, \] = 1/N suffit maintenant & résoudre le probléeme:

1
¥ = K*™cte [P, Q] (I11.84)
Tout d’abord on voit qu’il faut choisir K = N—1/2m+3) est & dire que 'exposant § vaut gmig,

et la double limite d’échelle correspond &

2m+42
7= (1—-T/T,)N 2m+3
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Ensuite (II1.84) permet également de calculer les Vi (7), ou plutot leurs dérivées, ce qui introduit
des constantes d’intégration t; pour chaque Vj:

Vom(T) = cte = to,

‘/Qm_l(’r) = (2m+ l)U(T) + tom—1

Vo _o(r) = EmNE Dm0y 4 (p — 1)6,U (1) + tom—2
etc

L’apparition de ces constantes indéterminées n’est pas trés surprenante, car jusqu’ici, on n’a pas
utilisé le potentiel V. Les ¢; ne sont rien d’autre qu’une reparamétrisation des coefficients gx de
V', mieux adaptée au voisinage des points critiques.

Au lieu de chercher les Vj, & la main un par un, on peut trouver explicitement 'opérateur P,
en le décomposant sur la base des

P = Q" =t + kUab? 4 ..

2
On calcule formellement Popérateur pseudo-différentiel Q¥/2 tel que (Qk/ 2) = QF, et I'on garde
la partie différentielle contenant seulement des puissances positives de d. Par exemple:

3
P():l ) P1:d ) PQZQ , P3:d3+§(Ud+dU)
1
Py = Q% = d*2(Ud*+d?U)+4U? |, Ps= d5+g(Ud3+d3U)+Z5(U2d+dU2)—g(U”d+dU”)
En remarquant que [Q*/2,Q] =0 = [Q]i/ 2, |+ [Q]i/ 2, | et que le premier terme ne peut contenir

que des puissances > 0 de d et le second que des puissances < 0, on voit que le commutateur [Py, Q)]
est un opérateur différentiel de degré 0, c’est a dire une fonction:

(P11, Q] = Ry (1 (U) et [Por, Q] =0
Les Ry (U) sont les polyndmes différentiels de Gelfand-Dikii [56], par exemple:

1 1
R) =20, RU)= U430, Ry(U) = U+ 200" 4 S0 4 50

Ils obéissent & une relation de récurrence:
1
Ry 1 =2UR,+ R, U + ZR%I

La solution générale des équations de commutation (II1.84) est alors donnée par:

2m—+1

P= )Y P
k=0

m
Z top—1Ri(U) =cteT et tr = cte
k=1

Comme on veut que P se comporte en (A—b)™+1/2

, seul le terme t9,,,+1 doit étre non nul, finalement
I’équation des cordes pour U est:

Ry+1(U) =cter
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Limite classique de I’équation des cordes

La limite classique consiste & prendre N — oo avant T' — T, c’est & dire 7 — oo. Dans cette limite
U(r) se comporte en U ~ 777, et v étant négatif, on voit que 'on peut négliger dans le polynéme
Ry+1(U) tous les termes dérivatifs, et ne garder que le terme dominant:

2m + 2!

o mymtl,
(m+ 1)1

Rm+1(U) ~
L’équation des cordes donne alors:
Umntl o~

c’est & dire v = m_—il, on retrouve les résultats de la méthode classique.

Remarquons que I'exposant 7 est relié & §. En effet, ’énergie libre In Z se comporte en In Z ~
7277 puisque U ~ (In Z)", et I’on sait par le développement topologique que dans la limite N — oo,
on a InZ ~ N2. On en déduit (2 —7)§ = 2. Cette relation est bien vérifiée pour

-1 2m + 2 2
= — et 6= =
m+1 2m+3 2 -7

1I1.3.7 Exemple: potentiel quartique

Considérons le potentiel pair V(M) = 7 (%M4 - MQ). 11 a la forme d’un double puits (fig.I11.1).
Sa dérivée est:

V() = % @,\3 - ZA)

Par parité, on s’attend & ce que B, = 0, et I'on cherche 'opérateur X sous la forme:

< 1
A=ai+ &
T
Le coefficient de &' dans V'()) est alors:
1 1 1, 7
3 (awa2 + 6%+ ;a%aa:) — 2% = Ei%T (I11.85)
L’équation (II1.57) satisfaite par ay, est donc:
L o 2 2\ ,.2 2 n
g(an72 + an—l + an)anfl — 205,,171 =t = NT (11186)
Ou encore:
L 9 2 2 2 2 T
g(a (t—=)+a ")+ (t+ =))a"(t) —2a°(t) =t + N (I11.87)
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Limite classique

Dans la limite classique N grand, (IT1.87) se réduit a: a*(t) — 202 (¢) = ¢
dont la solution est : @?(T) =1+ 1+ T
L’opérateur P est alors dans cette limite:

1 a?
P(z) = ——=a(r -1 —(x*+1/2% +4) -2
(@) = — (e — 1/2) ( L (e 12+ 0 )
qui, compte tenu de A = a(z — 1/z) peut s’écrire:

_L
6T

Comme w(z) = V'(z)/2+ P, on retrouve la résolvante (II1.38) obtenue par la méthode du col, avec

PO) = —— (A2 + 202 — 6)y/()\2 — 4a2)

a = 2c. On avait vu par la méthode du col que ce potentiel présentait une transition de phase du
premier ordre & 1" = 3. Le résultat que I'on trouve par la limite classique des polynémes orthogonaux
est seulement celui de la phase T' > 3. Pour T' < 3, la méthode des polynémes orthogonaux reste
exacte, mais la limite classique N — oo ne peut pas se faire aussi simplement, on n’a pas le droit
de remplacer tous les opérateurs par des nombres.

A partir de 14 et de (II1.76) on peut calculer I’énergie libre par particule f(7') en fonction de
la température:

1 1 1 3 cte cte
T)=—In(14+V1+T)— —(1+T)0*?+ —V1+T -+ =+
JI) = =g A VIHT) = g (U D VI T =g+ T 4
Celle ci possede un pole a T' = 0, est analytique pour 7" > —1, et a une singularité en 7' = —1. Bien
que Z soit divergente pour 7' < 0, on peut la prolonger analytiquement jusqu’a T’ = —1, et c’est 1a

que se trouve le point critique correspondant & la transition du deuxiéme ordre. Cette situation est
générale, le point critique est obtenu pour des potentiels non bornés inférieurement.

La fonction F(a) de 1'équation (II1.77) est ici
Fla)=a'-2?=T

Le point critique correspond & F'(a) = 0, c’est & dire: 403 — 4o = 0

donc o? =1, et T, = —1, ou a. = 0 et T, = 0. Le point critique T, = 0 n’est pas intéressant, car
I’énergie libre possede juste un pole en 7' = 0. Le point critique T, = —1 est du deuxiéme ordre,
car I’énergie libre posséde une singularité en f ~ (T — T.)%/2, c’est & dire un exposant y = —1/2.

Double limite d’échelle

I’équation classique pour a(T') est:
T = F(a) = a* — 2a?
Elle provient en fait de I’équation de récurrence (I11.87) pour a,

o?(T) é(of(T - %) +a*(T) + (T + %)) -2 =T+ % (IT1.88)
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Aux premiers ordres en 1/N, cette équation se réécrit:

1 ,7? a2  ,
La limite classique habituelle consiste & ne garder que le terme dominant: F'(a) =T

Toutefois, lorsque T est proche de T, a(T) posséde une singularité en (T — T,)/?

, et la dérivée
seconde diverge au point de compenser le 1/N2. On peut trouver un régime ot tous les termes de
(II1.89) sont du méme ordre. En effet, posons T = Tp(1 — N7°7), et a(T) = (1 + sN"U(7)),

I’équation (II1.89) devient:

1 1 1 d’U
F(ae) + iF'(ac)acN_"U + gff’”(oec)ong_Q"U2 + gagazN%_"_QF =T, - T,N 7
Le point critique étant donné par F(a.) = T, et F'(a.) = 0, il ne reste que:
1F"(a Ja2N~21? 4 Yoanzn2 4y _p oy, (111.90)
8 e 3°°¢ drz2 = ¢ ‘

Pour avoir une limite non triviale, il faut choisir les exposants:
0=2n=24+n-26
c’est & dire n = 2/5 et 6 = 4/5. La double limite d’échelle est donc définie par:
Nosoco , T—T, et N1 —T/T,) =7
La fonction a(7) vaut dans cette limite
o(T) = a1 + SN °U (7))

et U(7) satisfait ’équation des cordes:

1 3 3

_U// _U2 — =

10 T TT
Le membre de gauche est le polynoéme de Gelfand-Dikii Ry(U/2) ( rappelons que pour un potentiel
pair, il faut remplacer U par U/2). Cette équation fait partie de la classe des équations de Painlevé,

et posséde de nombreuses propriétés mathématiques.

Méthode des relations de commutations

Pour trouver le point critique m = 1, on peut chercher les opérateurs @ et P de la forme:
Q=d*+U et P=+Vd+W

L’équation de commutation [P, Q] = cte donne:

V= gUthl . W= gU’tho , P= d3+z (AU + Ud)+t1d+y = Q2 +6,QY/* +1,

et I’équation des cordes:
1 3
ZU” + ZU2 +4U =cteT

Cette équation est identique & 1’équation de Painlevé obtenue plus haut par la méthode directe.
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IIT1.4 Meéthode des boucles

La méthode des boucles, comme celle des polynémes orthogonaux autorise des calculs exacts. Elle
s’apparente aux équations de Schwinger Dyson de la théorie des champs, aussi appelées équations
du mouvement. Elle est basée sur la propriété qu'une intégrale doit étre invariante par changement
de variable. On obtient alors des équations reliant entre elles des valeurs moyennes de fonctions de la
matrice M. Ces équations peuvent en général se résoudre par récurrence, ce qui permet finalement
de calculer toutes les valeurs moyennes souhaitées.

Ces équations admettent une interprétation géométrique: grossiérement elles indiquent com-
ment recoller des surfaces discrétisées avec bords.

I111.4.1 Equation des boucles

Invariance par changement de variable
On considére la fonction de partition d’un modéle de matrices:

—N tr V(M)

Z = /dMe k Mk (II1.91)

=~|L

d
avec V(M) = Z
k=1

et I'on effectue le changement de variables M — M + eM™. On obtient & I'ordre 1 en e:

n—1 !
—N tr V(M) + eM™V'(M
Z:/dM <1+ez tr M trM”_k_1>e rV(M) + eM™VI(M) (IIL.92)
k=o
ce qui implique:
n—1
<Z tr MF tr M"F71 — N tr M"V’(M)> =0 (T11.93)
k=o

Cette équation est appelée équation des boucles.

Interprétation géométrique

On a vu dans le chapitre précédent que ¢, = %( tr M™) dénombre les surfaces ouvertes dont le
bord est de longueur n. L’équation des boucles s’écrit aussi:

n 1 d
D tktn—k + gtk = O Gklntk (IT1.94)
k=0 N k=1

Le membre de droite compte des surfaces de bord n + k, auxquelles on a rajouté un vertex g, c’est
a dire que ’on a cousu sur le bord un polygone & k cotés, diminuant ainsi de k la longueur du bord.
Le bord n’est alors plus connexe, et I’on forme ainsi des surfaces & plusieurs bords. Le membre
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de gauche, compte en effet les surfaces & au moins deux bords n; et no tels que n; + ny = n. De
telles surfaces sont soit connexes (une surface & deux bords), soit disconnectées (deux surfaces & un
bord). L’équation des boucles s’écrit symboliquement:

W oY o

Limite continue

L’équation des boucles est le plus souvent utilisée dans sa limite continue. On considére que les
surfaces sont formées d’un grand nombre de polygones de coté ¢ tres petit. La longueur du bord
est alors: [ = ne. Dans la limite ¢ — 0, ’équation des boucles devient:

L ey + -1 = v (&) 1a 1
/Odl (T(l—l)T(l)+mT(, _ ))_v &) (1) (I11.96)

Le membre de droite est un opérateur différentiel, I’opérateur de pincement du bord, et son effet
est de scinder le bord en deux, le membre de gauche compte les surfaces a deux bords.

Remarque: ’équation des boucles peut aussi s’écrire comme une équation différentielle pour

2
I’énergie libre F' définie par Z = eN F:
- OF OF 1 9’F OF
kn—k)| ;75— + 57— | =— n+k 111.97
,;] ( ) (39k Ogn-r ~ N? 3gk39n—k) ;( )9 OGn+k ( )

I11.4.2 Solution de 1’équation des boucles dans la limite N grand

Dans la limite N — oo, griace au théoréme de factorisation (I1.5) I’équation des boucles se simplifie
et donne:

d
D tktnoi-k = Y Gktn-14k (II1.98)

C’est une équation fermée pour les t,,. Elle permet en principe de calculer tous les ¢, par récurrence
en connaissant seulement ¢1,ts,...%;_9. Il faudrait ensuite utiliser des conditions aux limites pour
fixer les d — 2 premiers termes de cette suite. La bonne méthode pour réaliser ces opérations est de
réécrire I'équation des boucles en fonction de la résolvante w(z) = + En kT

On multiplie les deux membres de (IT1.98) par 1/2"t!, et ’'on somme sur n € [0, oc], il vient alors:

Wi (2) = (V'(2)w(2))_ = V'(2)w(z) — P(2). (I11.99)
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On ne garde que les termes ayant une puissance négative de z dans le produit V'(z)w(z). P(z) est
un polynéme en z de degré deg P = degV — 2 qui élimine les puissances positives de z:

-2 d
P(z) = PolV'(2)w(z) = Z z tngp?® "2, (I11.100)
n=0 k=n-+2
C’est lui qui contient les d — 2 constantes indéterminées t1,...,t4 9. On calcule alors w(z) en

résolvant simplement une équation du second degré:

wu)::%<qu)—,hﬂ%z)—4f«@) (TT1.101)

Pour déterminer P(z), il faut imposer des conditions sur w(z), comme par exemple sa structure
analytique, c’est & dire le nombre de coupures dans le plan complexe.

On a vu avec la méthode du col, que les coupures de la résolvante sont les supports de la
densité de valeurs propres p(A). Celles ci se concentrent au fond des puits du potentiel V(z). Si V
posséde un seul puits, alors w(z) n’a q'une seule coupure [a, b] sur ’axe réel. Si par contre on avait
choisi un double puits de potentiel, il faudrait supposer que w(z) posséde deux coupures [a, b]U|c, d]
sur ’axe réel, et ainsi de suite.

Cas du simple puits
w(z) doit posséder une seule coupure [a, b], ce qui implique que
V'%(2) — 4P(2) = (z — a)(z — b)M*(2) (I11.102)

ou M(z) est un polynéme de degré d — 2. En effet, la résolvante est alors

M@:§OW@—M@)@—®@—M) (IT1.103)

11 reste donc & calculer a,b et M(z). L’équation (IT1.102) est un systéme de 2d — 1 équations avec
(d—1)+ (d — 1) + 2 inconnues: les coefficients de P, les coefficients de M et a et b. On a en plus
une équation de normalisation w(z) ~,_,c 1/2. Tout ceci permet de calculer M(z), P(z), et surtout
[a, b], les bords de la coupure.

On retrouve entierement la solution de la méthode du col.

111.4.3 Equation des boucles & N quelconque: fonctions de boucles

Reprenons 1'équation des boucles (I111.94):

n 1 d
D thtnok + ~tha—k = D Gklntk (I11.104)
k=0 N k=1
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On aimerait la résoudre un peu comme dans le cas N grand, en introduisant la résolvante.

Dans la limite N — o0, le théoréme de factorisation (part.I1.5) permettait de négliger le terme
tyn—k faisant intervenir les surfaces & plusieurs bords. Afin d’en tenir compte, on va définir les
fonctions de corrélation de boucles.

Fonctions de boucles

On introduit:

1 1
(¢ ¢ T11.105
w(z1,2) < YA M er—M>C ( )

et plus généralement:

1 1
= N™?2 e tr——— 111.106
w(z1y.-y2m) < tr - tr p— M>c ( )

Le développement en série en zq,...,z, donne les valeurs moyennes de produits de m traces
(trM™ ... tr M"™m):

_ Mnl Mnm
(AJ(Z]_,...,Zm) = Z Nm 2< tr PR IR trm> (III.107)
21 zZm c

T8 yeeesTlim

La fonction de corrélation de m boucles joue donc le réle d’une fonction de partition grand canonique
engendrant des surfaces avec m bords, dont les longueurs ne sont pas fixées, mais sont conjuguées
a des potentiels chimiques In z;. Ceci explique le nom fonction & m boucles.

Insertion de boucles

Les fonctions de boucles peuvent s’obtenir par récurrence, en faisant agir I’'opérateur d’insertion de
boucles sur la fonction de partition Z:

2 Nt V(M
Z:eNF:/dMe V(M)

o0
avec V(M) = Z %Mk (I11.108)
k=0

On définit opérateur d’insertion de boucles:

0 < k 0
= — E — = 111.109
3V(z) k=1 Zk+1 agk ( )
En l'appliquant & Z, on reconnait:
1 907
— = N2 I11.110
Zoviy ~ N e ( )
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et plus généralement:

0 0
e Zm) = F 1111

On peut en particulier déterminer les fonctions de boucles par récurrence:

0

Y I11.112
OV (zm+1) w(es- s 2m) ( )

W(Z1y- -y Zmy Zmt1) =

Equation des boucles

Finalement, on peut réécrire I’équation des boucles (I11.94) & ’aide de la fonction de deux boucles:

0(52) = V(@w(e) ~Pla) v w(z,z) =

2
w(z) + e

(IT1.113)

En la traitant ordre par ordre en 1/N?2, on peut calculer la résolvante w(z) & tous les ordres, du
moins en principe. Par exemple, pour déterminer la résolvante w(z) & 1'ordre 1/N2, il suffit de la
connaitre & Pordre N (I11.101), et de connaitre la fonction & deux boucles w(z, z) & 'ordre N°. On
va donc étudier cette fonction w(z, 2').

I11.4.4 La fonction a deux boucles w(z, 2)

Cette fonction joue un role tres important. En effet, elle intervient dans I’équation des boucles
(I11.113), mais elle possede d’autres propriétés remarquables:

- elle est universelle, dans la limite N — oo elle ne dépend pas du potentiel V.

- elle représente les surfaces & deux bords, c’est & dire des cylindres. Pour la théorie des cordes cette
fonction est le propagateur de la corde.

- d’autre part, c’est la dérivée fonctionnelle de w(z) par rapport & V'

(I11.114)

elle permet donc de voir comment varie la résolvante w(z) lorsque I’on varie le potentiel V (z):

1
2T

dw(z) ]{dz'w(z,z') V() (I11.115)

(c’est ainsi que j’ai obtenu les relations (II1.35) et (II1.72))

Calcul de w(z,2') dans la limite N — oo

On peut calculer w(z,2’') & Pordre dominant en 1/N, c’est & dire dans la limite sphérique. Il y a
plusieurs méthodes pour cela.

- L’une d’elle consiste & appliquer %(z,) a Pexpression (I11.101) de w(z), ceci implique de connaitre
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aussi les dérivées de a et b par rapport a V.
- Une autre méthode est celle des polynémes orthogonaux [57], elle donnerait:

0 In (w(z) - w(z’))

z—2z

(I11.116)

ou la fonction z(z) a été définie par (II1.60) .
- La méthode la plus simple est d’appliquer I'opérateur d’insertion de boucles a I’équation du col
(IT1.19) satisfaite par w(z). On obtient alors:

-1

(.O(Z + 'iO,Z,) +(.O(Z — 7:0,2',) = m

(I11.117)

avec les conditions aux limites suivantes:

1. w(z,2') est analytique dans les deux variables dans les plans complexes coupés le long de [a, b]
2. w(z,2") ~, 400 cte /22

3. au bords de la coupure w(z,2') ~ 1/1/(z — a)(z — b).

4. w(z,?) =w(?,z)

5. de plus on sait que w(z) ne dépend que de la dérivée du potentiel V'(z') donc on peut intégrer
(IT1.115) par partie, ce qui signifie que w(z,2’') est une dérivée totale par rapport a 2’

Pour résoudre I’équation linéaire (IT1.117), on commence par chercher une solution particuliére:

-1

1
- I11.118
2(z—2")? ( )
et I’on ajoute la solution générale de I’équation homogene, qui est:
1) (IT1.119)

ou f(z) est une fonction réguliére en z, c’est a dire qui n’a pas de coupure. Les condition aux limites
n°l et n°2 impliquent que f(z) est une fraction rationnelle et la n°3 que f n’a pas de poles en a et

b.

Etant donné que la solution particuliére (IT1.118) posseéde un pole double en z = 2/, f(z) doit
avoir un tel double péle. La condition n°2 implique alors que le numérateur de f est un polynome
de degré 1. On peut donc écrire:

-1 (1_ 1 1
(2 —2')? V(z=a)(z = b) /(2 —a)(z' - b)

1
w(z,2') = 3

(pz2' —q(z +2') + r)) (IT1.120)
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ou les coefficients p,q,r sont encore & déterminer. w(z, z') est réguliére en z = 2/, ce qui impose
p=1,q9=(a+0b)/2, et r = ab. On obtient finalement:

N -1 1 VE—aG-h-VF-aFZ -0\
w(z:#) = T\/(z —a)(z —b)(z' —a)(z' —b) (1 B ( z—2z ) >(HI'121)

On peut I’écrire comme une dérivée totale:

w(#) =3 % e ;)(z =) (\/(z e bf)z_—j(z, e b)> (H-122)
et encore:
! ! 2
w(z,2") %%(% In (1 - <\/(z —a)z = b)z__ \Z//(z —a)l# = b)> ) (I11.123)

On constate donc que la fonction de corrélation & deux boucles w(z, 2') est universelle, elle dépend
des bords de la coupure a et b, mais sa forme ne dépend pas du potentiel V. C’est une indication
que la statistique des valeurs propres des matrices aléatoires est treés universelle et ne dépend pas
des spécificités du modeéle considéré.

Remarque 1: on peut en particulier calculer w(z, z') lorsque z = 2’

1 (a — b)?
w(z,z) = 160z a2z —)? (I11.124)

Remarque 2: rappelons que tous ces calculs ont étés menés dans la limite N — oco. On n’a calculé
que le premier terme du développement de w(z,2') en puissances de 1/N2.

I11.4.5 Développement topologique de w(z)

On a maintenant les outils pour calculer le développement topologique de la résolvante w(z) ordre
par ordre en 1/N?%:

W) =3 ﬁ wp(2) (TT1.125)
h=0

A Pordre N° on a obtenu

_!

: (V’(z) ~ M)/ (2 — a)(z — b)) (IT1.126)

wio)(#)

Calculons l'ordre wyy, c’est a dire la fonction génératrice des surfaces de genre 1 avec un bord.
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Calcul de w(2) & 'ordre du tore
L’équation (II1.113) & l’ordre 1 s’écrit:
(2010)(2) = V'(2)) wpy(2) = Pyy(2) — wpoy (2, 2) (IT1.127)

le polynéme Pyj(2) étant choisi tel que wpj(2) ~ 200 Cte /22, et wio] (2, 2) est donnée par (II1.124) .
On trouve donc wyy)(2):

wi(2) = 1 wio) (2,2) — P[l] (2)
g (z—a)(z - b) M(z)

(I11.128)

Cette solution n’est pas trés explicite et peut se simplifier. En effet, la fraction rationnelle du
membre de droite peut étre déterminée par ses conditions aux limites. Son dénominateur ne peut
contenir que des poles en a et b. Il contient d’ailleurs nécessairement des poles doubles car w[o](z, 2)
en contient (II1.124). Le numérateur a un degré fixé par la condition z — co. On a donc:

wiy(z,2) = Pyy(2) 1 Q(z)

M(2) T 16 (z — a)2(z — b)? et deg@ =3 (111.129)

Cette équation permet de calculer Pj;j et @ en fonction de M. On obtient:

Q) = - L . (ZA;OZ’ - Z;()“) ((a =52 = (= a)(z — b)) (IT1.130)

(2 —a)(z—b) (%(z _b)+ j—é(z - a))

ot I'on a introduit les coefficients: My = M(a), M1 = M'(a),Jo = M(b),J1 = M'(b). Plus

généralement, on définit les My, et les J, comme les dérivées kiemes qo 7 (2) en a et b:
d—2 d—2
M(z) = My(z—a)* = Jp(z — b)* (1T1.131)
k=0 k=0

Finalement, on a calculé la résolvante torique wyy (z). Elle ne dépend que de 4 paramétres
My, Jo, My, J1 et pas de tous les coefficients g, du potentiel. Cette fonction présente donc des
caractéristiques universelles.

Ceci est général, les wy)(z) ne dépendent que dun petit nombre de parametres My et Ji. On
pourrait aussi développer 1’énergie libre F' = >, N _2hF[h]. On peut retrouver Fj, en intégrant

oF  _ o
V) w(z). On trouve ainsi:

1
Fpy = 5o ((0 - a)* Mo Jo)
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Calcul de wp,)(z) aux ordres suivants en 1/N

11 est possible d’itérer ordre par ordre 1’équation des boucles (I11.113) et de trouver tous les ordres
du développement topologique (I11.125) de w(z). A 'ordre h on a:

h

> w2 wph—k)(2) + wip—11(2,2) = V' (2)wpy(2) + Ppy(2) (IT1.132)
k=0

C’est & dire:

h—1

win(2) (V/(2) = 2wi0)(2)) = Y- wi(@)wpp—yg (2) + w12, 2) — Py(2) (IT1.133)
k=1

Ainsi, pour connaitre w(z) & l'ordre h, il faut connaitre tous les ordres de 0 & h — 1, et aussi
connaitre la fonction & deux boucles w(z,z) a Pordre h — 1. Cette derniére peut se déduire de
la fonction wy,_11(2) par 'opérateur d’insertion de boucles (IT1.114) . Par exemple, pour calculer
wp(2, 2), d’apres (I11.130) , il est nécessaire de calculer des quantités de la forme:

OM;, aJy da b
oV (z) ’ oV (z) ’ oV (z) ’ oV (z)

Moments My, Ji, et bords de la coupure [a, D]

La dépendance de a,b et M(z) dans le potentiel V', est contenue de fagon implicite dans ’équations
(IT1.102) . Il existe une fagon plus astucieuse de reformuler ces équations. En effet, la méthode du
col (part.III.2) avait donné (I11.23,111.24) :

1., 1 B 1 , 1 B
ﬁ%V(u) (u—a)(u—b)du_o et %qu(u) (u—a)(u—b)du_2

11 suffit alors d’appliquer 'opérateur d’insertion de boucles (I11.109) pour trouver:

1 1
Ga 1 ! o 20 __1 ! (I11.134)

V(z) Myz—a/(z—a)(z—0b) V(z) Joz—b\/z—a)(z-b)

et, compte tenu de:

__1 V'(u) 1
My = 2in | (u—a)*T \/(u—a)(u_D) (II1.135)
_ Ly Vi) 1
J = %im ]{ (u—b)F 1/l —a)(u —b) (I11.136)
on trouve:
oMy _ 1 k+3/2 1 Mpa
V(z) /(z—a)(z—D) ( z—a ((z — a)k+1 M, ) (II1.137)
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Oy _ 1 k+3/2 1 Jen
ov(z) (z—a)(z—b)( Z2—b ((z_b)k—l—l To ) (IT1.138)

1 k e 1 (I zZ—a
+—2(z—_a) go(a—b)l k 1(ﬁ10_ (Z_b)l+1>>

l
On peut alors & partir de ces résultats itérer I’équation (II1.133) . Ce travail a été réalisé en détails
par les auteurs de [59] et [58]. Ils ont montré comment développer en puissances de 1/N? les
fonctions de boucles, et ont établi le lien avec la double limite d’échelle.
J’indiquerai dans le chapitre VI comment adapter ces méthodes au cas du modeéle O(n).
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Chapter IV

Surfaces continues

La gravitation quantique bidimensionnelle et la théorie des cordes sont représentées par une som-
mation sur des surfaces de la forme (I1.3):

(IV.1)

Z= Y dSe

surfaces s

ou & est action d’Einstein—Polyakov £ = 4Gy + A aire + matiere.
Comme pour les intégrales de chemins en mécanique quantique, le probléme est de définir la mesure
de sommation dS sur les surfaces. Il faut d’abord la régulariser, c’est a dire se ramener & une intégrale

en dimension finie, puis passer & la limite continue en renormalisant les parameétres G et A.

Le développement diagrammatique du chapitre IT donne une régularisation de 'intégrale (IV.1)
mais on va voir que pour passer a la limite continue, il faut distinguer deux cas suivant que ’on
veut sommer seulement sur des surfaces de topologie donnée ou non. Dans ce dernier cas, on va
étre confronté & un probleme d’instabilité qui fait que ces modeles ne sont pas bien définis.

IV.1 Intégrales de surfaces régularisées et modeles de matrices

Un moyen de régulariser les surfaces, est de considérer des surfaces “fil de fer” constituées en collant
bords a bords des polygones de coté €, ce qui peut se faire grace au développement perturbatif d’une
intégrale de matrices:

. —N tr V(M) 92 9k 3 rk
Z:/dMe avec V(M) =2M —;EM (IV.2)

peut s’écrire comme la fonction de partition d’un ensemble de surfaces discrétisées:

- 1
Z=ImZ= Y 9 NX g~ ] gp* (IV.3)
surfaces k
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ou ng, = est le nombre d’arétes et n; = le nombre de polygones & k cotés (on a 2n, = > kng).
On peut identifier Z avec 'intégrale de surface (IV.1) discrétisée avec 1'action:

k
E=—-xInN — zk: Nk (lng;C - Elng)

celle ci se rameéne & P’action d’Einstein & condition de poser: In N = —47G et Ape? = Ingy — g Ing.
On a introduit une constante cosmologique Ay couplée & chacune des aires partielles comptant
uniquement les polygones & k cotés. Quant au facteur de symétrie €2, il doit étre absorbé dans la
mesure de sommation dS .

Maintenant que ’on a trouvé une régularisation de l'intégrale de surface (IV.1) , il faut revenir a
la limite continue en faisant tendre la taille des polygones € vers 0.

Remarque: on a régularisé une intégrale de dimension infinie en une intégrale de matrices de
dimension finie N2, on peut donc aussi interpréter N comme un cut-off, qu’il faudra faire tendre
vers l'infini pour passer a la limite continue.

IV.2 Limite continue et points critiques

On souhaite passer a la limite des surfaces continues en faisant tendre le cut-off € vers 0. Afin que
cette limite ne soit pas triviale, il faut que les surfaces qui dominent dans la somme (IV.3) aient
des propriétés compatibles avec celles de bonnes surfaces macroscopiques continues. En particulier
'aire A = n4e? doit étre finie, donc le nombre total de polygones de la surface moyenne < n; >=
>k < mg > doit diverger en 1/€2. D’aprés I'expression (IV.3) de Z, on a:

0lnZ
gk

< ng >= gk

Si 'on veut que < n >— 00, il faut ajuster g, & une valeur critique gy = gk, ou la fonction de
partition Z est singuliere:

Z = Zreg + Zsing avec Zsing ~ (gk — Gke) ™

On aura alors < ng >~ a/(gke — gk ), et il faut définir une constante cosmologique renormalisée
Arg telle que:
9k = Gre — Mkr €

On comprend ainsi la signification physique de la constante cosmologique Axr = 1/L%, elle donne
I’échelle macroscopique des surfaces: ’aire moyenne est d’ordre A ~ aL3.

On peut également calculer 'entropie des surfaces continues, en observant que le passage a la limite
continue signifie donc que la fonction de partition (IV.3) doit étre dominée par les diagrammes
ayant un trés grand nombre de polygones, on ne s’intéresse alors plus qu’au comportement aux
grands ordres n; — oo de la série de perturbations:

Z ~ (ke — 95) ™% ~ > (g /gkc) ™"

s
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autrement dit le nombre de surfaces ayant nj k-gones se comporte en ng_l, c’est & dire que le

nombre de surfaces d’aire A ('entropie) se comporte en A1,

Remarque 1: On va voir dans le paragraphe suivant que tout ce raisonnement est faux car il
n’existe pas d’exposant « tel que Z ~ (g — g.)~ . On peut toutefois passer & la limite continue &
condition de se placer dans la limite N — oo, ordre par ordre en 1/N2.

Remarque 2: Points multicritiques

Jusqu’ici on a supposé pour simplifier qu'une seule des constantes de couplages g était critique.
Dans ce cas, une seule des valeurs moyennes (nj) diverge, et une seule catégorie de polygones
domine dans la limite continue.

Mais on peut aussi se placer & un point multicritique, ot plusieurs constantes de couplages sont
ajustées simultanément 3 leurs valeurs critiques: les surfaces continues ainsi obtenues auront une
structure interne non triviale permettant de modéliser la gravitation en présence d’un certain type
de matiere.

IV.3 Surfaces de topologie fixée

On peut appliquer la procédure de passage & la limite continue du paragraphe précédent en re-
streignant la somme (IV.1) & des surfaces de topologie fixée, ceci grace au développement topologique
de (IV.3) :

o0

7 Z NQ’QhZ[h]

h=0
Zjp) étant la somme sur les surfaces de genre h.
Pour passer & la limite continue, il faut identifier un point critique g., ot Zj;) diverge en (g —g.)~**
Les calculs de modéles de matrices montrent que 'exposant oy n’est pas le méme pour tous les
genres, il dépend de h:

ap = og + a'h

Plus h est grand, plus oy est grand, et donc plus Z, diverge. Cela signifie qu’il n’existe pas
d’exposant « global pour la fonction Z = 2}, Zj,) et que on ne peut définir une limite continue
par la procédure décrite dans la section précédente que ordre par ordre en puissances de 1/N2.
Une des raisons pour lesquelles la limite continue ne peut pas s’appliquer directement & Z, est que
lintégrale matricielle (IV.2) est divergente: le potentiel V(M) n’est pas positif. Il est possible de
calculer Z pour des g < 0, et ensuite de prolonger analytiquement Z en contournant dans le plan
complexe la singularité & g = 0, mais il y a plusieurs fagons de contourner cette singularité, et Z
est mal définie.

On verra plus loin que 'on peut quand méme définir une limite continue pour Z, & condition
de faire tendre simultanément g — g. et N — oo, de facon a compenser la divergence de Zj,) par
le facteur N272h,

Pour résumer, voici comment 1’on procede pour passer a la limite continue: On calcule I'intégrale
de matrice Z (IV.2) , dans un domaine des g, ot elle est convergente. On développe ensuite Z = In Z
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en puissances de 1/N:
Z=3 N**zy
h
et ordre par ordre en 1/N?, on prolonge analytiquement Zjp) dans le plan complexe, en cherchant
une singularité:

Zin) = Zinjreg + Zipjsing aveC iy ging ~ (ke — k)T

La partie réguliere Zjpjreg est mal définie, mais la partie singuliere Z[h] est bien définie pour

sing
chaque h. On consideére alors que I'intégrale de surfaces est donnée par la limite continue de Z[h] sing
(la partie régulieére qui est analytique contribue peu aux grandes valeurs de ny):

—-£&(S
/ dSe (5) = lim Z[(]sing
surfaces de genre h €=

Il n’existe pas de démonstration rigoureuse et générale du fait que cette méthode permette effec-
tivement de calculer une intégrale de surfaces en dehors du fait que pour un certain nombre de cas,
les méthodes continues en théorie des cordes redonnent les mémes résultats (les mémes exposants
critiques).

On va maintenant voir sur un exemple simple comment ceci fonctionne. Pour cela, on utilisera

des résultats du chapitre III sur les techniques mathématiques de calcul des intégrales de matrices.

IV.4 Exemples: surfaces sphériques

On se place dans la limite N — oo qui permet de se restreindre aux surfaces sphériques de genre
h=0:

1
20 = o 02

Pour simplifier on supposera que I'on ne fait varier qu’un seul des g;. La partie singuliere de Zj
se comporte en loi de puissance:

Z10)(9k) ~ (gke — g)* "

avec un exposant v appelé susceptibilité de corde. Lorsque ’on développe Z en puissances de g,
aux grands ordres la série est dominée par la singularité:

an (9k/gke)™

Le coefficient de g;* compte le nombre de surfaces ayant nj polygones. On en déduit que la fonction
de partition des surfaces d’aire A fixée se comporte en:

Z ~ A3

On va maintenant voir comment les techniques matricielles peuvent s’appliquer & un exemple con-
cret:
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Exemple: surfaces ouvertes

Considérons ’ensemble des surfaces discrétisées formées en collant des carrés de coté e, elles sont
engendrées par une intégrale de matrice Z = In Z avec un potentiel quartique:

. —N tr V(M
Z:/dMe V(M) avec V(M):%M2—%M4

2

chaque surface de genre h formée de n carrés, c’est & dire d’aire ne“, contribue a4 Z avec un poids

%N 2=2hgn_1,aire moyenne est donc:

0
A=én)=eg—InZ
9y
Pour pouvoir passer a la limite continue € — 0, il faut que le résultat reste fini, et donc que la dérivée
de In Z diverge en 1/¢?. On a vu que Z possede des singularités en loi de puissance Z ~ (g —g.)? 7,
ce qui signifie InZ ~ (2 — v)In (g — g.) et donc

62

A~ (2_7)9/9.:—1

On est donc amené & définir une constante cosmologique renormalisée A par g/g. — 1 = Ae?.
Ly=1/ VA définit alors la taille caractéristique de la surface, I’aire moyenne est d’ordre A ~ L%.

Considérons maintenant ’ensemble des surfaces ouvertes de périmétre L. = 2le, dont la fonction
génératice est:

1o = %< trM2l>

Leur aire moyenne est
0
A(L) = € g—Int
(L)=¢€yg g Nty

Dans la limite sphérique N — o0, la méthode du col (part.IT1.2) permet de calculer la résolvante
w(z) = Yt /z2l+1, et donne une expression exacte des ty;. A partir de la on peut passer a la
limite continue € — 0, en renormalisant le paramétre g (la constante cosmologique), et en déduire
I’équation d’état macroscopique reliant I’aire A(L) d’une surface & son périmeétre L.

L’équation (II1.20) de la méthode du col donne la résolvante sous la forme:

Z % =w(z) = % (V’(z) — M(z)V2%— a2)
=0

ici, on a V'(2) = z — g23, et M(2) est un polynéme de degré 2 de la forme M(z) = —g (2? +c). Les
parameétres ¢ et a sont déterminé par la condition w(z) ~ 1/z quand z — oo, ce qui implique:
2
c=a*/2—1/g et a2=3—(1—\/1—129)
g

On peut alors développer w en puissances de 1/z, ce qui donne les #;:

21!

! a2 I+1
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L’aire moyenne des surfaces de périmetre L = 2le est alors:

1-I=12g
1+(+1)y/I-12g

On aimerait maintenant passer & la limite continue € — 0, tout en gardant L et A finis. Ceci

0 1
.A(L) = 6298__9 Inty = 562 l(l + 1)

implique de choisir un point critique g — g. = 1/12, avec la loi d’échelle g — g. ~ €. On définit
donc une constante cosmologique renormalisée A = 1/L2 par:

1
= —(1-Aé
9= 15( €)
On trouve alors: 2
1
T 3L;

Tant que L < Lo, la surface ressemble & un disque lisse dont 'aire dépend quadratiquement du
périmetre: A ~ L?. En revanche si L > L l'aire se comporte linéairement dans le périmétre:
A ~ LLg, c’est & dire que 'on a une surface avec un bord trés complexe. Tout se passe comme si
la surface était constituée de bandes de largeur L.

100 N

Cette description est confirmé en calculant I’aire d’une surface cylindrique & deux bords de longueurs
Let L': A~ Ly(L + L), ce qui correspond & un cylindre de hauteur Ly.

IV.5 Double limite d’échelle

On vient de voir, que l'interprétation de l'intégrale de matrices Z comme intégrale de surfaces
ne peut se faire qu'ordre par ordre en 1/N?2, c’est & dire & genre fixé. Or on s’est intéressé & la
gravitation quantique bidimensionnelle dans le but de comprendre le role joué par la topologie dans
la sommation sur les surfaces, et en théorie des cordes les surfaces de genre non nul sont essentielles
puisqu’elles représentent les vertex d’interactions des cordes. Il apparait donc trés important de
pouvoir sommer sur des surfaces de tous les genres.
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On va voir que ceci est possible dans une double limite continue ou les deux cut-offs € (cut-off
microscopique) et 1/N (cut-off sur le nombre de degrés de liberté) tendent vers 0 simultanément
avec une loi d’échelle N%¢? = O(1). En pratique, il s’agit de compenser la divergence des surfaces
de grande topologie (g — g.) " par le facteur N272~,

La fonction de partition régularisée contenant toutes les topologies est:

o o0

Zsing = Z NQ_QhZ[h],sing = Z N2_2h(9c —g) C[h]
h=0 h=0

On observe que le point critique g, est commun a tous les Zp ( la limite continue € — 0 ne dépend
en effet que de I'aspect local de la surface et pas de sa topologie) et les exposants «y, dépendent
linéairement de h selon ap = (7 — 2)(1 — h). Ces propriétés font que la fonction de partition Zsing

ne dépend en réalité que de la variable k = N(g, — g)' /2

o0
2-2h
Zsing = Z K )
h=0

Il est donc possible de faire tendre & la fois N — oo et g — ¢, tout en gardant la contribution de
tous les genres h, il suffit de choisir k fixé d’ordre 1. Pour passer & la limite continue il faut que
I'aire

, Or0ln Zsing(”)

0

2

.AN € ga—ganSing = € gca—g aﬁ
reste finie, ce qui implique e2N/(1=7/2) = O(1). Ceci définit ce que I'on appelle la double limite
d’échelle.

Finalement, on a ramené le calcul de 'intégrale de surfaces (IV.1) & I’étude d’une fonction
Z(Kk) =Y n2_2hC[h] (k est relié & la constante gravitationnelle renormalisée).

En pratique, on préfere travailler avec la variable 7 = /(1772 = (1 — g/g.) NY/(1=7/2) et
étudier la dérivée seconde de Z:

La méthode des polynémes orthogonaux (part.II1.3) pour le calcul des intégrales de matrices permet
de trouver une équation différentielle non linéaire dite équation des cordes satisfaite par U(7).

Par exemple, pour la gravité pure on calcule une intégrale sur des surfaces sans matiere, u
satisfait une équation de Painlevé:

1
JU"+3U° =7

Si 'on s’intéresse & la gravitation en présence de matiére, on doit calculer une intégrale sur des

surfaces ayant une structure interne, et ’on trouve d’autres équations de cordes, dépendant de la

charge centrale de la matiére. Les théories conformes permettent de classer les différents types de

matieres (les modeles minimQaux) en fonction de deux entiers p et ¢ premiers entre eux, la charge
(p—q)

centrale étant ¢ = 1 — 6=~ (la gravité pure est le modele (3,2)).

On va maintenant voir une méthode pour obtenir ces équations de cordes.
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IV.6 Equation des cordes

Il existe deux facons équivalentes de formuler la. mécanique quantique et la théorie des champs:
d’une part la méthode des intégrales de chemins, que 'on a traduit en intégrales de surfaces pour
la théorie des cordes et d’autre part la méthode opératorielle.

Toutes les observables peuvent étre représentées par des opérateurs dont le spectre donne I’ensemble
des valeurs physiquement mesurables. Dans la limite classique, tous ces opérateurs commutent, ils
sont simultanément diagonalisables, ils peuvent donc étre remplacés par des nombres et redevien-
nent les observables classiques comme les coordonnées et les vitesses. Dans le cas quantique, ces
opérateurs ne commutent pas, et les variables canoniquement conjuguées (par exemple les coor-
données g et les impulsions p) satisfont une relation canonique:

[p,q] = ih

De la méme facon il existe un tel formalisme opératoriel en théorie des cordes et celui ci peut
étre construit explicitement & partir des modeéles de matrices.

IV.6.1 Modele & une matrice

J’ai déja exposé en détail ce formalisme dans la partie IT1.3.6 concernant la résolution du modeéle &
une matrice par la méthode des polynoémes orthogonaux. Rappelons que cette méthode transforme
le calcul d’une intégrale de matrices en un probléme de mécanique quantique & une dimension et
fait naturellement appel & des opérateurs qui sont les suivants:

-Topérateur A qui multiplie la fonction d’onde 1()) par A (A est une valeur propre de la matrice)
lopérateur P = %8/ O\ qui dérive par rapport & la valeur propre A.

Tls satisfont la relation de commutation canonique [P, A] = 1/N.

Dans la limite continue (double limite d’échelle g — g. et N — 00) ces opérateurs deviennent
essentiellement des opérateurs différentiels:

Aoa.+K*2Q +0(K*Y) on Q=d>+2U(r)
~ 2m—2
et P K™ P+OKPY?) o P=d"T4pUd®™t+ Y Vi(r)d*
k=0
7 est la limite continue de I'opérateur 7 comptant les niveaux d’énergie du systéme (c’est a dire le
degré des polynémes orthogonaux), renormalisé par un facteur N 9,
n

NZI—N_(ST

d = d/dr = +d/dn est la limite continue de I'opérateur de changement de niveau conjugué a 7 et
K est le facteur d’échelle K = N° 1.

La relation de commutation canonique [15, 5\] = 1/N montre que ’exposant § vaut (2m+2)/(2m+3),
elle permet également de calculer tous les coefficients inconnus Vi (7) de 'opérateur P et donne une
équation différentielle pour la fonction U(7):

P=(Q™"Y?), e  RpaU)=rt
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ol Ry,+1 est le polynéme différentiel de Gelfand-Dikii que j’ai défini dans la partie IT1.3.

On peut donc obtenir suivant la valeur de m une famille de fonctions U(7). le nombre m
représente le degré de criticité du potentiel, c’est a dire combien de constantes de couplages sont
devenues critiques. Les points multicritiques des modeéles de matrices modélisent des surfaces con-
tinues constituées de plusieurs sortes de polygones, elles comportent donc de la matiere, et m est
relié & la charge centrale de cette matiere:

1
m:ﬁ(7—c+ (1—-1¢)(25—¢)) cest A dire  c¢=1-3(2m —1)%/(2m +1)
Le modele & une matrice ne permet d’atteindre qu’un gamme assez limitée de valeur de ¢, notament
on a toujours ¢ < 0.

IV.6.2 Autres modéles de matrices

Il existe d’autres modéles, faisant intervenir plusieurs matrices couplées, dont les points critiques
sont classés par deux entiers p et g et qui modélisent une théorie des cordes de charge centrale
c=1—-6(p— q)?/pg. Ces modeles sont beaucoup plus généraux puisqu’ils permettent d’atteindre
tous les ¢ rationnels < 1. De plus, ces modeéles peuvent également étre résolus par la méthode des
polynomes orthogonaux, et peuvent étre formulés dans la double limite d’échelle & l'aide de deux
opérateurs différentiels P et () canoniquement conjugués ([P, Q] = 1) de degrés p et ¢:

p
P=d"+pUdt—2+ )y Vd*
k=3

q
Q=d"+qUd" %+ Upd?*

k=3
La relation de commutation [P,Q] = 1 permet de calculer tous les U et Vi, et d’obtenir une
équation différentielle pour U (7).
exemple
Le modele d’Ising (3,4) est décrit par:
3 5
P:d3+3Ud+§U' . Q=d"+4Ud% +4U'd +2U? + §U”

et I’équation des cordes est
1
EU(‘*) + gU’Q +3UU" +4U3 =1

IV.6.3 Limite classique 7 — oo

La limite classique ou limite sphérique N — oo est équivalente & 7 — oo car 7 = N1/(1-7/ 2)(1 —
9/9c). Comme en mécanique quantique, la limite classique est obtenue en remplagant les commu-
tateurs par des crochets de Poisson:

oPOQ 0POQ

{P’Q}:%a_T_E%_l

80



On peut encore simplifier cette équation en remarquant que pour 7 — oo les fonctions U, Uy et
Vi se comportent en lois de puissances et & I'ordre dominant on a Uy ~ U* et V}, ~ V¥, P(d,7) et
Q(d, 7) peuvent donc étre remplacés par des polynémes homogéne en UP/? (resp.U%/?) et en d 2,

on posera.
P=UP2P(5) = (U (51’ —pdP2 4 .. )

Q=U"2Q(8) = (-U)/? (87— g67? +...)
avec § = (—U)~/2d. Le crochet de Poisson devient simplement:
1= {P,Q} =U'UP I (pP(5)Q'(9) - 4Q(O)P'(5))
On en déduit le scaling de U ~ 777 avec 'exposant vy = —2/(p+ ¢ — 1), et '’équation polynomiale:

pP(9)Q'(d) — qQ(8)P'(6) =1

Cas unitaire p=qg+1

Dans ce cas, on peut trouver explicitement les polynémes P et (), ce sont des polynémes de
Tchebytchef:

P(§ =2cos ) = 2cospp et Q(2cos ) =2cosqp (IV.4)

11 suffit de vérifier qu’ils ont le bon crochet de Poisson.

Cas pseudo-unitaire p= (2m + 1)g+ 1

Il y a un autre cas ou I'on sait exprimer les polynémes P et @), c’est le cas pseudo-unitaire p =
(2m + 1)g £ 1. Dans ce cas, @ est un polynoéme de Tchebytchef:

Q(2cosp) =2cosqyp

P(2cosp) =37k ( P ,éq ) 2cos (p — 2kq)p (IV.5)

Cas g=2

Le cas ¢ = 2 est le cas du modele & une matrice. On a alors Q = d? + 2U méme sans passer i la
limite classique 7 — oo, et donc Q(§) = 62 — 2 qui est bien le deuxi®me polynéme de Tchebytchef.
On a vu que 'opérateur P de degré p = 2m + 1 est donné par (QP/?), et dans la limite classique
il devient:

2m + 1! & k!

PO = oyt 2 G = Ry1 @k + 1) (=2)fa (IV-6)

Tous ces résultats vont étre utilisés dans le chapitre suivant.
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Chapter V

Instabilités, comportement aux
grands ordres et instantons

On aimerait maintenant étudier la fonction de partition Z (k). Celle ci a été définie par une série
de puissances de x (le développement topologique):

Z = Z K22k C[h] (V.1)
h=0

On va voir que cette série est divergente, car aux grands ordres [66], le terme général se comporte
en ([ ~ (2h)!. Ceci est lié au fait que le nombre de surfaces de grand genre h augmente comme
(2h)!.

Cependant, on peut aussi calculer Z (k) d’une fagon non perturbative comme la double limite
d’échelle (d.l.e) d’une intégrale de matrices:

Z(k) = lim InZ
d.le

11 doit donc étre possible de resommer la série asymptotique (V.1) . Ceci peut se faire par la méthode

k=N(g—gc)1=/?

de Borel, et donne lieu & une interprétation intuitive liée & 1’effet tunnel en mécanique quantique,
et aux instantons qui sont les modes evanescents permettant U'effet tunnel [63, 64, 68].

V.1 Séries asymptotiques

Une fonction f(z) qui n’est pas analytique en z = 0, mais est analytique dans un secteur [Arg(z)| <
a peut avoir un développement asymptotique dans ce secteur:

flz)~Y a4, (V.2)
n
a condition qu’a tout ordre IV, il existe une majoration uniforme:

< CN|$|N+1

N

n=0
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Cette inégalité exprime que le développement limité (V.2) est une bonne approximation de f au
voisinage de l'origine, mais il n’y a pas égalité et ce développement ne définit pas une unique fonction
f. En effet, on peut ajouter & f n’importe quelle fonction €(z) bornée par |¢(z)| < min,, C,|z|" .

Par exemple, il suffit de penser & la fonction e(z) = e ¥ Elle admet pour Rez > 0 le
développement en série de Taylor e(z) = 0.

Toutefois, sous certaines hypotheses, et si ’on veut que le secteur dans lequel f est analytique
soit maximal, on peut définir une unique fonction f. En particulier, si le terme général A,, se
comporte en A, ~ (fn)! alors dans un secteur angulaire |[Arg(z)| < «a tel que a > f7/2, la
série asymptotique définit une fonction unique. La méthode de sommation de Borel permet de
reconstruire cette fonction.

V.2 Sommation de Borel

On voudrait retrouver la fonction f(z) & partir de son développement asymptotique (V.2) f(z) =
> nx™Ay. On suppose de plus qu’il existe un nombre [ tel que la transformée de Borel de f, définie

par
A,

Z B,z" Z )l " avec B, = A, /(Bn)!

ait un rayon de convergence fini. C’est par exemple le cas si le terme général de la série se comporte

aux grands ordres en:

Ay ~ r(Bn)!

Le rayon de convergence de g(z) est alors |r|, et dans le cas le plus courant cela signifie que g(z)
posséde un pole ou une singularité essentielle en x = 7.
Voyons comment remonter de la connaissance de g & celle de f:

ZAnw Z Bn)!Bpz"™ 2/ dttPre tBn:v"

et donc:
o
- / dte " g(at®) (V.3)
0

Pour que cette intégrale soit bien définie, il suffit que la demi droite [0,z) ne contienne aucune
singularité de g. En particulier, si ’on s’intéresse & z réel positif, il suffit que g n’ait pas de singularité
sur I'axe réel positif. Le critére de sommabilité de Borel, est alors:

r & [0, 00]

Ceci se comprend intuitivement & partir du comportement aux grands ordres de A, ~ r~"(8n)!:
si r est négatif ou complexe on va avoir une série alternée ou oscillante et ’on congoit qu’il soit
possible de la resommer, en revanche si r est positif tous les termes de la série sont positifs et la
somme diverge nécessairement.
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Lorsque r est réel positif, on peut quand méme tenter de calculer f(z), & l'aide de (V.3), en
déformant le chemin d’intégration dans le plan complexe, de facon & éviter la singularité en zt? = r.
On peut définir ainsi deux fonctions suivant que ’on contourne la singularité par le haut ou par le
bas. Leur différence est:

(f)l/ﬂ e_(r/gc)l/ﬂ o cte =Res(g(s))

) 1
e(z) = fr(z) — f-(z) = 2im cte ﬂ_ "

r

_ 1/8
Elle est d’ordre exponentiel e (r/z) .

Résumons: Pour savoir si une série asymptotique peut étre resommée par la méthode de Borel,
il faut chercher les poles et singularités de sa transformée de Borel. Si il existe une singularité sur
I’axe réel positif, alors la série n’est pas Borel-sommable. Les ambiguités de la resommation, c’est &
dire les différences entre fonctions ayant le méme développement asymptotique, sont des effets non
perturbatifs, d’ordre exponentiel.

Remarquons encore que la méthode de Borel permet inversement de calculer les coefficients

1 @ elx)
An = %/0 dzx $n+1

V.3 Interprétation: instantons

Ay, & partir de la fonction e(z):

V.3.1 Instantons en mécanique quantique

La mécanique quantique peut étre formulée en termes d’intégrales de chemins:

—iS/h
Z = Z e /
trajectoires

Dans la limite classique i — 0, la trajectoire qui contribue le plus est donnée par la méthode du
col, c’est celle qui rend P’action extrémale (principe de moindre action de la mécanique classique).

—iSo/h
7~ o 50/ ott Sy = minS
h—0

On peut raffiner cette approximation classique en tenant compte des fluctuations autour de Sy,
c’est la limite semiclassique du type WKB:

1 —iSo/h
€

Cette approximation est exacte pour une action est quadratique, mais sinon on peut développer
. . , - —iSo/h
perturbativement Z en puissances de h, en développant S en série autour de Sp: Z ~ Age o/
ou Ag est une série en h.

Ce faisant on n’a tenu compte que du voisinage de Sy, or il peut exister d’autres extréma, locaux

de Paction, pour lesquels on aurait pu effectuer les mémes développements:

—iSo/h —3S1/h
’ 0/ + e ’ 1/ 4 ...

Z ~ A()e Al
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et donc:
—15)

InZ ~

—i(Sy — o)/
+lnA0+ln<1+e i(S1 0)/>+

—iSo ~i(S1 —So)/h

InZ ~ +InAy + e

On observe que l'effet des autres extréma de ’action est exponentiel, et ne peut pas se développer
en puissances de h, c’est un effet non perturbatif.

L’interprétation de ces termes exponentiels est ’effet tunnel: on consideére en effet que S1 — Sg
est ’action d’une particule ( appelée instanton) qui va de ’état fondamental Sy & I’état S1, elle doit
pour cela franchir une barriére de potentiel (puisque Sy et S; sont deux minimas), et son action
est imaginaire. Cette particule capable de franchir des barriéres de potentiel décrit donc un effet
tunnel, qui est exponentiellement petit.

Tout ceci fait le lien avec la méthode de sommation de Borel décrite au paragraphe précédent:
In Z est une série asymptotique, elle n’est pas entiérement décrite par son développement per-
turbatif. Les ambiguités de resommation sont des termes exponentiellements petits liés & un effet
tunnel.

V.3.2 Instantons et modéles de matrices

On peut appliquer les mémes considérations pour les modeles de matrices [67], ou le role de & est

tenu par 1/N2.
.z _N tr V(M)
Z=e = /dMe

En intégrant sur les composantes angulaires de M, on peut réécrire Z comme la fonction de partition
du gaz coulombien de valeurs propres (cf part.I11.2):

_NZE(A)

5 N
zZ=[[Tane
=1

1 2
avec £ = N ZV(’\i) - N2 Zln|/\i — A (V.4)
1 1<J

A T'ordre dominant, la méthode du col donne Z ~ —N2&; ol le col &, est obtenu en considérant
que toutes les valeurs propres A; sont dans leur position d’équilibre, F; = —9£/0)\; = 0, et avec
une énergie minimale. Les valeurs propres forment alors un cristal au fond du puits de potentiel V,
la distance entre deux valeurs propres successive est d’ordre 1/N.

On peut essayer de raffiner ’approximation de la méthode du col en développant perturba-
tivement Z en puissances de 1/N au voisinage de &, c’est le développement topologique:

T o~ ZNQ—th[h]
h

Mais ce calcul perturbatif ne tient pas compte des autres cols et des instantons traduisant 1’effet
tunnel entre les différents cols.

Par exemple, on peut trouver un autre col d’énergie £; en déplacant seulement une valeur propre
ple, b g plag
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et au lieu de la mettre avec les autres au fond du puits de potentiel, on la place dans un état
d’équilibre instable au sommet d’une barriére de potentiel:

\%

La différence d’énergie £ — &y est alors d’ordre 1/N et la contribution de I'instanton est d’ordre
e_N: NT
Z~Y NPz +oe +...

h

Dans la double limite d’échelle, Z ne dépend que de la variable Kk = N(g. — g)1_7/ 2 et 1'on

peut écrire:
Z~RTMG 4 e 4.
h

Tout ceci explique que la série topologique est une série asymptotique, et qu’il existe des ambiguités
non perturbatives données par les instantons. Pour savoir si cette série asymptotique est Borel-
sommable, il faut calculer Z I’action de I'instanton:
- si T est complexe ou négative, alors la série de perturbation Z = 3 k272"(;, peut étre resommée
sans ambiguités, et elle est équivalente & celle donnée par les modeles de matrices.
- si 7 est réelle positive, la série n’est pas Borel sommable, ce qui signifie que I'on ne connait pas
le lien exact entre intégrale de surfaces et intégrale de matrices autrement que ordre par ordre en
perturbations.

Action de ’instanton

Au voisinage d’un point critique correspondant & la limite continue d’une théorie des cordes (p, q),
laction de l'instanton se comporte en (g — gc)1_7/ 211 est possible de I’écrire sous une forme
universelle en remarquant que la chaleur spécifique U(g) = 0%/89?(g9%>Z) se comporte en (g —g.)™":

0

3—991 =—14/U(9) (V-5)

le coefficient r ne dépend alors que de p et g et pas des détails du modele: il ne dépend pas de la
valeur de g. ni du potentiel V' utilisé pour atteindre le point critique.

Les deux principales méthodes de calcul de r sont les suivantes:
- I'une est issue de la méthode du col, elle ne s’applique donc que pour le modéle & une matrice
q = 2, et aussi pour le modele O(n). Il s’agit de trouver quels sont les cols secondaires de la méthode
du col, c’est & dire trouver comment déplacer une seule valeur propre du puits de potentiel jusqu’au
sommet d’une barriere de potentiel.
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- autre méthode, est basée sur le fait que la dérivée seconde de Iénergie libre U(g) satisfait
dans la double limite d’échelle une équation différentielle, celle ci contient des informations non
perturbatives et doit permettre en particulier de calculer r. Cette méthode ne s’applique pas au
modele O(n) qui n’a pas de formalisme opératoriel.

V.4 Calcul de P’action de I’instanton par la méthode du col

Je vais traiter ici le cas du modéle & une matrice, le cas du modéle O(n) a constitué une part
importante de mon travail de these et est décrit dans [75] et dans VIL.1.

modele 4 une matrice

Je supposerai que l'on a introduit une température 7' en changeant le potentiel V en V/T et je vais
rappeler les principaux résultats de la partie I11.2 qui avaient permi de trouver le col dominant &.
La fonction de partition (V.4) est celle d’'un gaz formé par les N valeurs propres de M placées
dans un puits de potentiel V/T, et se repoussant deux & deux avec une force coulombienne en
1/N(Xi — Xj). La force subie par la valeur propre \; est:

0 . 2 1
v V(A,)/T-l—mg)\i_/\j (V.6)

Fy=-N

Le col &y est un état d’équilibre F; = 0 et dans la limite N grand il décrit une densité continue
de valeurs propres p()A) avec un support fini [a,b] dans le puits de potentiel. Pour calculer p, on a

introduit la résolvante
1 1

b

c’est une fonction analytique dans le plan complexe coupé le long de [a, b] et qui vérifie ’équation
du col F; =0:

0=V'(\)/T —w(X—i0) — w(X+10) pour tout A € [a, b]
La solution de cette équation est de la forme (II1.20) :

1

w(z) = o

(V’(z) — M)z —a)(z - b)) (V.7)

ou M est une fonction réguliére sur [a,b]. On obtient ainsi le col & qui a I’énergie minimale.

L’instanton qui va contribuer le plus est obtenu comme un autre état d’équilibre (F; = 0) dont
Iénergie £ est la plus proche possible de &. Un tel col est obtenu en ne déplacant qu’une seule
valeur propre par rapport a 1’état fondamental. Supposons que I’on déplace la valeur propre A; qui
se trouvait a 'extrémité a du support de p. Comme les autres valeurs propres ont trés peu bougé,
la résolvante w(z) n’a pas changé, et '’équation du col F; = 0 s’écrit:

0=-V'"(\1)+2w(\1) c’est a dire avec (V.7): M(\1) =0
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L’action de l’instanton est alors:

1 . (MoE. 1 o
NI=& &= Zrdi=5 [ (200) - V'()/T) dx

On peut remarquer en utilisant (IT1.33) qu’il est plus facile de calculer la dérivée de Z par rapport
a la température T":

OTT (M dX

or a VO—a)(x—0)

Lorsque l'on se trouve tres proche d’un point critique 7' — T, les valeurs propres dans ’état

ou A\; est tel que M (A1) =0 (V.8)

fondamental & sont sur le point de franchir une barriere de potentiel donc \; est trés proche de a.
11 suffit alors de connaitre M ()) seulement au voisinage de a, or on a vu dans la partie II11.2 que la
fonction M (z) prés du point critique a(7") — a. et pour z proche de a prend une forme universelle:

M (z) = cte Pol l(z —a)™ (1 _a-— ac>_l/2]

Z— G

On pose A\ = a. + (a — a.)(1 — z) et = est déterminé par I’équation polynomiale M (A1) = 0 qui

0= ( m+ 1/2 ) ()

k=0
Pour écrire I'action de linstanton (V.8) sous la forme (V.5) il faut utiliser (II11.35) : U(T) ~
Ue+ 25— et V(A1 — a)(A1 = b) ~ Vb, — ac\/a — a. /7 ce qui donne xz = /8, et r est obtenu par
une équation polynomiale universelle (qui ne dépend que du degré m du point critique):

peut s’écrire

= k!
> (D' rh =0 (V-9)
= 2k (m — k) (2k + 1)!
On peut aussi écrire r = 21/2sin ¢ et
3 ( ka“ >sin(2m—2k+1)<p =0
k=0

Par exemple pour m = 1 on trouve r = 2v/3 ce qui montre que le modele (3,2) est instable, il n’est
pas Borel-sommable car r est réel positif.

Pour le modele (5,2) correspondant & m = 2 on ne trouve que des valeurs de r complexes: 72 =
10 + 24+/5.

De fagon générale [65] pour m = 2k + 1 impair ’équation (V.9) admet toujours une solution r réelle

positive et les modeles (4k + 3, 2) sont instables, et pour m pair les modéles (4k + 5, 2) sont stables.

V.5 Calcul par les équations de cordes

L’autre méthode de calcul de r utilise le fait que la dérivée seconde de la fonction de partition
*Z

=352 avec 7= NYA=1/2) (g —g.)
.

U(r)
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satisfait une équation différentielle non linéaire qui contient des informations non perturbatives
[66, 65].

En effet, si deux fonctions U, et U_ obtenues par la méthode de Borel ont le méme développement
perturbatif, elles satisfont toutes deux I’équation des cordes. Leur différence ¢(7) = U4 (1) — U_(7)
qui est exponentiellement petite dans la limite 7 grand

€(T) ~ exp (—r /T mdt>

satisfait alors I’équation différentielle linéarisée et implique une équation algébrique pour r.

Pour déterminer cette équation algébrique, il est utile de revenir a la facon dont sont obtenues les
équations de cordes:

Pour un point critique de type (p, q), on a deux opérateurs différentiels P et @) de degrés p et ¢

1
P=dr— %’(Udp—2 + &) + S U+ &) 4

1
Q=d7- g(qu—2 +d177D) 4 S (Vid® T+ I

qui satisfont la relation de commutation canonique:

Cette relation de commutation entraine des équations différentielles entre les Uy(7) et les Vi (7) et
en particulier donne I’équation des cordes pour U(7).

L’équation pour €(7) est obtenue en écrivant que U est U + € sont toutes deux solutions. On cherche
donc des opérateurs P + AP et @ + AQ:

P+AP=d" -5 ((u+ed? 2+ d 2(U+e)) +...
et Q+AQ:dq—g((U+e)dq—2+dq—2(U+e)) t...

tels que [P+ AP,Q+ AQ] = 1.
Au premier ordre on a donc:

[P,AQ]+ [AP,Q] =0

C’est cette relation de commutation linéarisée qui permet de déterminer e. Elle se simplifie dans la
limite classique 7 — oo en remplacant les commutateurs par des crochets de Poisson. En effet dans
cette limite les Uy, et les Vj, sont d’ordre U* et P et (Q deviennent des polynémes dans la variable
réduite § = d/VU:

P(U,d) ~UP?P(§) ,  Q(U,d) ~UY2Q(6)

(Remarquons que cette propriété d’homgénéité d ~ /U permet de comprendre pourquoi € ~
—ry/Ue). Compte tenu des propriétés d’hermiticité et d’homogénéité de P et @, on cherche AP et
AQ de la forme:

AP = ¢R(d) + R(d)e ~ UP/? (eR(5) + R(6)e)

AQ = eS(d) + S(d)e ~ U2 (eS(6) + S(6)e)
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On peut alors calculer le commutateur [P + AP,Q + AQ] — [P, Q] en remarquant qu’a l'ordre
dominant ¢ et U commutent ( [§,U] ~ U'/v/U ~ 77177/2 5 0) et le commutateur de e et de §
vaut [0, €] = re d’ou pour toute fonction f(d): f(d)e = ef(d — r). Calculons alors le commutateur
P, AQ]:

[P, AQ] = UPT/2[P(§),eS(8) + S(6)e] = UPT9/? (PeS + PSe — eSP — SeP)

= UPT9/%¢ (P(§ — r)S(6) + P(6 — 7)S(6 — ) — P(8)S(8) — P(8)S(6 — 1))
Finalement ’équation [P, AQ] + [AP, Q] = 0 devient:

(P(6 =) = P(8)) (S(6 =) + 5(8)) + (Q(6 — ) — Q(6)) (R(§ — 7) + R(5)) =0

étant donné que P et () sont des polynomes de degrés p et g, et que R et S sont au plus de degrés
p— 2 et g — 2, cette identité implique que P(6 —r) — P(6) et Q(§ — ) — Q(4) ont au moins une
racine commune dyg. On obtient donc un systéme de deux équations & deux inconnues:

P(éo—r1)=P(0) et Q0 —r)=CQ(d) (V.10)

Ce systeme suffit & déterminer r & condition de connaitre les polynémes P et Q).

Cas des modéles unitaires p=q+ 1
Dans ce cas, on sait que P et @) sont des polynémes de Tchebytchef (cf eq.IV.4):
P(8) = 2cospyp et Q(8) =2cosqy avec d =2cosp

en posant dy = 2cos g et dg — 7 = 2cos 1. On obtient cospy; = cospyy et cosqp; = cosqpy ce
qui implique @ — 1 = 2n7/p et Yo + p1 = 2mm/q et donc:

r = 4sin (nm/p) sin (mm/q)

ceci montre que les modeéles unitaires sont tous instables. Ce résultat n’est pas trés surprenant car
on veut que dans le développement topologique, toutes les surfaces aient un poids positif. Or aux
grands ordres (j, ~ r?(2h!) ce qui suggére que r doit étre positif.

Cas pseudo—unitaires p = (2m + 1)g £ 1

Dans ce cas, Q@ est encore un polynéme de Tchebytchef:

Q(d) = 2cos gy

ce qui implique que r peut encore s’écrire sous la forme r = 4sin (n7/q) sin ¢ mais cette fois, ¢ est
calculé avec l'expression (IV.5) :

flp) = f: ( p,éq > sin (p — 2kq)p =0
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Pour savoir si le modeéle est stable ou non, il suffit de voir si cette équation f(p) = 0 admet une
solution sin ¢ réelle positive. Or f vérifie une équation différentielle (qui provient du crochet de
Poisson {P,Q} = 1):

pf(p)(cosqp)’ — qf'(p)cosqp = cte cos ¢

ce qui implique lorsque ¢ > 3 que f(7/2q) et f(37/2q) sont de signes opposés et donc que f s’annule
pour une valeur réelle de . Dans ce cas il existe toujours une valeur de r réelle positive et le modele
est nécessairement instable.

Casg=2et p=2m+1
Dans ce cas on a Q = §% — 2 et P est donné par (IV.6):

1 & 1
PO = oyt 2 G — Ry 2k 1 1) (=)o

L’équation déterminant P’action de Iinstanton r se réduit alors & P(r/2) = 0 (qui est identique
a I’équation donnée par la méthode du col). Celle ci admet toujours une solution réelle positive
lorsque m est impair. On en déduit que les modeéles (4k + 3,2) sont instables alors que les modeéles
(4k + 1,2) sont stables [65].

Autres cas

Pour les modeéles (p,q) qui n’entrent pas dans I'une des classes précédentes on ne connait pas
I'expression générale des polyndémes P et @ et il faut procéder au cas par cas puis résoudre le
systéme d’équations (V.10) . Par exemple considérons le modele (7,4):

P(8) =67 —76° +1486% — 75 £ 7,/2/3(6% — 36) — 76

Q) = &' —48” + 2+ 4\/2/3

L’équation pour r s’écrit alors en posant 72 = 4(2 — z):

8z3 — 2022 + 6 = £7,/2/3(2z — 1)

et posséde une solution 7 > 0

91



Chapter VI

Modele O(n)

V1.1 Introduction

Modeéle O(n) sur réseau régulier

Le modéle O(n) est une généralisation du modele d’Ising, il a été tres étudié et constitue un cas
d’école en mécanique statistique [71], il se définit ainsi:

chaque site ¢ du réseau porte un “spin” 5_'; qui est un vecteur de dimension n et de norme |§,|2 =n,
les spins voisins interagissent avec une énergie £ = —S_’;-.,S_"j qui ne dépend que de 'angle entre les
deux vecteurs, donc qui est invariante par le groupe de rotations O(n).

La fonction de partition de ce modele s’écrit

Zow@® =3 [ & (VL1)

{Si} <>
En fait dans toute la suite ce n’est pas ce modéle que je vais considérer mais le suivant:

2@ =3 II (1+85.5) (VL.2)

{S;} <is>

Pour le modele d’Ising (n = 1) (VL.1) et (VI.2) sont équivalentes (Zp(1)(8) = cte Z(tanhpg)) a

condition de changer 8 en tanh 3. En effet le produit S;.5; ne peut prendre que les valeurs +1 et

S;.S;
poi 7 = cosh 3(1 + tanh 8S;.S;).

Pour le modéle O(n) général on peut effectuer une transformation analogue de la fonction de

donc e

partition (VI.1) en développant I'exponentielle sur les invariants du groupe O(n), la fonction de
partition (VI.2) est obtenue en ne gardant que les invariants quadratiques. Cette approximation
n’est toutefois pas cruciale car on peut montrer que lorsque |n| < 2 (VIL.1) et (VI.2) conduisent
a la méme limite continue, c’est a dire que ces deux modeéles appartiennent & la méme classe
d’universalité, ils ont les mémes comportements critiques et exposants critiques.

Les méthodes diagrammatiques et d’autres méthodes de physique statistique comme le groupe de

renormalisation ainsi que des simulations numériques permettent de trouver les comportements
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critiques du modele O(n) [72]. Celui ci posséde en effet des transitions de phases du second ordre
analogues a la transition de Curie du modele d’Ising et les exposants critiques peuvent étre calculés
par des méthodes de théories conformes. Il existe aussi une transition particuliere lorsque n — 2,
c’est la transition de Kosterlitz—Thoules [79]. En effet il est facile de définir la fonction de partition
du modeéle O(n) pour des valeurs non entieres de n, on s’apercoit alors que le modele (VI.2) ne
posséde des points critiques que pour —2 < n < 2.

Développements diagrammatiques

Le développement & haute température en puissances de [ peut se représenter diagrammatiquement

comme une somme sur des liens < 75 > du réseau.
InZ = p'0 + 53 +ﬂ8(I:I+|ll+|:|+EFI)+...
On peut également effectuer un développement de basse température en puissances de e_ﬁ,
il s’agit de perturber la configuration d’énergie minimale ou tous les spins sont alignés suivant une
direction Sy. Ce développement peut se représenter diagrammatiquement comme une somme sur

des boucles entourant les zones du réseau ou les spins ne sont pas alignés avec I'état fondamental.
Ces boucles sont tracées sur le réseau dual du réseau initial:

~

1

sl
|
|
L

-1
[ie=T]

e TR M e HIRE o
el Y ol ==
B ] e |

=
L

.,
| FE
[ eema]

pa s

L

Le développement de basse température du modele O(n) peut alors étre réinterprété comme la
fonction de partition d’un modele statistique d’un gaz de boucles sur un réseau.

Je vais maintenant présenter la généralisation du modele O(n) au cas d’un réseau non régulier et
aléatoire, sous la forme d’un modele de matrices. Tous les résultats du réseau régulier se généralisent
et 'on va voir comment les points critiques sont affectés par les fluctuations du réseau (c’est & dire
en terme de gravitation quantique par les fluctuations du champ gravitationnel) et ce que représente
la transition n = 2. Commencons par le cas du modeéle d’Ising.

V1.2 Modele d’Ising sur surface aléatoire

Le modele d’Ising sur surface triangulée aléatoire peut étre représenté par un modele & deux matrices
[70], dont la fonction de partition est:

“N tr (Vi (My) + Vo (M_) — cM, M_)

1
Z = / dM, dM_e avec V(M) = 3 M” - %M?’(VIB)

En effet, le développement perturbatif de cette intégrale en puissances des g+ (cf chapitre II)
peut s’interpréter comme une somme sur des diagrammes déterminés par les regles de Feynman

suivantes:
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Reégles de Feynman

Le propagateur est I'inverse de la partie gaussienne de 'action (
donc trois type de propagateurs:

M2 4+ IM?2 — cM{M_). On a

| —— . .
| —— <M+§M+§c>0 = %1_1—02555;
]¢ . <M_2M_§C> = %1_1—02555{;

I

et on a deux types de vertex & trois pattes, ceux de la matrice M, et ceux de M_:

i i

"7}(\' " = Ng. orss, A

) .
. , n 1 =Ng_, 566,
Finalement, les diagrammes de Feynman obtenus en développant (VI.3) peuvent s’interpréter

comme des surfaces triangulées composées de deux sortes de triangles portant un signe + ou —, le
poids de chaque diagramme étant:

1 _ 2\ —

G NG g (1 = 2) e
ou 2 est le facteur de symétrie du diagramme, x sa caractéristique d’Euler-Poincaré, ny le nombre
de triangles de signe +, n, est le nombre total d’arétes (2n, = 3n, +3n_), ny_ le nombre d’arétes
séparant deux triangles de signes différents:

Ce poids peut étre réécrit comme celui d’'un modele d’Ising sur une surface aléatoire, pour
lequel on aurait:

7 Z e—47er—Aaire Z H eJUin He—h(fi

surfaces {o}==% <i,j> i
a condition d’identifier:
e la constante gravitationnelle G couplée & la courbure totale x de la surface:
—4rG
e =N
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e la constante cosmologique A couplée & laire (ny + n_) de la surface:

—2A _
e " =gigVe(l-c)7?

e le champ magnétique h couplé a 'aimantation totale n, —n_:

2h  g-
9+

(&

e |’énergie d’interaction magnétique entre spins, J couplée aux paires de spins voisins
2cij> 0i0f =N + N — Ny =g — 20y

—2J

[§] =cC

Points critiques

Il existe des méthodes et des solutions exactes analogues & celles du chapitre III pour calculer
I'intégrale (VI.3) . La méthode du col ne peut pas s’appliquer, mais la méthode des polyndmes
orthogonaux se généralise sans peine et la méthode des boucles reste applicable, si ce n’est qu’elle
conduit & des équations algébriques de degré 3 au lieu de 2. La méthode des polynémes orthogonaux
permet d’étudier les points critiques de ce modele. Comme on s’y attend le modele d’Ising possede
deux sortes de transitions de phase:

L’une est celle qui permet de passer & la limite continue, A — A, cette transition est identique
a celle de la gravité pure du modeéle & une matrice, elle est décrite par le modeéle minimal (3, 2)
des théories conformes. L’autre est la transition de Curie ferromagnétique du modele d’Ising sur
réseau régulier J — J.. On peut donc trouver un point doublement critique correspondant & la
transition de Curie du modele d’Ising sur une surface aléatoire continue, celui ci est décrit par le
modele minimal (3,4) des théories conformes.

Le modele d’Ising sur surface aléatoire est donc assez bien connu [70]. Toutefois il n’est pas
soluble par la méthode du col et certains résultats du modeéle & une matrice possedent une in-
terprétation beaucoup plus simple ou ne peuvent étre obtenus que dans le cadre de la méthode du
col, c’est le cas du calcul des instantons ou du développement en 1/N.

Changement de variable

Heureusement dans le cas particulier (VI.3) du modéle d’Ising, avec potentiel cubique et sans champ
magnétique (g4 = g-—), il est possible par un changement de variables astucieux de se ramener &
un cas ou la méthode du col est applicable. L’interprétation de ce changement de variable est
I’analogue de la dualité entre les développements haute et basse température du modele d’Ising sur
réseau régulier. Il s’agit donc de trouver un modele de matrices qui représente le développement de
basse température du modele d’Ising, ce qui est réalisé par le changement de variable suivant:

M,=B+A , M =B-A
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La fonction de partition (VI.3) devient:

—N tr (¥B*+ (1-)B? + (2gB +1+ ) 4?)

ZIsing = /dB dAe (VI.4)
Posons encore S = 2gB + 1 + ¢, il vient
—N tr (U(S) + SA?)
Ziging = [ dSdde (VL5)
ou U(S) est le potentiel
U(S) = 128 [53 —6cS2+3(c+1)(3c —1)S — 2(c + 1)?(2¢ — 1)] (VI.6)

L’intérét de ce changement de variable est qu’il est maintenant facile d’intégrer sur la matrice A
puisque celle ci n’apparait plus que de facon quadratique. Il reste alors une intégrale 4 une seule
matrice S. Cette intégrale ne ressemble pas & celle du modeéle 4 une matrice habituel, mais peut
étre étudiée par la méthode du col ou la méthode des boucles.

Plutot que résoudre le modele d’Ising, on va résoudre un modele beaucoup plus général: le modele
O(n) [72].

VI.3 Généralisation au modele O(n)

On vient de voir que le modele d’Ising peut s’écrire comme une intégrale 3 deux matrices ou 'une
des deux est gaussienne. Les méthodes de calcul d’une telle intégrale, ne dépendent en fait pas du
potentiel U(S) et peuvent se généraliser au cas ot ’on a n matrices gaussiennes. On considérera donc
une intégrale de matrice plus générale que (VI.5) , avec n + 1 matrices et un potentiel polynomial
quelconque:

—N tr (V(M) + M(A? + ...+ A2))

7z = /deA1 ..dA,e (VL7)

Cette intégrale présente une symétrie O(n) évidente: 'intégrand ne dépend en effet que de la norme
du vecteur A = (A1,..., Ay,):

_N tr 12
Z:/defTe M (V(M)+M(|A| )) (VL8)

VI1.3.1 Gaz de boucles sur réseau aléatoire

On peut développer diagrammatiquement l'intégrale (VI.7) comme pour le modeéle & une matrice
et 'interpréter comme une somme sur des surfaces aléatoires discrétisées. Cherchons donc les regles
de Feynman. Pour cela, il faut effectuer une translation M — M + m(/2 de fagon & annuler le
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terme linéaire en M dans le potentiel (le développement perturbatif consiste en effet & développer
autour d’un extrémum quadratique). Il apparaitra donc un propagateur pour les matrices A4,,. Voici
les regles de Feynman:

k
|

= dttaet), =y 3

j¢ «
. j mo j
: I = <Ap£Aq§c>0 - N Opq Jééi

A

o " :Népqézn‘si‘sin

=Ng

=Ng, 4

En assemblant ces vertex et propagateurs on construit des surfaces sur lesquelles sont tracées
des boucles fermées sans intersections et de n couleurs possibles:

\}JL/
Da®
=0

>\l dualité

Le poids de chaque surface discrétisée est le méme que celui du modele & une matrice

% NX T1, g, m§  avec en plus le terme m{ ou L est la somme des longueurs de toutes les boucles.
Remarquons que 1'on pourrait effectuer la sommation sur les n couleurs possibles en ajoutant un
facteur n™ ou n; est le nombre de boucles tracées sur la surface. Ceci suggere comme on va le voir
plus loin, que 1'on peut tracer des boucles d’une seule couleur, n étant un parameétre (qui n’a pas
besoin d’étre entier) couplé au nombre de boucles, c’est la fugacité des boucles.

Limite continue

Comme pour le modele & une matrice, le passage a la limite continue exige que ’on soit prés d’un
point critique et que N — oo. En particulier si 'on veut garder des contributions de surfaces de
toutes topologies il faudra utiliser une double limite d’échelle.

I1 va exister plusieurs types de limites continues associées a plusieurs types de points critiques
[73, 75]:
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e les points critiques du type gravité pure décrits par les modeles minimaux (p,2). Dans ce
cas seul le nombre de polygones diverge, les boucles restent de longueur finie, c’est a dire
microscopique. A la limite continue les surfaces que ’on obtient ainsi ne différent pas vraiment
de celles du modeéle & une matrice:

e le point critique du type ferromagnétique comme dans le modeéle d’Ising. On verra que ce
point critique est décrit par le modéle minimal (¢ — [, q) ou [ et g sont reliés & n par 0 < [ < ¢
et n = 2cos (wl/q). Dans ce cas seule la longueur des boucles diverge, le nombre de polygones
reste fini et & la limite continue les boucles remplissent la surface de facon dense:

e le cas le plus intéressant est obtenu comme l'interpolation des deux précédents, a la limite
continue il donne des surfaces possédant & la fois un nombre macroscopique de polygones et
des boucles de longueur macroscopique:

Ces points critiques correspondent aux modéles minimaux (p, q) avec n = —2cos (7p/q) (on
adonc p=(2m+1)g£1).

On constate donc comme prévu que les points critiques du modeéle O(n) sont obtenus pour des
valeurs de n comprises entre —2 et 2, on a en effet évoqué la possibilité que n ne soit pas un entier,
voyons quelle est la dépendance en n de la fonction de partition.

V1.3.2 Dépendance en n

I1 est facile d’isoler la dépendance en n dans (VI.7) , on a:

N V(M _ 2
Z:/dM 0 A — I(M):/dAe NrMA (VL9)

98



Avec cette écriture Z est analytique en n et il n’est plus nécessaire que n soit un entier. Le cas
le plus intéressant (qui donne des points critiques permettant de passer & la limite des surfaces
continues) correspond & —2 < n < 2. On pose alors:

n=—2cosf (VI.10)

Il sera utile dans un premier temps de ne pas préciser la détermination de 6, on la choisira d’une
fagon plus pratique lors de I’étude des points critiques. On pose cependant

n = 2cosVm avec 0<rv<i1

et 'on suppose € de la forme (2m + 1 £+ v)7. m est un entier pour l'instant quelconque, mais que
I'on va relier au degré du potentiel critique.
On s’attachera particulierement au cas ou 6 est un angle rationnel:

0="Lr

q

La notation (p,q) correspond alors & la classification des points critiques des modeéles minimaux
des théories conformes. On posera également dans ce cas v =1/q avec 0 < I < g.

exemples:

o Le modeéle a4 une matrice habituel correspond & n =0, c’est & dire l =1 et ¢ = 2.
e Le modele d’Ising correspond & n =1 c’est 4 direl =1 et ¢ = 3.

e Les cas n = 2 correspond a la théorie des cordes en dimension ¢ = 1, il décrit la transition de
Kosterlitz—Thoules.

Intégration sur la partie gaussienne I(M)

Il faut maintenant calculer I'intégrale gaussienne dans (VI.9) :
—N tr M A?
(M) = / dAde W M

Elle est invariante par les transformations unitaires M — UMU?, ce qui signifie qu’elle ne dépend

que des valeurs propres de M. On peut ainsi se placer dans le cas ou M est diagonale: M =

diag()\l, feey )\N)

—N Y, Nl Aij)?

I(M) = [[I;dAs [l;«;dReA;;dIm Ajje i il Al
NS NAZ N (N 4 )| A2

I(M) = [Tl;dAs Tlic;d Re Ajjd Im A;; e Bl TN i i+ )i

1/2
I(M) = (WNz I1; ,\% [li<; W)

/\i+>\j

%]

1/2
donc I(M):7rN2/22NH< ! ) (VL.11)

99



Lorsque M n’est pas diagonale, ce résultat peut étre présenté d’une facon plus intrinséque en
utilisant des notations tensorielles:

I(M) =x""/2N (det 1@ M + M ® 1))/ (VL12)

Finalement la fonction de partition (VI.9) du modeéle O(n) s’écrit comme une intégrale & une
seule matrice M:

—N tr V(M)

Z:/dMe (det(1® M + M ®1)) ™"/ (VL13)

On va maintenant tenter d’appliquer les méthodes du chapitre III de résolution des modeles de
matrices. La premiere chose & faire est de se ramener & une intégrale sur les valeurs propres de M
seulement, ce qui est possible puisque 'intégrand de (VI.13) est invariant par les transformations
unitaires.

VI1.3.3 Valeurs propres

Comme d’habitude, on passe aux variables diagonales et unitaires dans (VI.13) par la transformation
M=UAU" ot  A=diag,..., \y) e UU =1
Z se réécerit alors a l'aide de (VI.11) :
—NV (A
=</dU>/Hd>\ie )H,\ + )T = A)? (VL14)
i ] 1<j

Le dernier terme est le jacobien du changement de variables et l'intégrale sur U est un facteur
constant indépendant du potentiel V. L’intégrand représente alors la loi de probabilité conjointe
que (Ag,...,An) soient les N valeurs propres de M:

Ry(At,--- 5 A He 1‘[ i+ X)) 2T = 2y) (VI.15)
,J i<j

Contrairement aux modeéles vus précédemment, le couplage entre les valeurs propres ne dépend
pas que de leur différence (A; — A;). Ceci empéche I'application de la méthode des polynomes
orthogonaux. En revanche I'intégrand est positif et donc rien ne s’oppose a ’application de la
méthode du col.

V1.4 Méthode du col

La méthode du col permet de calculer la fonction de partition (VI.14) dans la limite N — oo en
supposant que seule contribue la configuration rendant I'intégrand extrémal. On peut en avoir une
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vision intuitive en considérant que (VI.14) représente un modeéle de physique statistique d’un gaz
de N particules & une dimension dont la probabilité est un poids de Boltzmann

ALY
Rn(M,---,An) =e ()

avec I’énergie

n
szzijV(A glnp\ Aj|+ﬁiz’j:1n(xi+xj)
Les N particules sont plongées dans un potentiel extérieur V()), elles se repoussent deux a deux
avec une force en 1/(X\; — A;), et subissent également une force & deux corps n/2(X; + A;). On peut
imaginer cette derniére comme une force qui attire (ou repousse suivant le signe de n) les particules
vers leurs images dans un miroir situé a ’origine.

La force totale ressentie par la particule \; est:

r=-%_ yvoy+iy Ly

2 V116
O\ NN -X N&xi+x (VL16)

La méthode du col consiste & dire que la configuration la plus probable est la configuration
d’équilibre F; = 0.

Limite de la distribution continue

Dans la limite N — oo, les N particules forment un gaz avec une densité continue p()\):
Np(A)dX = nbre de particules dans l'intervalle [A, A + dA]

La somme -, peut alors étre remplacée par une intégrale N [ p(I)dA et la somme sur j # i par la
partie principale d’une intégrale. L’équation d’équilibre du gaz F; = 0 s’écrit alors:

b 1
— 2PP - —— L1
/ p)dp )\ — n/a p(p)dp py (VL17)

La résolvante w(z)

Comme pour le modeéle & une matrice cette équation se simplifie si I’on introduit la résolvante:

w(z)=%<trz_lM>=%<Zz— > v o

C’est une fonction analytique sauf lorsque z € [a, b], elle posseéde une coupure le long de ce segment

(VI.18)

et suivant que I’on s’approche de [a, b] par le demi plan complexe supérieur ou inférieur elle vaut:

b 1
w(\ +i0) = Fimp()) + PP / P 5= (VL19)
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L’équation du col (VI.17) peut alors s’écrire:

V'(A) = w(A+140) + w(X —i0) + nw(—A) pour A € [a,b)]
(V1.20)
avec la condition aux limites w(z) ~1/z quand 2z — oo

C’est I’équation fondamentale qui permet de résoudre le modele O(n).
Remarquons que cette équation est linéaire en w et en V.

VI.4.1 Résolution de I’équation du col

Pour résoudre une équation linéaire avec second membre, il suffit de trouver une solution partic-
uliere, et d’ajouter la solution générale de 1’équation homogene:

w(z) = wr(z) — ws(z)
Ol w, est la solution particuliere polynomiale:

2V V(=)

(V1.21)

Cette fonction ne posséde pas de coupure le long de [a,b], c’est pourquoi on l'appelera partie
réguliere de w(z). La partie singuliére w,(z) satisfait I’équation homogene:

ws(A +10) + ws(A —40) + nws(—A) =0

(V1.22)
avec la condition aux limites  ws(2) = wy(2) — 1/z + O(1/22)

Changement de fonction w — w4

Pour résoudre I’équation homogene, il est commode de supposer que n = 2cos v, et d’introduire
des fonctions wgy et ws définies par:

e:l:il/7r/2w(z) v e:Fz'mr/Zw(_z)

— 1.2
wsi(z) 2sinvm (V 3)
On a inversement
) 2 —1 2
ws(z) = —i (e“”/ wes(z) —e ™ ws<z>> ot wy (2) = wyi(—2) (V1.24)

On définira de méme des fonctions w4 et w,4+ obtenues en effectuant cette méme rotation sur
les fonctions w(z) et w,(z). En fait on appliquera cette transformation pour toutes les fonctions
satisfaisant une équation de la forme (VI.22) .
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Réecriture de ’équation du col pour les w,4

L’équation homogene (VI.22) devient:

wsr (A —10) = —ezyﬂws_(/\ +140)
. —ivm , (VI.25)
ws—(A—10) = —e ws+ (A +140)
Il y a plusieurs fagons de résoudre ce systéme.
On peut par exemple observer que la fonction R(z) = wy4(z)ws—(z) est paire et ne posséde pas de
coupure le long de [a,b] puisque R(A + i0) = R(A — i0). De plus elle se comporte & U'infini comme

wr+(2)wr—(z) ce qui implique que R(z) est un polynome dont le degré est double de celui de V.

VI1.4.2 Cas rationnel § = %7?

Dans le cas d’un angle § = (p/q)7 rationnel, on peut trouver une autre fonction qui n’a pas de
coupure: considérons
1
S(2) = 5 [(ws(2))" + (1) (ws-(2))7]
On a S(A —140) = S(A +¢0) donc S(z) est une fonction entiére et grace a la condition aux limites
c’est un polynome dont le degré est g fois celui de V'. Il reste alors & résoudre une équation du

second degré pour exprimer wy4 en fonction des polynémes R et S:

wer(z) = (S(2)+v/s7=(1pRa) "
we(2) = (-1 (S(2) - V&7 = (—1)PR7 )

11 faut ensuite utiliser les conditions aux limites pour déterminer les coefficients des polynémes R et

1/q

S. Par exemple si l'on cherche une résolvante w(z) qui n’ait qu’une seule coupure [a, b] dans le plan
complexe il faut imposer que le discriminant S — (—1)PRY n’ait que a et b comme racines simples,
les autres doivent étre des racines doubles. On obtient ainsi autant d’équations que d’inconnues et
l’on peut en principe calculer explicitement w(z) en fonction du potentiel V (z).

Hélas, excepté pour les plus bas degrés et pour g petit, ce calcul est tres fastidieux. Il ex-
iste heureusement une facon beaucoup plus agréable de procéder. On va chercher une solution
“6lémentaire” W (z) de I’équation (VI.22) et exprimer w,(z) linéairement en fonction de W.

V1.4.3 La fonction élémentaire W(z)
Considérons une fonction W (z) obéissant & 1’équation homogene

W (A +1i0) + W(A —i0) + nW(—=X) = 0. (VI.26)
On peut définir (cf (VI.24) ) les fonctions Wi (z) qui satisfont

T

W,(A—i0) = —e”"W_(A+i0)

» (VL.27)
W_(A—i0) = —e "TW,(\+i0)
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Les fonctions f1(z) = wsx(z)/Wi(z) satisfont alors:

fr(A—i0) = (A +i0)
et f(2) = fi(=2)
f-(A=10) = f-(A +10)
On s’est en fait ramené au cas § = 0. La fonction f, + f_ est réguliere dans tout le plan complexe,
et la fonction f, — f_ change de signe chaque fois que I'on franchi la coupure. La solution est donc
de la forme:

[+(2) = A(2) + 2/ (22 — ?)(22 — 1) B(2?)
ou A et B sont des fonctions entiéres n’ayant pas de coupure le long de [a,b]. La fonction ws(z)
s’écrit donc

wst(z) = Wi(z) (A(ZQ) + z\/(z2 —a?)(z? — b2)B(z2)> (VI.28)

11 suffit maintenant de choisir une fonction W (z) assez simple pour que le calcul de A et B soit
facile. La fonction que 'on va considérer est définie de la facon suivante:

z) est solution de I'équation homogene (VI.26) ,

—-1/2

z) se comporte en ((z — a)(z — b)) au voisinage de a et b,

1. W(z)
2. W(z)
3. W(z) se comporte en 2cos (v7/2)(1/z) lorsque z — oo, de sorte que Wi (z) ~ +i/z.
4. W(z) est analytique partout ailleurs.

Tout ceci détermine une unique fonction W(z). Etudions certaines de ses propriétés:
La fonction R(z) = W, (2)W_(z) n’a pas de coupure, elle est paire, elle se comporte en 1/2% &
I'infini, et ne peut avoir que des poles simples en a, b, —a, —b. Elle vaut nécessairement

22—62

Wi (2)W_(z) = (22 — a?)(22 — b?)

(VL.29)

On supposera désormais que +e est la racine de W, et —e celle de W —.

Exemples

e dans le cas n = 0 c’est & dire ¢ = 2, on trouve que:
1

W(z) = G D) et e = ivab

e Dans le cas n =1 c’est & dire ¢ = 3, on trouve

. 9 7 1/3
=2y Ve (n_F e
W+(Z) - ﬁ Z(Z e ) e2 — a2b2/€2 (\/E 6\/E>‘|
e = eab , 64—662+4(%+g)6—320

(J’ai noté 1/z & la place de /(22 — a2) (2% — b%) pour alléger ’écriture).

104



e Dans les cas ou 6 est rationnel, W(z) est une fonction algébrique de degré 1/q. Dans le cas
général, on peut exprimer W, & l'aide d’intégrales elliptiques:

In <_LW+ (z)> - / Fdz ( eve +a> (VL30)
0

22 — €2 VT \7? - é?

ou « et e sont déterminés par des conditions aux limites:
T dg eve i e dg eye v
/ iadl 2\/_2+a _ et /: 2\/_2+a =
0 Vo \z°—e 2 0z \T°—e 2

w, en fonction de W

On a donc défini une fonction W (z) qui ne dépend que de a et b, et pas du potentiel V' (z). On peut
a partir de 13 trouver une expression de ws(z). On sait que ws peut se mettre sous la forme (VI.28)

0 (2) = Wi () (AG?) + /(62— )2 ~ 1) B

ou A et B sont des fonctions réguliéres, c’est a dire sans coupure le long de [a, b]. Par contre ce
ne sont pas nécessairement des fonctions entiéres, elles peuvent avoir un pdle en z = e puisque
W, (e) = 0. De plus comme W, (z) diverge en z = a ou z = b et comme w,; n’a pas de raison de
diverger il faut que A s’annule en a? et b?>. On va donc redéfinir les fonctions A et B de la facon
suivante:

w+(2) = Wi W7 =) = 1) (AN — ) = 17) +2B(2))

ze—€

ou cette fois, les fonctions A et B sont entieres, et compte tenu de la condition aux limites w; ~ wy
quand z — 00, ce sont nécessairement des polynomes. On peut encore remarquer que ws4(z) ne
doit pas diverger en z = —e, donc le numérateur doit s’annuler. L’écriture la plus commode de la
solution est en fin de compte:

Wit (2) = Wi () (22 = a2)(22 = 1) ((A(2) g4 (2) +2B(=) ) (VL.31)
wee gu(e) = YOI T) £ /o) &P (VL3

Pour calculer les polynomes A et B il faut utiliser la condition aux limites w,(z) ~ wy(z) — L.
Partant de

A(2?) = 5 (W_(2) wr (2) + Wi (2) ws—(2))

1
2
On obtient:

A(2?) = %Pol (W (2) wrs (2) + W (2) wr_(2) ) (VL.33)
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De méme B est donné par:

1

2B(2%) = g Pol (W (2) 9-(2) wr+ (2) = Wi (2) 9+ (2) wr—(2) ) (VI.34)
Les parties polynomiales peuvent étre exprimées a I'aide d’intégrales de contour et finalement on
trouve:
1 1 —wm/2 294 () — (9+(2)
_ 2 _ 42)(52 — P2 _— ! I.
wi(2) = g2 — @) (2~ W () $ACVIQOW (e (VL)

Le contour d’intégration entoure la coupure [a,b] dans le sens indirect. Cette expression est a
rapprocher de celle obtenue pour le modele & une matrice (II1.22) . On a donc exprimé w(z) en
fonction du potentiel V(z).

a et b en fonction de V

Tout le calcul précédent se passait & a et b fixés. En fait a et b dépendent aussi du potentiel V (z).
Cette dépendance peut étre explicitée en imposant que la solution (VI.35) soit compatible avec la
condition aux limites w(z) ~ 1/z quand z — co. On en déduit deux équations:

A Vg QWi T (VL.36)
% 7{d§ CVI(O)WL(C) e—z'mr/2 = —2sinvm/2 (VL.37)

Ces deux équations déterminent de fagon implicite les bords de la coupure.

Conclusion: on a complétement généralisé la solution par la méthode du col du modeéle 3 une
matrice de la partie II1.2. On peut donc comme pour le modeéle & une matrice étudier les points
critiques et par exemple calculer des instantons.

V1.5 Points critiques

En général la résolvante w(z) se comporte au voisinage du bord de la coupure comme:

w(z) ~ w(a) + (z — a)'/?

Pour certains potentiels exceptionnels la singularité n’est plus une racine carrée mais une loi de
puissance avec un exposant u. C’est ainsi que ’on peut définir les points critiques. La fagon intuitive
de visualiser ces points critiques en terme d’un gaz de particules est assez semblable au cas du modele
a une matrice, cependant il convient de distinguer deux types de points critiques:

e Les points critiques habituels:
Ceux ci correspondent au cas ou les valeurs propres commencent 3 déborder du puits de po-
tentiel et il n’existe plus de position d’équilibre stable du gaz. Cela se traduit dans I'expression
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(VIL.31) en écrivant que a? est une racine multiple de A et B. On congoit alors que 1'exposant
& sera toujours de la forme p = m + 1/2. Ces points critiques ne différent en rien de ceux du
modeéle & une matrice habituel.

En termes de surfaces aléatoires ces points critiques décrivent la gravité pure.

L

Les points critiques a = 0

Lorsque a — 0 la force d’interaction entre les particules et leur image miroir diverge ce qui
affecte fortement la forme de la distribution p(\) au voisinage de 0. Ces points critiques
n’existent pas dans le modéle & une matrice et ils peuvent donner des exposants u plus
compliqués. On montrera que les seules valeurs de u possibles sont reliées & n par n =
—2cos u.

Mathématiquement l'existence de tels points critiques se voit dans I’expression (VI.31), le
comportement singulier vient cette fois du terme W (z) et non des polynomes A et B, c’est
pourquoi ce point critique n’est relié qu’a la position de a par rapport & zéro et pas au potentiel
V(z).

En termes de surfaces aléatoires ces points critiques décrivent la transition ferromagnétique
et la phase ou les boucles couvrent la surface de fagon dense.

Des points critiques d’ordre supérieurs sont obtenus en panachant les deux cas précédents:
on doit avoir simultanément a — 0 et V — V.. Ce sont ces points critiques qui décrivent des
surfaces continues avec des boucles macroscopiques. Dans toute la suite on se placera dans ce
cas.
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Exposants critiques u, yg¢p:

A vpartir d’ici, pour étudier les points critiques il est utile d’introduire une température 7' en
remplacant le potentiel V(z) par V(z)/T. On va chercher le comportement critique du modele de
matrice en fonction de T lorsque T" — T,. Les exposants critiques auxquels on s’intéresse sont les
suivants:
- Pexposant p calculé comme la singularité de la densité de valeurs propres au bord de la coupure
aT="T,:

Imw(z) ~ 2*
- la susceptibilité de corde 7y calculée & partir de la dérivée seconde de I’énergie libre :

F~F,+(1-T/T)*"

- pour calculer « il est en fait plus commode de calculer I’énergie libre F' en fonction de a, on a
donc besoin de I’exposant a donné par:

1-T/T, ~a*®

On peut calculer explicitement ces exposants critiques par la méthode du col, c’est ce que je ferai en
détails dans le paragraphe suivant mais pour 'instant voici une idée de la méthode et les résultats:
il faut commencer par calculer la résolvante w.(z) au point critique T = T, en imposant a = 0,
ce qui donne ’exposant pu, puis faire varier T au voisinage de 7, en calculant la variation de la
résolvante

w(z) = we(z) + dw(z), (VI.38)

ce qui donne I’exposant «. Pour cela on peut remarquer que :

0(Tw(z))

2cos (vm/2) 5T

- W(2) (VI.39)

( cette relation se démontre en vérifiant que le membre de gauche satisfait 1’équation linéaire et les
conditions aux limites qui définissent W). La variation (VI.38) devient pour z = a:

0= Imw(a) ~a* + 6T a”*

On en déduit que 'exposant a vaut (p + 1 —v)/2.

Ensuite pour calculer v on utilise 'identité qui relie la dérivée troisieme de ’énergie libre par rapport
a la température aux bords de la coupure (cette identité généralise (I11.35) , je ne la démontrerai
pas ici car le calcul est long et peu utile):

i (e? —a?) — g(e2 - b2)> (V1.40)

a

(T2F)" = (1= n/2) 5 (—

Dans la limite 7' — T, on a b — cte, a — 0 et e ~ a”, il reste & 'ordre dominant:
(TQF)/// ~ a2u—2 a2’

c’est & dire:
(T2F)” ~ a21/
d’ot on déduit: ygy = —v/a = =2v/(p+1—v).
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Cas rationnel: modele O(n) et modéles minimaux

Considérons le cas ou p = p/q est rationnel, on verra plus loin que p et ¢ ne sont pas quelconques,
ils sont reliés & v par p = (2m + 1)g £ ou l'on a posé v =1/q avec 0 < I < q.
La susceptibilité de corde vaut alors:
=2

Tstr = m
Cette expression ressemble & la susceptibilité de corde (1.12) du modéle minimal (p, ¢) des théories
conformes v = —2|p — q|/(p + ¢ — |p — ¢|) au moins dans le cas m = 0. Ceci suggeére que le modele
O(n) est décrit par un modele minimal (p, q) avec n = —2cos (7p/q) mais il ne contient qu’'un sous
ensemble des opérateurs du modele (p, q).
En effet dans le modele (p, q) on calcule g, en étudiant la singularité de la fonction de partition
en fonction de la constante cosmologique, celle ci étant couplée & I'aire de la surface c’est a dire &
I'opérateur identité de dimension h;; = 0. Mais pour les modeles de matrices habituels on sait que
la constante cosmologique n’est pas couplée & ’aire mais & 'opérateur le plus relevant du modeéle
(p,q), celui de dimension minimale h;, = (1 — (p — ¢)?)/4pg et P'on trouve une susceptibilité
de corde 5ty = —2/(p + ¢ — 1). Dans le modele O(n) la constante cosmologique T' qui donne
Ystr = —21/(p + q — 1) est couplée a I'opérateur (2m + 1,1) du modele (p,q) et n’est ni 'identité
ni Popérateur le plus relevant. On peut en déduire que les opérateurs du modele (p, ¢) ne sont pas
tous présents dans le modele O(n) et que 'opérateur le plus relevant du modele O(n) est seulement
lopérateur (2m + 1,1).
Il n’y a que dans le cas des modeles unitaires p = g & 1 que les trois définitions de ~ygt, coincident,
tous les opérateurs sont alors présents.
On peut remarquer que dans les modeles que j'appelerai “pseudo-unitaires” p = (2m + 1)g + 1, on
al =1 et v, est identique pour le modele O(n) et pour les modeles de matrices habituels. Mais
dans ce cas dés que m > 0 le modéle O(n) ne contient quand méme pas tous les opérateurs.

On va maintenant voir le calcul de 'exposant u dont j’ai déja indiqué la solution 4 = 2m+1+v,
et on va également calculer les coefficients des lois de puissances et les potentiels critiques. Pour
cela il faut avant toutes choses savoir comment se comporte la fonction W (z) lorsque a — 0.

Calcul de W, (z) quand a =0

Dans la limite a — 0 la fonction élémentaire W (z) se simplifie considérablement, elle s’exprime de
fagon trigonométrique avec la paramétrisation z = b/ sin ):

v—1 .
We(s) = — o ( L ié) = g T DY (VL41)

/ b2 22 z b
VLT

Le comportement singulier de W(z) lorsque z — 0 est donné par:

I 2b 1—v
Tm W (# + 40) ﬁoy (;> (V1.42)
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On aura également besoin de la fonction W (z) dans le régime a < bet z ~ a (z = acos ¢):

a\” 1 2 2\ a\” 1 —iv(p—m/2)
W (2) (41)) 02 — 22 ( a? + Za) (4b) asin g ¢ (VI.43)
La relation W, W_ = (22 — €2)/(2%2 — a?)(2? — b?) permet alors de trouver e (au signe prés):

a 124
= +2ib | —
e 2@b<4b>

VI.5.1 Calcul de ’exposant u

En reportant (VI.42) dans (VI.31) on trouve le comportement singulier de w,(z) lorsque z — 0:

Tmw,(s) ~ 2 [sinvr A=) () =26 coswnB(2) (2)
muws(z) ~ z |sinvm Az ~ cosvm B(z -
Suivant le degré d’annulation de A et B en zéro wy(z) posséde un comportement singulier en z#
avec:
P (VL44)
Remarques:

- Il existe deux familles de points critiques suivant que A ou B s’annule le plus en z = 0.
- I'exposant critique p n’est pas quelconque, il est relié & n par

n=—2cos = —2cosum
Jusqu’ici on avait définit langle 8 = (2m + 1 £+ v)7 avec m arbitraire. Dorénavant on fixera m

comme étant le degré d’annulation minimal de A ou B de fagon & avoir § = um.

Potentiels critiques

On peut trouver explicitement les potentiels V(z) de degrés minimaux donnant des points critiques:

e Caspy=2m+1—v:
Il faut que A(22) s’annule au moins & I’ordre 2m et B aussi. Le choix minimal correspond & A o< z2™
et B =0, c’est & dire & l'aide de (VI1.31) :

_ 1 1 om+1 WY
Wt = T, —2isin v ¢ (VL45)

en prenant la partie polynomiale on en déduit w,(z) puis le potentiel critique minimal:

r 1 2m—+1 . _ 1 2m—+2
Vi = o Pol (2™ 2sinv(n/2 —9))  avec T, = ~game (20 Cona(v) (VLAG)
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ot Ci(v) est le coefficient de (2b/z)* dans le développement en série de 2 cos v(m/2 +1)). Cy est
relié & la fonction Beta d’Fuler et s’exprime & 'aide de fonctions I':

sin v F(k%) (kT)

Cx(v) = —v 5 Tk i ) (V1.47)
On peut ’écrire de facon plus explicite:
Cr(v) = (=1)*v cos(k —v)m/2 4 TIH] (k+" 2J)
Co = 2cosvm/2 , Cy = —vsinvr/2
On en déduit le potentiel critique minimal:
. 2m+1
Vie) = = kZ:o (=1)* tan (k — v)m/2 CQC#(;’()V) (%)mﬂ ‘ (VI.48)

qui sous forme plus développée s’écrit:

TR S TS L ST
¢ v2m —2k+ 1! [T7%q (52 — v2/4) 2b

—sinvm Z tan u7r/2

2m +2! 1 (z)2k+1
k=0

YA H 2 _ 2
2k! P imeal O it /4
Son coefficient dominant est positif et vaut:

2cosvm/2 (z>2m+1 2m + 2!
b \w) LG )

o Casp=2m+1+v:
De méme, la deuxiéme famille de points critiques g = 2m+ 1+ v est obtenue par A = 0 et B o 2°™
ce qui donne:

, —1 2MA2 o .k A s
Ve = T Pol ( 2sin (v — 1)(7w/2 — ¢)) avec T, = m(%) Com+3(v — 1)(VL.49)
c’est & dire:
2V (2) = - 52 <i>2m+2_2'“ k—1/2—v/22m + 3! TT521 (G - 1/2)* —v2/4) (VL50)
T v\ m+1-v/2 2k (% — 12]4) :
m P 2m—+1-2k 1//2 9+ 3‘

Le coefficient dominant est positif et vaut:

4 , <z>2m+2 2m + 3! ﬁ 1
u(l—u)bsmyﬁ 2 m+1—u/2j:1j2_y2/4
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VI1.5.2 Voisinage du point critique a — 0

Preés du point critique T' — T, les propriétés critiques sont entiérement controlées par le comporte-
ment de w(z) au voisinage du bord de la coupure z — a. Dans ce régime on a donc z ~ a < b. La
valeur de b ne joue aucun role, la seule échelle est donnée par a. La résolvante peut alors s’écrire
dans ce régime comme une fonction d’échelle universelle (elle ne dépend que du point critique et
pas du potentiel V(z) qui a permis de l'atteindre) ne dépendant que de z/a:

l1/a

n
w(z)~ = —] wsl(z/a
@)~y (55) @ntela
Le comportement & z grand, c’est & dire a petit est donné par la limite critique w(z) ~ z*. La
fonction wy, peut étre calculée exactement en fonction de u. En effet elle satisfait une équation du
type (VI.20) , elle a une coupure sur [1, 0] et elle se comporte & l'infini comme

wse(z/a)  ~ (z/a)“-l—O((z/a)”_l) (VL51)

z/a—00

Cette derniére condition aux limites vient de

Tw(z)  ~ Tawe(2) + (T - Tc)% (VL52)

et du fait que 0Tw/OT est proportionnel & la fonction W (z) (cf. VI.39 ) qui se comporte en z* !

prés du point critique (V1.42) . On peut par exemple chercher wy. sous la forme (VI.31) et calculer
les polynémes A et B a l’aide de la condition (VI.51) mais leurs expressions sont assez compliquées.
I1 existe une expression générale de ws. pour p = 2m + 1 + ev sous forme intégrale:

wse(z/a) = cte (—z/a)*

X sinh eva
b [ g s
-0 (cosh a)““]

avec la paramétrisation z = —acosh x, et B = 2“_13(“72ﬂ, “%H") Si l’on effectue 'intégration,

on trouve: m
1
wse(z/a) = cte (-=1)™ ];) ( 7: ) m(lz/a)k cosh (u — k)x
wse se comporte lorsque z — 0o comme:

1

wsc(z/a) T cte [B(—z/a)“ - em

(~22/a)"""|
En comparant ce résultat avec (VI.52) , on obtient:

1 1 2wl pt—w
T-T.=c (1>
2sinvn/2 p+1—v B \4b

c’est & dire que I'exposant o défini par 1 — T/T, ~ a?* vaut 2a =y + 1 —v.

On confirme ainsi tous les résultats annoncés plus haut et ’on s’apercoit que la solution du
modele O(n) est trés similaire & celle du modéle & une matrice de la partie II1.2 . On va maintenant
voir la généralisation de la partie I11.4 .
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V1.6 Méthode des boucles

Le modele O(n) peut également étre traité par la méthode des équations de boucles. Celles ci
comme dans les autres modéles de matrices se traduisent en une équation algébrique (de degré q)
pour la résolvante w mais dans le cas du modéle O(n) cette équation est exactement soluble quel
que soit son degré. La méthode des boucles redonne les résultats de la méthode du col dans la limite
N grand et elle permet de développer aux ordres suivants en 1/N.

VI1.6.1 Invariance par reparamétrisation

Comme d’habitude les équations de boucles refletent ’invariance de la fonction de partition par
changement de variable:
L —N tr V(M) + M|AJ?
Z:/deAe rVM)+ M4
e Le changement M — M + eM™:

7 = _N tr (V(M) + MA? + eM™V' (M) + eM™ A2
Z:/deA <1+6Z tertrMn_k_1>e r(V(M) + te (M) +e )
k=0

donne la premiére série d’équations:

1 = k n—k—1 1 nys! n A2

n+1

Si I'on divise cette équation par z et que 'on somme sur n, il vient:

1 1 1 1/ V(M) 1
= —( t A
N2<trz—Mtrz—M> N< Sy Ay >

e L’autre changement de variable A — A 4+ eM™"AM™ (ou A désigne I'une des n composantes du

-

vecteur A) donne:

. —N tr (V(M) + MA?2 + (M AM™A + AM™ AM™+1
Z:/deA (L te e parm e T VM) el 2

c’est & dire 1 1
(M M) = N< tr MPHLAM™A + AMTAM™ )

et donc en divisant par z"t1zmt!

, en sommant sur toutes les valeurs de n et m, et également en
répetant la méme équation pour chacune des n composantes de A on obtient

n 1 1 1 1 I 1 - 1 .
—( t t =—(t MA A A MA
N2< M rZ—M> N< P Y Iy S S >
En choisissant Z = —z on peut se débarrasser du terme contenant des commutateurs de M et A:

n 1 1 1 1 1 ~2>
g ¢ ——{t A A
N2< M r—z—M> N< Ry Vi
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I1 est alors commode d’introduire les fonctions:

1 1 1 1 o i 1 1
w(z)—ﬁ<trz_M> , X(z)—n—N<trz_MA> , W(Z’Z)_<tr2—Mtr5—M>conn

et les équations des boucles se réécrivent finalement:

w(z)? + %w(z,z) =V'(2)w(z) — P(z) + nx(z)
(VL53)
w(z)w(—2) + gzw(z, —2) = —x(2) — x(—2)

Comme pour le modele & une matrice, P(z) = Pol V'w est un polynéme inconnu de degré degV'—1.
On peut aisément éliminer la fonction x(z):

w(2)? + w(=2)? + nw(z)w(—2) + ng (w(z,2) + w(—2,—2) + nw(z,—2)) =
(VL.54)
w(z)V'(z) + w(—2)V'(—z) — P(2) — P(—=z)

Equation des boucles en termes des w4

Tout comme pour la méthose du col les équations de boucles prennent une forme plus simple si
I’on change de fonctions w — wy. Il faut d’abord définir I’équivalent de (VI.23) pour les fonctions
a deux variables:

T —iUT

w(z,2) = —e  wit(z,2)twi (z,2)+w_4(2,2)—e w__(z,%) et wiy(z,2) = wyy(Ez,12)

Avec ces notations (VI.54) prend une forme plus agréable:
1
Wi (2)w-(2) + Jwi—(2,2) = wi(Z)wr—(2) + w-(2)wrs(2) = Pr—(2) (VL55)

ou P;_(z) est un polynéme en z choisi de telle facon que le membre de droite de I’équation tende
vers 0 a l'infini.

En utilisant w = w, — ws on a aussi:

ws+(7)ws—(2) + %w—(% z) = wri(z)wr—(2) = P1—(2) (VL56)

le membre de droite est cette fois un polynome.

Jusqu’ici cette équation des boucles est exacte pour tout V. Dans la limite N grand elle se
simplifie et la solution n’est autre que celle que 'on a trouvée par la méthode du col.

VI1.6.2 Limite classique N — oo

Dans cette limite 1'équation (VI.54) devient une équation fermée pour la résolvante w(z):

w(2)? + w(—=2)? + nw(2)w(—2) = w(z)V'(2) + w(=2)V'(=z) — P(z) — P(=2)
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de méme (VI.55,VI.56) se réécrivent:
Wi () (2) = 04 (2r_(2) +w_(2)op (2) — Py_(2)

ws+(2)ws—(2) = wyt(2)wr—(2) — Py—(2)

Ces équations sont toutes satisfaites par la solution (VI.31) de la méthode du col:

wer(2) = We(2)y/ (22 = ) (22 = 1) (A 94() +2B())

en identifiant les polynémes A et B avec

(2% — a?b?[e?) A% — 22%\Je /e AB — 2°B? = w,, (2)wr_(2) — Py_(2)

On va maintenant chercher les ordres suivants dans le développement en 1/N

VI.6.3 Développement en 1/N

L’équation des boucles permet de calculer par récurrence tous les ordres en 1/N. On développera
la résolvante w(z) en:

w(z) = i N2k w[h](z)
h=0

La méthode du col a déja permi de calculer wy. A 'ordre 1 I'équation des boucles s’écrit:

wio)+— (2, 2) = wigls+ (2)w) - (2) + wiggs— (2)wi) 4 (2) — Pajy - (2) (VL57)

C’est une équation linéaire pour wyy), pour la résoudre il suffit de connaitre la fonction wyg(2, 2).

La fonction & deux boucles w(z, 2)

Comme pour le modeéle & une matrice la fonction & deux boucles w(z, Z) joue un role trés important:
elle s’interpréte géométriquement comme la fonction de partition des surfaces & deux bords (les
cylindres), elle posséde la propriété remarquable d’étre universelle (dans la limite N — oo elle ne
dépend pas du potentiel V(z)) et elle représente la dérivée fonctionnelle de la résolvante w(z) par
rapport au potentiel:

- Ow(2)
w(z,z) =
Pour la calculer il suffit de remarquer qu’elle obéit & une équation linéaire qui est la dérivée de
I’équation du col (VI.20) et que les conditions aux limites la déterminent entiérement:

Fe2) = [+ (2)  fa(z) = [2(3) o

1 ! S S (2, z))] (VL58)

4—-n?|(z+2)

wis(25) = s + Wa@Wa () (140

ou ’on a introduit les fonctions:

f+(z) = 2z teve et F(z,2) = ﬂ (avecﬁ def \/(z2 —a?)(2? — b2))

22 — €2 22 — 72
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et ol le coefficient « qui a déja été introduit en (VI.30) peut aussi étre défini par

Wo(z) ~ i(l—%+...>

On peut également écrire la fonction & deux boucles comme une dérivée totale:

wi(2:2) = —1 n2 % [z:rlz W)W (g)ﬁ%]

En particulier on peut calculer wy (z, z)

-1 |1 a? —é? B 2 (aQ—bQ)2
4 —n?

wi—(z,2) = 2(22 —a?) (22 — 1?) ZZ (22 — a?)2(22 — b?)?

On a donc en principe tout ce qu’il faut pour calculer w1(2), il reste & inverser ’équation linéaire.
p p q p 1\2); q

La résolvante wy;)(z) & ’ordre torique

On peut deviner que wj4(2) a la forme

1 -1 1

= 3" O T e (U9 )+ V)

w4 (2)

ou U et V sont des polynomes de degré 2 en z2. Il faut de plus supposer des relations entre ces deux
polynémes pour que w[l](z) n’ait pas de poles en z = —a et z = —b. Les coefficients des polynomes
U et V peuvent alors étre calculés en injectant cet ansatz dans I’équation des boucles (VI.57) , le
résultat fera intervenir les valeurs des polynomes A(z?) et B(z?) en 22 = a? et 22 = b? ainsi que
leurs dérivées premieres au voisinage de a? et b?, exactement comme dans le cas du modéle & une
matrice (I11.130) .

Cette méthode de calcul n’est cependant pas la bonne, elle est extremement fastidieuse et donne
le résultat sous une forme trop complexe, il faut I’exprimer d’une maniere plus astucieuse, c’est a

dire qu’il faut trouver la structure générale des fonctions wry).

Développement dans les moments M, et Ji

Dans le cas & une matrice, cette structure a été trouvée et explicité par les auteurs de [58, 59]. Ils
définissent des moments My, et Ji qui dépendent linéairement du potentiel V' (4 a et b fixés):

1 V'(2) 1 1 [ V) 1
My = 2z'7r%dz (z—a)k*t1 /(z —a)(z — b) ’ Tr = fd b

et des fonctions @), (2) et D) (2):

1 1 1 1
Papp(2) = (z-a)fJ/z—a)(z—-0) Powlz) = (z = b)F \/(z = a)(z = D)
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enfin ils introduisent des fonctions de base ¥y et x; qui sont des combinaisons linéaires des ®; sur
lesquelles le noyau linéaire de ’équation des boucles agit d’une fagon particulierment simple:

o o
(z —a)* (z - b)*

A T'aide de ces fonctions 'équation des boucles devient trés facile & inverser et les wy,) s’expriment

2w (2)Tr(z) = + Pol (2) ) 2wy (2)xk(2) = + Pol (2)

plus simplement dans cette base, de plus les moments My, et J; jouent un réle trés important lorsque
I'on s’intéresse aux points critiques ce qui montre I'importance de trouver une telle paramétrisation
pour le modele O(n). A titre indicatif je peux donner des résultats récents concernant les moments
M; et Ji ainsi que les fonctions @.

Dans le modéle & une matrice on a la relation suivante:

Oa 1 ob 1
V) Eq)(a)l(z) ¢ e 71<P(b)1(z)

On sait aussi exprimer les moments en fonction du polynoéme M (z) tel que ws(z) = —3M(2)\/(z — a)(z — b)
par:
M1:M(a) , J1:M(b) ) M2:M'(a) , J2:Ml(b)

Pour le modele O(n) on peut trouver des relations analogues:

dz

0a? 1 ow 1 oW (z)
— 2 2 M — _% VI

ov(z) da? avee ST o (2) da?

On peut également comme dans le modeéle & une matrice relier le moment M; aux polynémes A et
B qui généralisent le polynéme M (cf (VI.31) ) par:

M=o 74 2z V(2 8a2 — (4—n?) (%(1 — o) A(d?) — AaaZB(a2)>

2 o 2 1
ou p= a9 et a’lg = —;p(GQ —e?).
2/e
Toutes ces relations suggérent que l'on a identifié la premiere fonction de base ®(,); = W/ 0a? et
oW
o § 2V (2) 20 E)

11 est alors naturel de conjecturer que la structure du modeéle & une matrice se généralise de la facon

le premier moment M; =

suivante:
!
" 2ir j{d Vi 8(12) ’ Ih = 2im j{d Vi 6b2)
W (2) kW (2)
Qo) (2) = @) ; Dpyk(2) = o)k

Mais comme je 1’ai indiqué ce travail n’est pas terminé. A suivre dans un prochain article sans
doute...

En attendant voyons ce que devient le modéle O(n) dans le cas n = £2
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VI.7 Casn==2

La transition de Kosterlitz—Thouless

Les cas n = %2 sont les cas limites du modele O(n), ils correspondent & v — 0 et ¥ — 1 avec la
paramétrisation n = 2 cos vw. Il est intéressant de les étudier en détail, en particulier le cas n = 2.
Celui ci correspond & une charge centrale ¢ = 1, c’est a dire qu’il permet d’étudier la théorie des
cordes plongée dans un espace de dimension 1, qui est la dimension maximale que permettent les
modeles de matrices. Par ailleurs le modéle O(2) sur un réseau régulier a été tres étudié, c’est
le modele XY et 'on sait qu’il présente une transition de phase trés particuliére découverte par
Kosterlitz—Thouless [79]: cette transition n’est pas du tout semblable & la transition de Curie du
modele d’Ising, il n’apparait pas d’aimantation spontanée et 1’énergie libre et toutes ses dérivées
sont continues au point critique. On trouve que les exposants critiques sont des entiers, mais en
fait les comportements critiques ne sont pas seulement en lois de puissances, il contiennent aussi
des termes logarithmiques. On va voir que 'on retrouve ces caractéristiques pour le modeéle O(2)
sur réseau aléatoire formulé par les modeles de matrices.

Le cas n = —2 est aussi intéressant, il décrit une théorie des cordes de charge centrale ¢ = —2,
et possede également des comportements critiques avec des exposants entiers et des corrections
logarithmiques.

Modeéle O(£2) sur réseau aléatoire

Sur réseau aléatoire ces deux modeles sont obtenus par une intégrale de matrices (VI.7) ou (VI.14).
J’ai montré dans les paragraphes précédents comment calculer une telle intégrale pour n’importe
quelle valeur de v. Il suffit en principe de passer a la limite v — 0 et v — 1, mais cette limite est
assez singuliére et il est aussi simple de procéder directement [72].

On observera deux familles de points critiques comme dans le modele O(n) général (I’exposant
critique g vaut 2m + 1 +v):
La premiere famille donne des points critiques qui ressemblent aux points critiques habituels d’un
modele & une matrice, & condition de changer la matrice M en M?, et I'on obtient des exposants
entiers au lieu de demi—entiers.
La deuxiéme famille donne des points critiques avec des corrections logarithmiques, ce sont ces
points critiques qui décrivent la transition de Kosterlitz—Thouless.

On va d’abord voir sur le cas n = —2 comment ceci peut se comprendre & partir d’un simple
changement de variables.

VI.7.1 Casn=-2

La fonction de partition du modéle O(—2) sur réseau aléatoire est (cf eq.VI.14):

Z = / ﬁ d); 2>\ie_NV()\i) H()\z - )\j)Z()\i + )\j)2 (VI.59)
=1

1<j
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Si 'on change de variable z; = )\12, on retrouve un modele & une matrice habituel, mais avec un
potentiel qui peut contenir des racines carrées:

Z = / H dz; NViveE) (@i —=;)* = /dM e_N V(M)
1<J
Lorsque le potentiel V' est pair, on retrouve exactement le modele & une matrice. En particulier les
points critiques sont donnés par le comportement singulier en zéro de la densité de valeurs propres:
p(z) ~ zf. Pour le modéle & une matrice on sait que l'exposant fi vaut m + 1/2. En utilisant

p(A) = 22p(A\?) on en déduit que pour le modele O(—2) I’exposant y est un entier pair et vaut
2m + 2.

I1 existe néanmoins d’autres points critiques pour le modéle O(—2) lorsque le potentiel V
n’est pas pair. On va voir que 1'on obtient alors un comportement singulier en \??*t21n \. Je vais
maintenant expliciter la solution du modéle n = —2 par la méthode du col, c’est a dire montrer
comment calculer I'intégrale (VI.59) dans la limite N grand.

Solution directe du modeéle O(—2) par la méthode du col
Comme d’habitude avec la méthode du col, la quantité que ’on cherche a calculer est la résolvante
w(z), car celle ci permet de calculer la densité de valeurs propres p(A):
w(A+10) — w(A —i0) = —2iwp(N)

La résolvante satisfait I’équation du col (VI.20) :

w(A +10) + w(X —i0) — 2w(=A) = V'())
Pour la résoudre il faut décomposer w en ses parties paires et impaires:

w(z) = wy(z) + zw_(2)

On trouve alors que la densité p(\) peut étre calculée seulement a partir de w_:

2Aw— (A +140) —w_(A —10)) = —2imp(N)

Et la fonction w_ peut étre exprimée en fonction du potentiel V' par une intégrale de contour qui
généralise (I11.22) :

2 _ q2)(22 — b2
o= g § % v [EDE D)
Tan -2 (= a?)((Z - 1?)
On a en plus deux équations exprimant les conditions aux limites et qui permettent de calculer a
et b:

1 dC ,

2y/1
21#7{\/ Er e _bQ)c V()
Toutes ces expressions auraient pu étre trouvées en remarquant que w_ n’est autre que la résolvante
du modele & une matrice obtenu en changeant de variable z = \2.
Voyons maintenant quels sont les points critiques de ce modeéle, pour cela on utilisera simplement
les expressions de la partie VI.5 du modéle O(n) général dans la limite v — 1.
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Points critiques

eCaspy=2m+1—-vetv—1:
La résolvante ws au point critique (VI.45) devient dans la limite v — 1:

2m!
et T, =2n(b/2)?m+2 "

1
bws(z) = Tz2m+1(7r/2 + 1) 2 cos ¢ avec z= b

c sin vy m + 1lm)!

Le potentiel critique minimal permettant d’atteindre ce point critique est un potentiel pair, il est
obtenu en posant v — 1 dans (VI.46) :

1!'m! 22\ 2™ 2
V! (2) = 4 M p) ({) -

m)! 22

Le comportement critique de la densité de valeur propre au voisinage de zéro est alors régulier en
\2m.

-1 4m+ 1hm! (20\?™

— Imw(A) ~ ————— | —

T ( )A—>0 T 2m! ( b )
Ce point critique est celui que j’ai mentionné plus haut, il est obtenu pour des potentiels pairs
et correspond au modele & une matrice pour la matrice M2. On trouve que 'exposant Ystr de la
susceptibilité de corde est le méme que pour le cas & une matrice: ygty = —1/m. La dérivée seconde

de I’énergie libre se comporte en
w(T) ~ (T, —T)"/™

eCaspu=2m+1+vetv —1:
Le potentiel critique minimal obtenu en prenant la limite v — 1 de (VI1.49) n’est pas un potentiel
pair, il vaut:

12 2m+2
bV (z) = 4(2m + 3)%P01 (2{) (m/2 — 1) avec sint = g

On s’attends donc & un comportement critique assez différent du précédent. En effet la densité de
valeurs propres p(A) au point critique vaut

2 m+ 112 22\?™t2 [} b2

on constate qu’elle contient un terme logarithmique en accord avec le comportement de la transition

de Kosterlitz—Thouless:
2 m+ 112 722\?72 /9
(N % 7 B 3o (?) n (X)

On peut également tenter de calculer I'exposant de susceptibilité de corde ~ygty, mais la aussi la
dérivée seconde de 1’énergie libre u(7T') posséde un comportement logarithmique:

(T. —T) ~u™ ' Inu
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VI.7.2 Casn=2

Le modeéle O(2) ne peut pas comme le modele O(—2) étre reformulé en terme d’un modele & une
matrice, mais il a des propriétés similaires, on peut trouver des solutions assez explicites et les
comportements critiques ne sont pas si éloignés du cas n = —2.

La fonction de partition du modele O(2) est (cf eq.VI.14):

NV ()

N 2
1 - \i— N
Z:/”d)\i—e ||<“ 9)
o1 2 i< Nt A

La raison pour laquelle elle va étre assez simple & calculer est qu’elle peut également se ramener

par un changement de variable & un gaz de particules qui se repoussent avec une force a deux corps

qui ne dépend que de leur distance. En effet si I’'on pose \; = e i 1a fonction de partition devient:

N 2z;
Z = / H dwie_NV(e ) H tanh? (z; — z;)

i=1 i<j
Elle représente un gaz de particules placées dans le potentiel V(e2w) et se repoussant avec une force
en 1/sh2(z; — z;) qui ne dépend que de leur distance.
Il y a encore une autre fagon de formuler le modéle O(2) en termes d’un probléme & deux corps, il
suffit de remarquer que

[0 3/ T = e [ 1]

i<j i,j J
ce qui conduit &

VO + VW)

N
Z:/ dX; det K (i, \j ot K(\p) =
g i (Ais Aj) (A, 1) Y

Calculer Z revient alors a diagonaliser le noyau K (A, u).
Il y a donc de nombreuses méthodes pour étudier le modéle O(2), je vais présenter celle qui se
rapproche le plus de la méthode générale que j’ai exposée pour le modele O(n).

Solution directe du modele O(2) par la méthode du col
La résolvante w(z) satisfait ’équation du col (VI.20) :
w(A +140) + w(X —i0) + 2w(=A) = V'())

Comme pour n = —2 on la résout en décomposant w en ses parties paires et impaires w(z) =
wy(z) + zw_(z) et la densité p(A\) peut étre calculée seulement & partir de w:

—2imp(A) = 2(w+ (A +10) — wi (A —20))
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La fonction w; peut de nouveau étre exprimée en fonction du potentiel V par une intégrale de

zdz / 22 — a2)(22 — b2
w+(z)=i7{2ilv (f’;)\/(( ) Q;ELEZ—Z)Z))

dir | 22 — 22 2 T4 —a

contour:

La condition aux limites w;(z) — 0 quand z — oo entraine immédiatement que

2xdw ,
~ 2im ]{ V (x2 )(z% — b2)V (z)

Mais la seconde condition qui traduit que [ p(A)dA = 1 ne peut pas étre simplement écrite comme

une intégrale de contour.
On va maintenant passer & 1’étude des points critiques en reprenant les expressions générales de la
partie VL.5 et en passant a la limite v — 0.

Points critiques

eCaspu=2m+1—-vetv—=0:
Le potentiel critique minimal correspondant est donné par la limite v — 0 de (VI1.46) :

2m + 2! z )2t b
! = P 1 2 — U =
BV (e) = dm 2 ( 2b) (m/2=4) on  z=z
La partie singuliére de la résolvante w(z) au point critique est alors (cf (VI.45) ):
2m +2! [ z\*mH! 9
() = i () /24 )

Elle correspond & une densité de valeurs propres

2m + 2! / A\ 2+ b b2

qui a un comportement logarithmique en zéro:

2m + 2! 2 (/\)2’”“ 2b

PN o p\) X

On peut également calculer I’exposant de corde 74y, en calculant la dérivée seconde de I'énergie
libre u(T):
u~1/Ina et T—T,~a*?Ina
c’est & dire a 'ordre dominant
w(T)~1/In(T, — T)
ce qui correspond a gty = 0 et est en accord avec la transition de Kosterlitz—Thouless.

e Caspy=2m+1+vetv—0:
De méme le potentiel critique est la limite de (VI.49) :

2 ! am+2 b2
bV!(z) = 4n m+ 3 l(z>

m + 1lm! © 2b
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Au point critique la partie singuliére de la résolvante vaut

3m + 1lm!

1
ws(z) = =222 (1/2 4+ ) cosp avec AT, = (2b)>™+
2m + 3!

T,

Et le comportement singulier de la densité est régulier, sans corrections logarithmiques:

1
p(\) = = \ZmFLy/p2 )2

T,

Quant & la dérivée seconde de 1’énergie libre u(T), elle est donnée par:
u~1/Ina et T T, ~a*™2In?q
on trouve qu’elle est semblable & celle du cas précédent au moins 4 ’ordre dominant:

w(T)~1/In(T, - T)

Tous ces résultats permettent de retrouver simplement ce qui était déja bien connu pour la
théorie des cordes en dimension ¢ = 1.
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Chapter VII

Articles

Dans ce chapitre je présente les deux articles publiés en collaboration avec mon directeur de these
J. Zinn—Justin. Ceux ci ont été rédigés en Anglais.

- Le premier (p. 124) concerne le modéle O(n) (chap. VI), ses points critiques et le probleme
du comportement aux grands ordres (chap. V). Il a été publié dans Nuclear Physics B386 (1992).

- Le second (p. 155) concerne le comportement aux grands ordres des modéles de matrices
décrivant des modeéles conformes minimaux (p, q). J’ai déja explicité son contenu dans le chapitre
V. Il a été publié dans Physical Letters B302 (1993).

Je présente également (p. 167) mes travaux concernant la statistique des valeurs propres de
matrices aléatoires comme je I’avais annoncé en introduction. Cet article n’a pas encore été accepté
mais a déja été soumis & Nuclear Physics B. J’ai également d’autres articles en préparation sur ce
sujet, ils concernent la généralisation au cas des modeles & plusieurs matrices. Mais j’ai choisi par
manque de place, de temps et par souci de clarté et d’unité de ne pas développer ces aspects dans
ce manuscrit.
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VII.1 The O(n) model on a random surface: critical points and
large order behaviour

The O(n) model on a random surface: critical points and large order behaviour. (J .Zinn-Justin,
B.E.) , 33 pages. Nuc. Phys. B386 558-591, (1992). hep-th/9204082
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VII.2 Large order behaviour of 2D gravity coupled to D < 1
matter

Large order behaviour of 2D gravity coupled to Dj1 matter. (J .Zinn-Justin, B.E.) , 6 pages. Phys.
Lett. B302 396-402, (1993). hep-th/9301004
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VII.3 Large random matrices: eigenvalue distribution (non publié)

Large random matrices: eigenvalue distribution. (B.E.) , 18 pages. hep-th/9401165
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Chapter VIII

Conclusions
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Conclusions

Conclusion sur ma thése

J’ai tenté de rédiger une thése assez pédagogique sur les modeéles de matrices, dans le sens ou j’ai
introduit tous les concepts nécessaires et je n’ai pas supposé de connaissance approfondie en théorie
des cordes. C’est au lecteur et au jury de décider si j’ai accompli cet effort avec succes. Dans tous
les cas, cette présentation pédagogique ne signifie pas que j’ai voulu faire une revue systématique et
exhaustive des modéles de matrices. Je n’y ai développé qu'une petite partie des résultats connus
en théorie des cordes et dans leur approche par les modeéles de matrices. Par exemple je n’ai pas
décrit le comportement des fonctions de corrélations, les opérateurs autres que la température (ou
constante cosmologique) ni les flots KDV. Je n’ai pas non plus évoqué les modeles & plusieurs
matrices ni ’'intégrale de Kontsévitch.

Et surtout je n’ai pas exposé ’ensemble de mes propres travaux. Pour des raisons de temps et de
clarté j’ai di faire des choix. J’ai choisi de concentrer la rédaction de ma theése sur deux sujets, les
deux seuls sur lesquels j’ai publié des articles: il s’agit des instantons et des problémes de stabilité
des modeles de matrices, et de ’étude du modeéle O(n). En réalité j’ai également étudié I'universalité
des fonctions de corrélation de valeurs propres, & la suite des travaux de Brézin et Zee [10], ces
travaux n’ont pas encore été publiés mais pour donner une idée de leur contenu j’ai aussi ajouté en
appendice un projet d’article déja soumis a Nuclear Physics B mais pas accepté.

Il convient maintenant que j’ai un peu plus de recul de juger l'intérét et la portée de mes
travaux.

Perspectives: les modeéles de matrices

Les modeéles de matrices ont d’abord donné une grande accélération a la compréhension de la théorie
des cordes et de la gravitation quantique, mais ils ne suscitent plus le méme enthousiasme qu’a leurs
débuts. La principale déception provient de ce que tous les modeéles que I'on sait traiter sont limités
a une charge centrale ¢ < 1, et donc les théories des cordes en dimension 4 ou 10 ou 26 ne sont pas
accessibles par cette voie. Malgré cela il reste encore beaucoup a faire:

pour commencer il faut comprendre la nature de la singularité & ¢ = 1, est ce une barriére infran-
chissable 7

Un autre probléeme est celui des instabilités. Comme je 1’ai exposé au chapitre V certains modeles
de matrices (la plupart en fait) sont instables, c’est & dire que 1'on ne sait pas resommer la série de
perturbations, on ne sait pas si 'intégrale de matrices reproduit correctement une somme sur des
surfaces (cf [67]).

On peut également ajouter que le travail effectué dans le cadre de la théorie des cordes est suscepti-
ble de donner lieu & des applications dans d’autres domaines de la physique des matrices aléatoires
comme le chaos quantique ou les conducteurs mésoscopiques.

Voila donc quelques uns des objectifs & poursuivre dans ’étude des modeéles de matrices.

Je vais maintenant conclure ma thése en résumant le contenu de mes travaux personnels, et
en évoquant les suites qu’ils permettent d’envisager.
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Résumé de mes travaux
Stabilité et instantons

J’ai commencé au début de ma thése par étudier le probleme de la stabilité des modeles de matrices.
C’est ce que j’ai présenté au chapitre V dans le cas du modeéle & une matrice.

Le probleme de la stabilité est celui de savoir si le développement de I'intégrale de matrices
en puissances de 1/N? a un sens. En effet on trouve que ce développement est identique terme
a terme avec celui que 1'on souhaiterait obtenir en théorie des cordes. Mais cela ne suffit pas car
il s’agit du développement d’une série divergente ou asymptotique, et deux séries asymptotiques
ayant le méme développement ne représentent pas nécessairement la méme fonction. Dans le cas
ou l'on sait resommer la série de fagon unique tout va bien, on peut identifier les deux fonctions.
Cette resommation utilise la méthode de Borel et le critére pour savoir si une série asymptotique
est resommable est de considérer sa transformée de Borel, il faut que celle ci ne possede pas de
singularité ni de pole sur 1’axe réel positif. Par ailleurs la position de ce pole n’est autre que I'action
de linstanton, c’est & dire la différence entre deux minimas locaux de l'action. Dans le cas du
modeéle & une matrice ceci est connu depuis longtemps et ’on sait calculer par la méthode du col
I’action de I’instanton.

Mon premier travail de recherche consistait & vouloir généraliser ce calcul au cas du modele
a deux matrices comme par exemple le modele d’Ising. Or la méthode du col est inapplicable
directement pour le modele & deux matrices, c’est ce qui m’a conduit & étudier le modele O(n).
En effet pour n = 1 le modéle O(n) est identique au modele d’Ising et il a lavantage d’étre
formulé comme un modéle & une seule matrice ce qui permet 1’utilisation de la méthode du col. En
généralisant cette méthode aux autres valeurs de n, on pouvait espérer calculer les instantons de
tous les modeéles conformes minimaux (p, q).

Les modeles (p, q) peuvent étre représentés soit par des modeles & plusieurs matrices, résolus
par la méthode des polynémes orthogonaux et qui conduisent dans la double limite d’échelle aux
équations de cordes (cf chap. IV part. IV.6), soit par le modeéle O(n) pour n = —2cos mp/q mais
alors les résultats sont plus difficiles & interpréter car le modeéle O(n) ne reproduit que partiellement
le modele minimal (p,q) (cf chap.VI).

Plus tard, j’ai trouvé une méthode directe pour calculer I'action de I'instanton de tous les
modeéles minimaux (p, g), en utilisant les équations de cordes issues de la formulation en termes de
modeles & plusieurs matrices, et non la méthode du col du modele O(n) (article 2). Bien que cette
méthode directe soit relativement simple, elle ne donne pas explicitement ’action de l'instanton
en fonction de p et ¢. Nous avons au moins pu montrer que les modeéles unitaires p = q £ 1 et
les modeles “pseudo-—unitaires” p = (2m + 1)g £ 1 sont tous instables. Le travail suivant pourrait
consister & tenter une classification compléte des modeles stables et instables.

Le modeéle O(n)

Le modele O(n) est déja étudié depuis longtemps [72] et P'on s’intéressait surtout & sa limite
continue, c’est & dire que 'on connaissait bien ses points critiques [73], mais le cas non critique
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ainsi que le développement topologique en 1/N? étaient peu étudiés.

Comme je viens de ’évoquer, je me suis d’abord intéressé au modéle O(n) comme un moyen
de calcul des instantons du modele d’Ising et des modeles (p,q). En effet le modele d’Ising écrit
sous la forme d’un modele O(1) au lieu d’un modele & deux matrices peut étre entierement résolu
par la méthode du col.

Pour calculer les instantons du modeéle O(n) j’ai alors du étudier en grand détail la méthode
du col, c’est & dire résoudre 1’équation suivante du type Riemann—Hilbert:

WA +140) + w(A —i0) + nw(=A) = V'())

La solution en était connue au voisinage des points critiques [73]. Avec J. Zinn—Justin nous avons
prolongé cette solution au cas d’un potentiel V(X) polynomial quelconque (pas nécéssairement
critique) et nous avons développé tout un arsenal de techniques qui nous a permis de calculer de
facon exacte I'énergie libre, et d’affiner les approximations au voisinage des points critiques. En
particulier nous avons calculé ’action de I'instanton et le comportement d’échelle universel de la
résolvante au voisinage du point critique.

A partir de ces techniques on peut maintenant envisager d’attaquer des problemes plus diffi-
ciles, en particulier le développement en puissances de 1/N2, c’est 4 dire les corrections & ’approximation
de la méthode du col. C’est le travail sur lequel je compte me concentrer & 1’avenir. On peut
s’attendre & ce que ce développement soit analogue & celui introduit par [59] pour le modeéle & une
matrice. Il doit ensuite étre possible d’identifier les termes dominants lorsque ’on s’approche d’un
point critique, ceci devrait permettre de traiter proprement la double limite d’échelle du modeéle
O(n), et peut étre d’obtenir des équations de cordes ou des flots du type KDV. De plus comme
le suggere C. Kristjansen [74] on devine que ce développement doit correspondre & celui que I'on
obtiendrait par le modele de Kontsévitch généralisé.

J’ai également d’autres projets d’application des techniques que j’ai utilisées pour le modeéle
O(n). Par exemple I.LK. Kostov [77] a besoin pour son modele de cordes ouvertes de diagonaliser
I'opérateur linéaire L suivant:

L.f = f(A+1i0) + f(A —i0) +nf(=X)

qui n’est autre que celui que 'on doit inverser pour résoudre I’équation du col du modele O(n), et
j'ose espérer que mes méthodes seront efficaces pour ce probleme. On remarque aussi que la méme
équation intervient dans la résolution du modele de Potts [78], et une question naturelle est de
chercher la relation entre modéle de Potts et modele O(n).

Enfin, il reste & comprendre la structure des opérateurs du modele O(n). J'ai déja signalé
que le modele O(n) permet de décrire un modele minimal (p,q) avec n = —2cos 7p/q, mais que
les opérateurs habituels du modele (p,q) ne sont pas tous présents. Ceci est dii au fait que 'on
ne considere que des opérateurs associés a des perturbations polynomiales du potentiel V. Pour
avoir les autres opérateurs il faudrait considérer des potentiels non polynomiaux et en particulier
avec des singularités en z = (. Par exemple dans le cas du modele d’Ising, on trouve que le champ
magnétique est associé a un potentiel avec un pdle en 1/z. J’ai déja commencé d’explorer ce domaine
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avec mon directeur de thése J. Zinn—Justin, mais ce travail n’a pas été achevé ni publié, il existe
sous forme de preprint & Saclay [76].

La statistique des valeurs propres de matrices aléatoires

Enfin pour terminer, je vais évoquer rapidement le dernier des points sur lequel j’ai travaillé, mais
que je n’ai pas présenté dans ma theése. C’est un probléme issu de la physique de I’état condensé,
en particulier du chaos quantique et des conducteurs mésoscopiques. Les propriétés physiques de
ces systemes sont reliés a la distribution des valeurs propres d’une matrice de transmission qui
est d’une telle complexité ou alors dépend si fortement des détails microscopiques de 1’échantillon
qu’elle peut étre considérée comme aléatoire.

Bien que l'on ait de nouveau affaire & des matrices aléatoires les objectifs et les hypothéses ne
sont pas identiques. En effet en théorie des cordes on s’intéresse & la limite continue, ce qui suppose
que la matrice aléatoire se trouve dans un potentiel critique. Ici au contraire, on ne connait pas le
potentiel qui donne la loi de probabilité des matrices de transmission, et & priori ce potentiel n’est
pas critique mais générique. On aimerait donc trouver des propriétés universelles qui ne dépendent
presque pas des hypotheses faites sur ce potentiel. Des arguments de groupe de renormalisation [62]
montrent que dans la limite des matrices de grande taille, le potentiel gaussien est attractif, c’est
a dire que toute les lois raisonnables conduisent aux propriétés universelles du potentiel gaussien.

Récemment les auteurs de [10] ont suggéré une autre approche pour le calcul des fonctions de
corrélations des valeurs propres. Ils ont retrouvé le fait que dans le régime de courte distance entre
valeurs propres les corrélations sont universelles, elles ne dépendent pas du potentiel, mais ils ont
trouvé plus: les corrélations ont aussi des propriétés universelles dans le régime de grande distance.

C’est en m’inspirant de leurs travaux que j’ai d’abord constaté que la méthode des boucles
permettait de démontrer 'ansatz fait par [10] pour le calcul des polynémes orthogonaux, et j’ai
montré que d’une fagon générale on savait dans le cadre de la théorie des cordes [58] calculer toutes
les fonctions de corrélations dans le régime de grande distance. J’ai ensuite étendu ces résultats
a d’autres modeles de matrices: le modele & deux maftrices, la chaine de matrices, une matrice
dépendant du temps, et le modele O(n). Ces travaux sont en cours et n’ont pas encore été publiés
ni méme soumis.

Finalement je crois que les modeles de matrices n’ont pas encore livré tous leurs secrets...
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