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Introduction

(‘L a nature est-elle symétrique 7”7 : question philosophique d’un spectateur

du monde qui 'entoure tant il est vrai que de la structure fractale des
flocons de neige a la répartition des étoiles dans les galaxies et de ces
galaxies dans l'univers tout entier, les deux ‘infinis’ de Pascal semblent obéir a un
ordre symétrique. Mais au-dela de la contemplation est I'interrogation : “Comment la
nature est-elle symétrique et jusqu’a quel degré l'est-elle 77 C’est a ces questions que
peut tenter de répondre un physicien.

La notion de symétrie est un principe d’induction : ce que 'on voit se reproduit
a l'infini, a 'identique ou selon une regle bien précise. Ainsi 'invariance galiléenne
stipule-t-elle que les lois de la physique sont identiques dans tous les référentiels galiléens,
ou le principe de relativité restreinte, que la vitesse de la lumiere dans le vide est une
constante indépendante de ’observateur.

La notion de symétrie a d’abord servi a décrire et classer les systemes physiques, no-
tamment en cristallographie : Bravais a mis en évidence en 1850 la structure périodique
des cristaux; Fedorov, Schoenfliess et Barlow en 18go ont dénombré les 230 symétries
possibles de ces cristaux permettant de les classer.

A la fin du X7X° siecle, P. Curie a énoncé un principe qui confere un statut
dynamique a la notion de symétrie : “la symétrie de I'effet est au moins égale a celle de
la cause”. Pour la premiere fois depuis Galilée et Newton, il était question de symétrie
et d’interaction entre deux systemes.

Une bonne part de la physique moderne est le prolongement de cette idée. Avec
notamment la découverte que de nombreux phénomenes physiques présentent des
symétries dans des espaces plus abstraits que 'espace-temps physique des rotations
et des translations. Les théories de jauge, invariantes sous une symétrie locale, étaient
nées et allaient révolutionner la physique de la seconde moitié du X X° siecle, tant en
matiere condensée par 1’étude des phénomenes critiques et des transitions de phase,
qu’en physique des ‘hautes énergies’ fournissant le seul cadre théorique cohérent alliant
les lois de la relativité restreinte a celles de la mécanique quantique. Avec les théories
de jauge, la notion de symétrie en théorie des champs est devenue un principe dy-
namique a part entiere : a toute invariance locale est associée une force correspondant
a 1’échange d’un boson de jauge. Cet édifice théorique s’est concrétisé dans la con-
struction du modele standard des interactions électrofaibles et fortes associées a une
invariance sous le groupe SU(3)c x SU(2)r, x U(1)y. Cette théorie est renormalisable



2 Introduction

en ce sens qu’il est possible d’obtenir les valeurs des parametres définissant la théorie a
une certaine énergie a partir de ceux mesurés a une énergie plus petite ; c’est le groupe
de renormalisation qui controle cette évolution de la théorie en fonction de 1’énergie.

Le modele standard de la physique des particules a été testé expérimentalement
jusqu’a des énergies de l'ordre de 100 GeV. Mais il y a de bonnes raisons de penser
qu’il n’est pas une théorie ultime. La plus sérieuse de ces raisons vient du fait qu’ il
n’inclut pas les forces de gravitation et ne peut pas les inclure puisque la constante de
Newton Gy qui mesure le couplage de la gravitation est une constante dimensionnée
qui rend la théorie non renormalisable c’est-a-dire incompatible avec la mécanique
quantique. Cette simple constatation permet de donner une borne supérieure au do-
maine de validité du modele standard. 1l est en effet nécessaire de quantifier une
théorie des interactions de particules élémentaires lorsque I'on examine des phénomenes
physiques a une distance de l'ordre de la longueur d’onde de Compton Ao = h/mc
des particules. D’autre part la théorie de la relativité générale devient nécessaire
lorsque la taille caractéristique d’un systeme de masse m est de ’ordre de son rayon
de Schwarschild Ry, = 2Gym/c?. Généralement ces deux régimes sont distincts, mais
lorsqu’ils coincident c’est-a-dire lorsqu’on étudie des systemes pour lesquels la longueur
de Compton est égale au rayon de Schwarschild, alors une formulation quantique de la
gravitation est indispensable. [’égalité A\ = Ry, correspond a des énergies de l'ordre
de 1’échelle de Planck : mc? ~ \/he®/Gy ~ 10" GeV. Au-dela de cette échelle, la
physique des lois de la nature ne peut plus étre décrite par une théorie des champs. Ce
n’est qu’au milieu des années 70, qu’une nouvelle théorie est apparue comme un candi-
dat sérieux (et unique a I’heure actuelle) a la description quantique de la gravitation :
les objets fondamentaux perdent leur nature ponctuelle et deviennent des cordes.

[’avenement de la théorie des cordes s’est accompagné de plusieurs bouleversements
dans notre vision des propriétés de ’espace-temps :

e tout d’abord, il s’est tres vite avéré que la cohérence quantique réclamait des
dimensions spatiales supplémentaires. Dans notre expérience a basse énergie de
la nature, ces dimensions seraient repliées sur elles-mémes et donc invisibles. Ce
qui ne veut pas dire pour autant qu’elles soient sans incidence sur notre perception
de la physique des particules ;

e d’autre part, il apparait de nouvelles symétries au niveau de 'espace-temps :
les supersymétries qui relient bosons et fermions. Ces supersymétries peuvent
étre interprétées comme la conséquence de 'existence de nouvelles dimensions
purement quantiques de ’espace-temps.

Que le modele standard ne soit qu’une théorie effective de basse énergie d’une
théorie plus fondamentale comme la théorie des cordes n’est pas sans conséquence.
L’un des objectifs de cette these a été I'étude de ces conséquences.

A des énergies intermédiaires entre 1’échelle électrofaible et 1’échelle de la théorie
des cordes, de nouveaux phénomenes physiques devraient pouvoir étre observés qui
se traduiraient notamment par ’existence d’une floraison de nouvelles particules : les
partenaires supersymétriques des particules du modele standard. Leur découverte est
I’'un des enjeux majeurs de la physique expérimentale actuelle.
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La théorie des cordes est a priori une théorie entierement dynamique c’est-a-dire
que, mise a part 1’échelle fondamentale de cette théorie, toutes les autres grandeurs sont
déterminées dynamiquement par un principe de minimisation d’une action. Le vide
de la théorie des cordes définirait entre autre les propriétés géométriques de 'espace—
temps et expliquerait ainsi pourquoi seules quatre dimensions ne sont pas compactifiées.
La géométrie de 1’espace compactifié fixe également le contenu en matiere observable
a basse énergie et sa structure de jauge permettant de comprendre ’émergence du
groupe de jauge du modele standard construit de fagon ad hoc ainsi que la répartition
des quarks et des leptons en trois familles (le nombre de familles est relié a la topologie
de V'espace compactifié). Cependant cette compréhension ‘ultime’ de la nature n’est
encore qu'un objectif a long terme. Essentiellement parce que la détermination du vide
de la théorie des cordes est un probleme délicat : classiquement, une théorie peut avoir
plusieurs vides dégénérés mais en général cette dégénérescence est levée au niveau quan-
tique, sauf dans des théories supersymétriques ou des théoremes de non renormalisation
assurent l’absence de corrections radiatives. Le choix du vide de la théorie des cordes
dépend donc de la brisure de la supersymétrie, mécanisme de brisure qui réclame une
connaissance non perturbative de la théorie des cordes elle-méme. Dans la recherche
de cette formulation non perturbative, I'une des questions principales est d’abord de
définir les degrés de liberté fondamentaux du régime de couplage fort puisqu’il se pour-
rait tout a fait qu’ils ne s’identifient plus aux cordes, objets fondamentaux a priori de
la limite de couplage nul uniquement.

Le manuscrit de cette these est organisé en trois parties :

o Le premier chapitre est une introduction générale a la théorie des cordes et aux
avancées récentes vers une formulation non perturbative. L’accent est mis sur
les objets solitoniques étendus des différentes théories de supercordes, objets qui
pourraient étre amenés a jouer un role de premiere importance en étant considérés
comme les degrés de liberté fondamentaux du régime de couplage fort. La fin
du chapitre est consacrée aux travaux reproduits dans les Annexes Il et V. A
partir des propriétés de symétrie que doivent vérifier les objets solitoniques, on
construit une théorie en interaction pouvant décrire leur dynamique.

o Le deuxieme chapitre est une étude phénoménologique du régime de couplage fort
de la théorie des cordes. Cette étude s’intéresse essentiellement a la compacti-
fication des dimensions supplémentaires générales aux théories de cordes. Cette
étude permet d’identifier les champs de la théorie a basse dimension a partir des
caractéristiques géométriques de ’espace compactifié. De plus il est montré com-
ment briser la supersymétrie au cours de la compactification. Nous avons obtenu
un scénario phénoménologiquement cohérent prédisant une échelle intermédiaire
de I'ordre de 10'2 GeV. Ce chapitre est une introduction a I’article reproduit dans

I’Annexe II.

e Enfin le troisieme chapitre est consacré a des problemes liés directement a la
physique des particules a basse énergie. La modele standard est confronté a



certaines insuffisances en ce sens qu’il repose sur un choix ad hoc de parametres
pas toujours tres naturel, notamment en ce qui concerne la masse des fermions.
Ce chapitre propose une théorie d’extension du modele standard, objet de la
publication I. Les clefs de voiite de cette extension sont des propriétés de symétries
modulaires inhérentes a une théorie de cordes sous-jacente. Les conséquences de
ces symétries sont étudiées d’abord a haute énergie puis, apres renormalisation,
a 1’échelle électrofaible, mettant ainsi en avant un certain nombre de propriétés
directement vérifiables aupres des futurs accélérateurs de particules.

Trois appendices techniques nécessaires a la lecture des articles reproduits en An-
nexe ont été ajoutés au corps du document.

La publication IV s’intéresse aux propriétés des vides d’une théorie de jauge su-
persymétrique. Cette publication n’a pas été discutée dans le texte car elle sort du
cadre retenu. Néanmoins, elle a été ajoutée car elle permet d’éclairer la discussion
touchant aux degrés de libertés fondamentaux d’une théorie puisqu’elle montre com-
ment les degrés de liberté composites d’une théorie peuvent étre vus comme les degrés
de liberté fondamentaux d’une théorie duale équivalente a basse énergie.

En guise d’ouverture, il me semble que le petit probleme suivant illustre les diffi-

cultés qu’il peut y avoir a rechercher une extension du modele standard ‘trop’ symétrique
comme l'est peut-étre son extension supersymétrique

?

La présence des partenaires supersymétriques associés aux particules du modele stan-
dard venant finalement obscurcir 'observation des symétries de la théorie, on peut
comprendre les difficultés a observer expérimentalement la supersymétrie ...



Chapitre 1

Vers une formulation non
perturbative des cordes

Ce premier chapitre théorique est centré sur la théorie des cordes et ses aspects non
perturbatifs. D’abord formulées pour tenter de décrire les interactions fortes [1], les
théories de cordes se sont tres vite avérées une description quantique de la gravita-
tion [2,3]. La supersymétrie joue un role essentiel pour assurer la cohérence quan-
tique de ces théories de cordes. Au milieu des années 8o, il a été montré que seules
cinq théories pouvaient étre formulées de facon cohérente. De surcroit I'une de ces
théories, la corde hétérotique g x Fg était dotée de tous les attraits pour séduire les
phénoménologues (spectre chiral et groupe de jauge). Une dizaine d’années plus tard,
les cinqg théories de supercordes, définies initialement dans un régime de couplage faible,
apparaissent comme différentes limites d’une seule et méme théorie, des relations de
dualité permettant de les relier les unes aux autres. Cette nouvelle théorie est appelée
U ou M théorie.

Dans la premiere section, il sera fait quelques rappels sur les théories de cordes et
leurs liens avec les théories de supergravité. La deuxieme section présente les différentes
relations de dualité. La section 3 construit des états solitoniques jouant un réle primor-
dial dans les relations de dualité. La quatrieme section est une introduction aux idées
récentes de dualité entre les théories de cordes et certaines théories superconformes.
Enfin la section 5 est une présentation de mes travaux de recherche reproduits en an-
nexe a cette these. Deux notes techniques, I’'une sur la supergravité a onze dimensions
et l'autre sur la géométrie des espaces Anti—de—Sitter et leurs propriétés d’invariance
closent ce chapitre.

1.1 Les théories perturbatives de cordes

1.1.1 Cordes libres. Interactions. Quantification

Les degrés de liberté fondamentaux de la théorie des cordes sont des objets ayant une
extension spatiale et évoluant dans un espace—temps de plongement supposé, dans un
premier temps, étre un espace Minkowskien plat. Au cours de leur évolution dans le
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temps, ces cordes décrivent une surface d’univers a deux dimensions. La tension de
la corde c’est-a-dire sa masse par unité de longueur définit I’échelle fondamentale de
la théorie. La dynamique d’une corde libre bosonique (sur laquelle ne vivent que des
champs scalaires sous les reparamétrisations de la surface d’univers) est donnée par
I’action de Nambu-Goto [4,5] :

Sna = —%Mg/dzg\/‘det (aa);: %)é“)‘ (1.1)

ou X*(£%) sont les coordonnées dans l’espace-temps de plongement d’un point de la
corde repéré par ses coordonnées £* (a = 1,2) sur la surface d’univers. Mg est ’échelle
fondamentale de la théorie des cordes (les coordonnées ¢ de la surface d’univers sont

sans dimensions et les coordonnées X* dans l'espace de plongement ont la dimension
d’une longueur). Cette action est équivalente a ’action de Polyakov [6-8] :

1
Sp= M2 / e 0, X 0, X, (1.2)
ou 7, est un champ auxiliaire correspondant a la métrique sur la surface d’univers.
[invariance par difféomorphisme sur la surface d’univers et I'invariance par transfor-
mation de Weyl nous permettent de nous placer dans la jauge conforme caractérisée
par Ya = 14- Dans cette jauge, 'action de Polyakov est alors celle de champs libres :

Sp = ng / PE D, X, 0" X" | (1.3)

Il devient alors tres facile de résoudre les équations du mouvement. Cependant ces
équations libres ne sont obtenues que dans une jauge bien particuliere et doivent donc
étre complétées par des conditions de jauge qui sont ici équivalentes a I’annulation du
tenseur énergie—impulsion a deux dimensions au niveau de la surface d’univers c’est-a-
dire aux conditions de Virasoro lors de la quantification [9,10].

Les états physiques") qui décriront notamment les particules du modele standard
correspondent aux modes propres d’excitation de la corde. Et les amplitudes de dif-
fusion de ces états, correspondant a des interactions gravitationnelles ou de jauge,
sont induites par les interactions des cordes. Ces interactions sont engendrées a par-
tir d’un vertex correspondant a 'union ou a la séparation de deux cordes, ce vertex
étant pondéré par une constante de couplage sans dimension g,. La structure spa-
tiale étendue des cordes a une conséquence importante sur les propriétés de ce vertex
élémentaire : il n’est plus, comme en théorie des champs, un point singulier bien défini
de l'espace-temps correspondant a un invariant de Lorentz c’est-a-dire un point de
I’espace—temps indépendant du référentiel d’observation (¢f. figure 1.1). Cette dis-
tinction de comportement au niveau des vertex d’interaction permet de comprendre

(DNous verrons que la quantification de la corde conduit & un spectre discret possédant des états de
masse nulle. Ce sont ces états qu’on interpréte comme des états physiques. La quantification d’objets
plus étendus que la corde, notamment la membrane, semble conduire au contraire & un spectre continu
qui ne permet plus cette interprétation [11].
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les différences essentielles entre la théorie des champs et la théorie des cordes. Tout
d’abord, I'invariance de Lorentz du point d’interaction permet en théorie des champs
de lui associer différents couplages définissant autant de théories distinctes. En théorie
des cordes, cette possibilité n’existe plus et seule la valeur de la constante de couplage
caractérise le vertex d’interaction. De plus, localement il existe toujours un référentiel
dans lequel le systeme apparait comme une corde libre (au moins classiquement ; quan-
tiquement il faudrait sommer sur toutes les configurations et la remarque perd son
sens). Cette propriété n’est pas sans rappeler le principe d’équivalence de la relativité
générale qui stipule que localement il existe toujours un référentiel dans lequel le champ
de gravitation a été supprimé. Enfin, la géométrie du vertex d’interaction de la théorie
des cordes assure un bon comportement quantique en affranchissant la théorie de toute
divergence ultraviolette. En effet, ces divergences apparaissent en théorie des champs
lorsque des points d’interaction coincident (divergences a petite distance ou grande
énergie). En théorie des cordes, l'interaction n’est plus localisée et ces divergences
disparaissent.

Figure 1.1: Interactions de cordes fermées. Le vertex élémentaire ne correspond pas
a un point bien défini mais dépend du référentiel de Lorentz dans lequel est observée
I'interaction (le point d’interaction peut étre défini comme le point de tangence entre
la surface d’univers et la surface a temps constant dans le référentiel considéré). Cette
propriété est a l'origine de différences essentielles entre la théorie des champs et la
théorie des cordes.

Le calcul des amplitudes de diffusion de cordes correspond & un développement(®

(2)1] a été montré, par des calculs de modéle de matrices, que ce développement est une série asymp-
totique qui n’est pas sommable de Borel.
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en puissance de la constante de couplage g5 selon la topologie des surfaces d’univers :

— -X (n)
amplitude de n=0 amplitude de diffusion
diffusion totale sur une surface de Riemann ¥
de genre n

ol x(¥) = & [; R est la caractéristique d’Euler de la surface ¥ (x = 2—2n —2b ol b
est le nombre de ‘bords’ de la surface). La calcul de A" ne dépend que de la topologie
de la surface de Riemann ¥, ce qui réduit considérablement le nombre de diagrammes
a un ordre donné du développement en perturbation ; pour des cordes fermées, il n’y
a méme qu’'un seul diagramme a chaque ordre, ce qui était loin d’étre le cas en théorie
des champs.

En théorie des cordes, la constante de couplage est une grandeur dynamique et
correspond a la valeur moyenne dans le vide a I'infini d’un champ scalaire ®, le dilaton,

qui couple a la courbure de la surface d’'univers par fz 26/ |7|RD®, de sorte que :

gs = lim e!®. (1.5)

o0

Les cordes peuvent étre ouvertes c’est-a-dire avec des extrémités libres, ou fermées
lorsque les deux extrémités se bouclent I'une sur 'autre. Dans le cas de cordes ouvertes,
il est nécessaire d'imposer des conditions aux bords, il y a deux types de conditions
distinctes :

— condition de Dirichlet : X*

lextrémités
_ s . 2 s —
condition de Neumann : 9; X lextrémités = 0.

= constante.

Les cordes peuvent également étre orientées ou non orientées suivant qu’elles sont invari-
antes ou non sous les difféomorphismes de la surface d’univers changeant 'orientation.
Il existe des théories cohérentes construites a partir de cordes fermées uniquement, mais
en revanche on ne peut envisager de théories de cordes purement ouvertes puisque des
cordes fermées sont engendrées par interaction de cordes ouvertes au premier ordre
des perturbations (ou dit autrement une théorie de cordes ouvertes est non-unitaire a
l'ordre d’une boucle).
[’action de la corde libre bosonique présente un certain nombre de symétries :

e une invariance par difféomorphismes sur la surface d’univers ;
e une invariance de Lorentz d’espace—temps ;

e liée a la nature bidimensionnelle de la surface d’univers, une invariance de Weyl
locale par changement d’échelle : v, — A(€)7yap. 1l est & remarquer que cette
symétrie locale est explicitement brisée par le couplage au dilaton si celui-ci n’est
pas un champ constant (seule subsiste alors la symétrie de Weyl globale), mais
nous verrons comment cette invariance est restaurée au niveau quantique c’est-
a-dire comment est annulée son anomalie.
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Ces symétries sont des symétries classiques qui peuvent étre brisées par des anomalies
au niveau quantique. Goddard et al. [12] ont montré que les symétries de Lorentz
d’espace-temps développent une anomalie sauf lorsque la dimension de l'espace de
plongement se trouve égale a une dimension critique qu’ils ont calculée étre d = 26.
Les symétries de Lorentz sont des symétries globales et I'existence d’anomalie quan-
tique n’est pas en soi une inconsistance. En revanche, une anomalie pour une symétrie
de jauge est beaucoup plus grave et se traduit par la perte d’unitarité de la théorie. Se
pose donc la question de I'anomalie associée aux transformations de Weyl. Le calcul
de cette anomalie [8] montre qu’elle ne s’annule que pour d = 26 (Polchinski [13, p94]
justifie que les deux anomalies sont reliées par le fait qu’une transformation de Lorentz
dans la jauge du cone de lumiere correspondant aux degrés de liberté physiques doit
s’accompagner d’une transformation de Weyl). Le calcul de cette dimension critique re-
posait sur I’hypothese d’un espace de plongement plat. On peut construire des théories
cohérentes, i.e. sans anomalies, de cordes en dimension non-critique ; dans ce cas,
I’espace de plongement n’est plus un espace plat mais correspond a un environnement
(background) non trivial contribuant a I’anomalie conforme et autorisant du méme coup
une dimension d’espace—temps inférieure a la dimension critique.

La quantification de la corde libre bosonique fait apparaitre un état tachyonique i.e.
de masse carrée négative. Un état tachyonique entraine une instabilité du vide, ce qui
n’est pas en soi une incohérence de la théorie mais signifie que le vide utilisé pour quan-
tifier la théorie n’est pas le bon. D’autre part, le tachyon de la corde bosonique pourrait
étre un simple effet de la formulation perturbative de la théorie de la méme facon qu’un
champ de Higgs apparait comme tachyonique lorsque le potentiel est tronqué aux ter-
mes quadratiques. Néanmoins il existe un moyen élégant de s’affranchir de ce probleme:
en effet 1’état tachyonique de la corde bosonique disparait si des fermions, convenable-
ment associés aux bosons par supersymétrie, sont introduits sur la surface d’univers
de la corde (supercordes)(3). Un autre avantage des supercordes est I'apparition dans
le spectre de masse d’états fermioniques qui manquaient cruellement dans la tentative
de description des particules du modele standard a partir de cordes bosoniques. Dans
le cas des supercordes, du fait de la contribution des fermions d’espace—temps aux fac-
teurs d’anomalies, la dimension critique est ramenée a d = 10. Finalement, le spectre
des états d’excitation des supercordes est formé :

e d’un secteur de masse nulle comportant des champs scalaires, des champs de
spin un et un champ de spin deux interprété comme un graviton, ainsi que
des fermions associés par supersymétrie. Le graviton apparait dans le spectre
des cordes fermées uniquement. Le secteur scalaire comporte toujours un dila-
ton, plus éventuellement des composantes de tenseurs antisymétriques. Dans le
secteur des cordes ouvertes orientées, il existe aussi un vecteur d’espace—temps.

e d’un spectre infini de particules massives de masse proportionnelle a 1’échelle
fondamentale des cordes Mg. Ces états disparaissent dans les actions effectives

(3})Dans une théorie supersymétrique, ’algébre des charges fermioniques donne une borne inférieure
positive & I’énergie du vide et assure donc qu’on ne peut avoir de particules de masse carrée négative.
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a des énergies inférieures a Mg mais ils sont importants pour assurer I’absence
de divergences ultraviolettes dont il a été question ci-dessus. Ce sont en quelque
sorte I'analogue des bosons W qui assurent la renormalisabilité des interactions
faibles mais qui sont absents dans la description de Fermi des interactions a quatre
fermions.

Il existe deux formulations des théories de supercordes :

e une formulation Ramond-Neveu-Schwarz (RNS) [14,15] dans laquelle, en plus des
coordonnées X* de la corde bosonique, sont introduites des coordonnées U* qui
correspondent & des fermions de la surface d’univers (mais ils restent des vecteurs
d’espace—temps). La généralisation supersymétrique de ’action de Polyakov avec
des fermions de surface d’univers est dans la jauge conforme :

Sns = i ;/d2§ (0°X"0, X, —1U*gV,) (1.6)
Dans cette formulation il y a une invariance supersymétrique globale manifeste au
niveau de la surface d'univers. Pour aboutir a une théorie cohérente, la quantifi-
cation nécessite une troncation du spectre respectant la symétrie introduite par
Gliozzi et al. [16] (projection GSO). Cette troncation permet en outre d’aboutir a
une théorie quantique invariante par supersymétrie d’espace—temps (cette super-
symétrie est réalisée a chaque niveau d’excitation des cordes et non pas seulement
au niveau des modes de masse nulle).

e une formulation Green—Schwarz (GS) [17, 18] dans laquelle, en plus des coor-
données X*, sont introduites des coordonnées correspondant cette fois-ci a des
fermions d’espace-temps. L’invariance par supersymétrie d’espace-temps est
alors manifeste®. La généralisation supersymétrique de I’action de Polyakov
avec des fermions(® § d’espace—temps est :

1 _
Sos = M3 [ @eV/RLILAL, + M3 [ #e (o, X or,00 (1)

terme de Wess—Zumino

(“)Le terme de Wess—Zumino dans P’action assure de plus une invariance par k symétrie (symétrie
locale dont les paramétres sont des spineurs). La fixation de cette symétrie locale permet d’éliminer
la moitié des degrés de libertés fermioniques et d’assurer une supersymétrie au niveau de la surface
d’univers : par exemple dans les cordes de type 7, les coordonnées bosoniques X*# correspondent a huit
degrés de liberté réels on-shell, et les coordonnées fermioniques (deux spineurs Majorana-Weyl & 10d),
a 16 degrés de liberté réels on-shell, 1a k symétrie permet d’en éliminer la moitié et assure 1’égalité entre
degrés de liberté bosoniques et fermioniques. La & symétrie joue un role capital dans la formulation
de théorie de volume d’univers pour des objets étendus dans plusieurs directions spatiales [19].

(5)Cette action posséde une invariance par supersymétrie ' = 1 c’est-a-dire que les paramétres de
transformations forment un spineur d’espace—temps et donc les coordonnées fermioniques correspon-
dent & un seul spineur . Tl est possible d’étendre cette symétrie & une invariance N' = 2 (cf. par
exemple [20, p.253]) mais au-deld il n’existe plus de terme de Wess-Zumino assurant la k symétrie
nécessaire a la réalisation de la supersymétrie au niveau de la surface d’univers.
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ou II,* = 9, X" —10I'*9,0 est la combinaison des dérivées invariantes par super-
symétrie d’espace-temps ; €™ est le tenseur totalement antisymétrique a deux
dimensions. La quantification se fait dans la jauge du cone de lumiere (il n’existe
pas de quantification covariante de Lorentz).

Witten a montré I’équivalence de ces deux formulations par des techniques de bosoni-
sation [21].

Il n’existe que cinq théories de cordes cohérentes au niveau quantique (le tableau 1.1
résume les principales propriétés de ces théories). Les cordes hétérotiques et de type [
possedent une invariance de jauge dont les anomalies, dans les cordes hétérotiques, sont
annulées par un mécanisme proposé par Green et Schwarz [22]. Cette invariance de
jauge pourrait permettre d’expliquer les symétries du modele standard a basse énergie.
Considérer les interactions de jauge du modele standard comme provenant de la théorie
des cordes permet d’obtenir une relation entre ces interactions de jauge et les forces de
gravitation. En effet la constante de couplage ¢ de la théorie de jauge est reliée a la
constante de couplage g5 de la théorie des cordes, cette relation dépend de la théorie
considérée :

corde hétérotique g = g,M3> (1.8)
corde de type I ¢ = gi/QM'S_6 '

Nous reviendrons sur ces relations au chapitre 2 et nous verrons leurs implications
phénoménologiques sur ’échelle de grande unification.

Le dilaton est un module de la théorie effective a basse énergie c’est-a-dire qu’il
correspond a une direction de dégénérescence du potentiel effectif (). Il existe d’autres
modules caractérisant le vide d’'une théorie de cordes, comme il a en effet été discuté
dans I'introduction, I'existence au niveau perturbatif d’une dégénérescence continue de
vides inéquivalents (i.e. non reliés les uns aux autres par une symétrie de la théorie) est
un trait général des théories supersymétriques. Typiquement les variables dynamiques
définissant la géométrie de 'espace-temps de plongement de la corde correspondent
également a des directions de dégénérescence. Le vide de la théorie sera caractérisé par
I’ensemble des valeurs de ces différents champs de module. Et les théories perturbatives
de cordes correspondent a des points de leur espace des modules caractérisés par :

My fixe et g, — 0 . (1.9)

1.1.2 Les théories effectives de supergravité a dix dimensions

La construction des théories de supercordes assure I’existence d’une invariance par su-
persymétrie d’espace—temps et le spectre de masse nulle (tableau 1.1) de ces théories
forme un multiplet gravitationnel plus éventuellement des multiplets vectoriels de

(6)Cette absence de potentiel pour le dilaton est vraie au niveau perturbatif mais il se pourrait que
des effets non-perturbatifs engendrent un potentiel permettant ainsi de déterminer de facon dynamique
la valeur de la constante de couplage des cordes.



12 Vers une formulation non perturbative des cordes [Chap. 1.]

Cordes Bsusy mature des cordes spectre de masse nulle

Type IIA 32 cordes fermées bosons NS/NS  guv, Buypss @
R/R AH: AH1H2H3

: L LR L R
fermions Yy Vi, AY A

Type IIB 32 cordes fermées bosons NS/NS  guv, Buyps, @
R/R X (axion), AHle: Agitglzuauq

fermions 29,2 0"
Hétérotique 16 cordes fermées bosons NS/NS  guv, @
FEg x Eg R/R A,ul,uza 496 A'u (adJ de FEg x Eg)
fermions Yi, AT, 496 A (adj. de Eg x Es)
Hétérotique 16 cordes fermées bosons Juv, ®
S0O(32) Apips, 496 A, (adj. de SO(32))
fermions Yy, AL, 496 A* (adj. de SO(32))
Type T 16 cordes fermées bosons NS/NS  guv, @
non-orientées R/R Apsps
fermions Y, A
cordes ouvertes  bosons 496 A, (adj. de SO(32))
fermions 496 A" (adj. de SO(32))

Table 1.1: Les cinq théories de supercordes cohérentes a 10d. Les états du secteur
Ramond (R) sont dans des représentations spinorielles de SO(1,9), le groupe de
Lorentz d’espace—temps, tandis que les états du secteur Neuveu—Schwarz (NS) sont
des représentations tensorielles : les secteurs NS/NS et R/R correspondent donc a des
bosons et les secteurs R/NS et NS/R a des fermions. Au premier ordre de la théorie
des perturbations, seuls les bosons du secteur NS/NS couplent a la gravitation. Les
cordes fermées de la théorie de type [ sont non-orientées c’est-a-dire que le spectre a
été tronqué en imposant une invariance sous la parité ) de surface d’univers renversant
lorientation. Les champs 1, sont des gravitinos (spin 3/2) et les champs A ont un spin
1/2 (les indices L et R désignent la chiralité). La 4-forme de la corde [IB est ‘autod-
uale’ (son tenseur de champ est une 5-forme autoduale a 10d). fs,s, est le nombre de
charges invariantes fermioniques de la théorie d’espace—temps.
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'algebre de supersymétrie(”) a 10d. 11 n’est donc pas étonnant que les théories de cordes
et les théories de supergravité soient intimement reliées : en fait les supergravités ap-
paraissent comme des théories effectives de basse énergie des théories de cordes. Ceci
peut se comprendre en étudiant le modele o décrivant la dynamique d’une corde dans
I'environnement (background) créé par ses propres modes de masse nulle. Toute théorie
de cordes cohérente contient un secteur bosonique comportant une métrique g¢,,, un
tenseur antisymétrique A,, et un champ scalaire ® appelé dilaton ; ce sont les seuls
champs se couplant directement a la surface d’univers de la corde (secteur NS/NS des
supercordes) et le modele o est décrit par I"action

S = iMé / d*EN Y] (V0. X" 0 XY 9 (X) + 1€0, X" 0y XY Ay (X))

+M72RPP(z)) (1.10)

vap est la métrique sur la surface d’univers, et R, sa courbure scalaire. Callan et
al. ont notamment montré que la condition d’absence d’anomalie quantique pour la
symétrie de Weyl conduit a un systeme d’équations différentielles pour les modes de
masse nulle ; ces équations peuvent étre vues comme dérivant de 1’action effective de
théorie des champs suivante :

d—1
Seff = Mg /ddx lgle™>® ( 3 - Mg* (R(d) +40"9,®

—4¢"0,90,% — 11_21{2) + O (Mg‘*)) (1.11)

ot d est la dimension de I’espace-temps de plongement, H,, ,,,, = 30y, A, .. est le
tenseur de champ du tenseur A et H* = H,, ., ., H***2**. On retrouve d = 10 comme
dimension critique des supercordes : c’est la seule dimension pour laquelle I'espace plat
est solution des contraintes. En dimension critique et apres intégration par partie, on
obtient, au premier ordre en M3? et dans les unités des cordes (nous reviendrons en
détail dans le chapitre suivant sur les différents systemes d’unités des cordes ¢f.§2.1.4),
I’action effective du secteur universel des supercordes comprenant le graviton, le dilaton
et la 2-forme :

1 1
Soff = _ZMg/dl% /g e72® (Jz + 4¢"0,90,P — Hhﬂ) (1.12)

Cette action correspond précisément au secteur universel des trois théories de super-
gravité a 10 dimensions : théories de type I (hétérotique lorsque un groupe de jauge est
ajouté), de type ITA et de type IIB®) . D’autres termes spécifiques & chaque théorie se

(MOn trouvera dans I’appendice C une introduction aux représentations de ’algebre de super-
symétrie.

(®)La supergravité de type IIB ne peut pas étre entidrement décrite par un lagrangien car, & moins
d’introduire des champs auxiliaires selon une méthode proposée par Tonin et al. [23,24], il n’est pas
possible de dériver de facon covariante de Lorentz la propriété d’autodualité de la 4-forme.
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rajoutent : ils forment le secteur Ramond—Ramond de la théorie. Des termes incorpo-
rant des fermions apparaissent également pour assurer I'invariance par supersymétrie.
Les revues de de Wit et Louis [25] et de Sen [26] donnent les actions effectives completes
des cinq théories de supercordes. La figure 1.2 p.50 dresse le portrait des actions ef-
fectives des cinq théories de supercordes. Dans le cas des cordes de type I et des deux
cordes hétérotiques, il existe également une invariance de jauge décrite par une théorie
de Yang—Mills supersymétrique.

Il existe une autre approche, basée sur le concept de matrice S, permettant d’obtenir
ces actions effectives de supergravité. Elle a été proposée par Gross et Witten [27,28].
Il s’agit de calculer les amplitudes de diffusion a la fois en théorie de cordes et en
supergravité. On obtient 'action effective de la théorie de la théorie des cordes cor-
respondante en imposant ’égalité de ces amplitudes dans "approximation de basse
énergie.

Il convient d’insister sur le fait que ces actions effectives sont des actions de basse
énergie c’est-a-dire qu’elles ne sont valables que lors de processus physiques mettant
en jeu une énergie inférieure a 1’échelle de masse des cordes ou lorsque la courbure de
I’espace—temps de plongement est suffisamment petite c’est-a-dire lorsque le rayon de
courbure R. est plus grand que la longueur caractéristique d’une corde (de sorte que
le couplage adimensionnée MsR:' du modeéle o est petit 1égitimant un développement
en perturbation) :

E M i.e. R Mg!
: < s Jt > S
énergie du échelle de masse 1011%}“?‘11_’ longueur
processus physique des cordes caractéristique  J'une corde

Ces actions effectives de supergravité sont des théories non renormalisables (cf.
par exemple [29] pour une discussion du comportement ultraviolet des théories de
supergravité) donc mal définies quantiquement. Ce que nous venons de voir c’est que
leur régularisation quantique n’est plus une théorie des champs mais une théorie de
supercordes.

1.2 Approches non perturbatives des théories de
supercordes: relations de dualité

Les cinq théories de supercordes que nous venons de décrire et dont nous avons discuté
les limites de basse énergie correspondent a des théories perturbatives en dimension
critique : tel était 1’état des lieux des connaissances a I'issue de la “premiere révolution”
des cordes (1984-1985). Une dizaine d’années plus tard il est apparu que ces cinq
théories pourraient étre intimement reliées les unes aux autres par des relations de
dualite : plus précisément une certaine région de ’espace des modules d’une premiere
théorie pourrait étre équivalente a une autre région de l'espace des modules d’une
seconde théorie (pouvant éventuellement se confondre avec la théorie de départ dans
le cas d’auto-dualité). Il existe essentiellement deux types de relations de dualité :
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o des relations de T dualité : les deux théories duales sont toutes deux dans un
régime de couplage faible mais les espaces des modules correspondent a une
géométrie décrivant une dimension d’espace—temps compactifiée, pour 'une des
théories, sur un cercle de rayon R et pour 'autre, sur un cercle de rayon M3*/R
[30]. Cette situation se généralise a des géométries plus compliquées mais le
volume compactifié d’une théorie est toujours l'inverse de celui de la seconde
théorie [31-33] : par compactification sur un tore de dimension ¢, le groupe de
T dualité généré est SO(t,t,Z). Les T dualités sont des relations perturbatives
i.e. satisfaites a tous les ordres du développement en puissance de la constante
de couplage g;.

o des relations de S dualilé : le régime de couplage faible d’une premiere théorie
est équivalent au régime de couplage fort d’une seconde théorie ; au niveau des
espaces des modules, I'action d’une S dualité est de changer le signe de la valeur
moyenne du dilaton (lorsque les autres modules sont aussi affectés par 'opération
de dualité, on parle plutot de U dualité). Cette dualité est la généralisation de
la dualité électrique—magnétique de Montonen—Olive qui s’avere étre exacte au
niveau quantique pour des théories supersymétriques N' = 4 a 4d [34-37]. Tl est &
remarquer que les relations de S dualité sont non-perturbatives : si la théorie de
départ correspond a I’'une des cinq théories de supercordes perturbatives, sa trans-
formée par S dualité sera une nouvelle théorie ; dans certains cas, par ’analyse de
I’action effective et du spectre des états solitoniques, cette nouvelle théorie pourra
étre interprétée comme la limite de couplage fort d’une des théories précédentes.

Des le début des années go, un certain nombre de conjectures de dualité ont été
formulées : mentionnons a titre d’exemple parmi tant d’autres 'autodualité de la
corde hétérotique N' = 1 a 4d proposée par Font et al. [38] (une liste plus complete
d’exemples peut étre trouvée dans [26,39]). En 1995, les travaux de Hull, Townsend et
Witten [40-42] ont systématisé ces conjectures a toutes les théories de supercordes avec
au moins seize charges de supersymétrie. Ces différentes conjectures sont résumées sur
la figure 1.2 p50. En plus des cing théories de supercordes, une nouvelle théorie semble
jouer un role particulier : la M théorie.

Les cordes de type IIA et IIB sont T duales [43,44], de méme que les cordes
hétérotiques Eg x Eg et SO(32) lorsque le groupe de jauge est brisé par une ligne de
Wilson en SO(16) x SO(16) [31,45]. La corde hétérotique SO(32) et la corde de type
I'sont S duales : la limite de couplage faible de la théorie effective de 'une correspond
a la limite de couplage fort de I'autre [42] et nous verrons comment s’identifient leurs
états solitoniques [46]. La limite de couplage fort de la corde de type IIB s’identifie a
elle-méme : plus précisément de la symétrie classique SI(2,R) des équations du mouve-
ment de la supergravité de type I1B subsiste le sous-groupe SI(2,Z) comme symétrie de
la théorie quantique c’est-a-dire de la théorie de corde I1B [40] (cette invariance SI(2,7Z)
contient I'inversion des constantes de couplage). Apreés compactification sur un tore de
dimension ¢, la symétrie SI(2,Z) se combine avec la symétrie de T dualité SO(t,t,Z)
pour former le groupe de U dualité Fy;(Z) [40]. Les limites de couplage fort des cordes
hétérotiques Fg x Fg et de type ITA ne s’apparentent a aucune des théories de super-
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cordes. La nouvelle théorie, appelée M théorie, serait la régularisation quantique de
la supergravité 11d de Cremmer et al. [47], qui par réduction dimensionnelle redonne
la supergravité 10 d ITA. La compactification de cette théorie onze-dimensionnelle sur
un cercle serait équivalente au couplage fort de la corde ITA tandis que sa compactifi-
cation sur un intervalle avec deux bords a 10d sur lesquels vivent des champs de jauge
Ky correspondrait au couplage fort de la corde hétérotique.

Les T dualités relient deux théories en régime de couplage faible et peuvent donc
étre établies ordre par ordre du développement perturbatif. Tester les conjectures de
S dualité est par contre plus délicat car on est confronté a des théories en couplage
fort @ priori non encore définies. En fait ce sont des propriétés de supersymétrie qui
nous renseignent sur les extensions en couplage fort de théories définies en couplage
faible. En effet les théories avec au moins seize charges supersymétriques jouissent de
propriétés de non-renormalisation :

e la forme de 'action effective des modes de masse nulles est entierement fixée par
la supersymétrie [48] si bien qu’aucune correction de boucles de cordes (dévelop-
pement en g;) ne peut venir la modifier. La difficulté réside en revanche a savoir
si de nouveaux modes de masse nulle pourraient apparaitre en couplage fort :
par exemple, dans la théorie de type [IB, le spectre reste inchangé tandis que
pour la corde de type ITA, le dilaton s’interprete comme le rayon d’une onzieme
dimension (le tableau 1.2 donne la correspondance entre les modes de masse nulle
de la M théorie et ceux des cordes de type ITA et hétérotique Fs x Fg).

e le spectre de certains états solitoniques, appelés états BPS®), reste inchangé
lorsque la constante de couplage varie [35] ou plus exactement I'existence et la
dégénérescence de ces états restent inchangées mais leur masse peut évoluer avec
gs. L’étude de ces étas BPS fera l'objet de la section suivante.

1.3 Les p-branes des théories de supercordes

1.3.1 Les 0-branes de I’électromagnétisme classique

Les p-branes sont la généralisation de la notion de particules élémentaires couplant
a un champ électromagnétique (E,E) Le champ électromagnétique est décrit par
un potentiel A* dont le tenseur de champ F* est relié a Eet B: FY = E et
Fii = €9%*B,. Les équations de Maxwell et 'identité de Bianchi en présence d’un
monopole magnétique s’écrivent :

xd x F'=74, et dF =xj, . (1.13)

(®)Ce sont des états saturant la borne de Bogomol’nyi, Prasad et Sommerfeld entre la masse de
ces états et leur charge centrale. De ce fait ils préservent la moitié des charges de supersymétrie et
appartiennent donc & des représentations courtes de l'algébre de supersymétrie, par exemple a 1'une
des représentations de masse nulle décrites dans I"appendice C.
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M théorie i p=0...10
11d sugra 9o Cia o Ya a=1...32

Type 1TA Guv Clur paps ¢£u
Gu1o ™ AM Omwlof\’} AM;@ 771}5# H= 0...9
gio10 ~ P YL AL o =1...16

¢R10 ~ )\R

HétérOtique Guv Om p210 ™7 AM;@ 77&5# H = 0...9
Eg x Eg  gio10 ~ @ L 10 a=1...16

Table 1.2: Correspondance entre les modes de masse nulle de la M théorie et ceux
des cordes hétérotique Fg x Fg et de type IIA. Les modes de la corde de type IIA
correspondent aux états de Kaluza—Klein de masse nulle de la supergravité compactifiée
sur un cercle [41,42]. Les modes de la corde hétérotique Eg x Eg correspondent eux aux
états de Kaluza—Klein de masse nulle de la supergravité compactifiée sur un intervalle
c’est-a-dire un cercle dont on a identifié les points opposés [49,50]. On impose donc une
troncation ZIW agissant de la fagon suivante (z'° désigne la coordonnée compactifiée) :
sur les fermions (gravitino et jauginos), A\(z#, —z'%) = f)\(:zi“, z1%) ot I est la matrice de
chiralité a 10d ; sur la métrique, g(z*, —2'%) = g(z*, 2'°) ; sur la 3-forme, C(z*, —2'%) =
—C(z*,2'%). De plus un champ de jauge dans 1’adjointe du groupe Fg est introduit
sur chacune des frontieres a 10d. La comparaison des actions effectives conduit a une
relation entre les échelles de masse de la M théorie et des cordes, la constante de
couplage et le rayon de la onzieme dimension : Ryy M}, g2 = ME.
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Le courant électrique créé par une particule chargée repérée par ses coordonnées X*(7)
est donné par :

jo(z) = (q/ﬁd7’54($—X(7)) dj&) dz" (1.14)

ou L est la ligne d’'univers de la particule et 7 son temps propre. La loi de Gauss définit
la charge électrique par :

Qe: *je = /52 * . (115)

R3
Les équations de Maxwell assurent que c’est une charge conservée (la charge électrique

est donc une charge de Neether dont la conservation est assurée par les équations du
mouvement). La charge magnétique est définie par :

Qm:/ﬂgg*jm:/y}?. (1.16)

C’est I'identité de Bianchi qui assure sa conservation (la charge magnétique est donc
une charge topologique).

Le couplage de la particule chargée au champ électromagnétique est donné par le
terme de Wess—Zumino :

S = q/EdT AM(X(T))djiM | (1.17)

A cause de la présence du monopole, le potentiel de jauge ne peut pas étre défini
globalement. Imposer que dans les zones de recouvrement, les différentes définitions
de A* correspondent les unes aux autres a des transformations de jauge pres conduit
a la relation de quantification de Dirac [51] :

Qe Qm €277 . (1.18)

Les particules et les monopdles sont des objets ponctuels sans extension spatiale :
ils correspondent a des 0-branes. Les p-branes sont des objets avec une extension dans

p directions d’espace. Nous allons les construire comme des solutions classiques des
équations de supergravité. Leurs propriétés supersymétriques leur conférera un statut
quantique stable. Une p-brane dans un espace-temps a d dimensions couplera de facon
électrique a une (p+1)-forme différentielle et de facon magnétique a une (d—p—3)-forme
différentielle. Pour d = 4 et p = 0, on retrouve les résultats de I’électromagnétisme
classique.

1.3.2 Les p-branes comme solutions des actions effectives de
supergravité

Les équations de la p-brane

Dabholkar et al. [52] ont construit les p-branes comme des solutions des théories
effectives de supergravité (a 10d ou 11d) préservant la moitié des supersymétries,
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ayant une invariance de Poincaré au niveau de leur surface d’univers et respectant
I'isotropie de 'espace transverse : on cherche donc un ‘background’; c’est-a-dire la

valeur des champs de masse nulle de la théorie considérée, respectant 1'invariance :
Poincaré ,41 x SO(d —p —1).

La dynamique libre d’un objet étendu dans p directions d’espace est régie par la
généralisation de 'action de Nambu—Goto correspondant a l'intégrale de 1’élement de

Sng = —MP*! /dp+1§\/‘det <%)§(: a;;f)‘ (1.19)

ot X%(£%) sont les coordonnées dans 1’espace-temps de plongement d’un point de la

volume d’univers :

p-brane repéré par ses coordonnées de volume d’univers £* (a =0...p) ; et M est une
constante dimensionnée [M] = L~' qui sera reliée a tension de la brane. Cette action
est équivalente a ’action de Polyakov :

1 N —1
sp=wrt [an (<3vRhraxax+ L VET) ()

ou 7, est un champ auxiliaire correspondant a la métrique sur le volume d’univers.

Reste a coupler la p-brane a la théorie effective de supercordes. I’invariance
de Lorentz SO(1,p) impose a tous les champs fermioniques d’étre nuls. Le secteur
bosonique comprend la métrique et, en général, un champ scalaire (le dilaton) et des
n-formes différentielles A(,). Le lagrangien bosonique prend la forme générale suiv-
ante (les coefficients a, b, ¢ et e correspondent a différentes normalisations numériques
possibles que nous ne spécifierons pas ; toutefois, pour que le dilaton corresponde au
dilaton de la théorie des cordes, il est nécessaire!'”) que b/a = —1/2) :

Ses = /ddx Vgl (aR+00,99"® + cea“*q)F(QnH)
+e Ay Finn)-Flnr) dansz)  (1.21)

avec
Fﬂ1---ﬂn+1 = (n + 1) a[ﬂl Aﬂ2~~~ﬂn+1]
1 J—
2 _ R . M1 bn41
F? = ] A (1.22)

6!11 fi3nt2

V |g| AFF == n'(n —I— 1)’(71 _I_ 1), Aﬂl...ﬂnFﬂn+1~..ﬂ2n+1Fﬂ2n+2~~~ﬂ3n+2

le symbole /142142 désignant le tenseur totalement antisymétrique normalisé & %41 =

1. Le coefficient a,,_; mesure le couplage du tenseur au dilaton.

(19)A partir de maintenant et jusqu’a la fin de ce chapitre, on adoptera les conventions généralement
utilisées par les cordistes : 1la métrique de I’espace de Minkowski & d dimenions est (— 4 ...4).
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Le couplage électrique de la p-brane a la (p+ 1)-forme différentielle résulte du terme
de Wess—Zumino rajouté a l’action libre (1.20) :

1 a (i v p —1
5= w1 [[roie (—L VRl X 0 g ) + L]

—I-.AWZ gitartt &llX‘ll .0 Xﬂp‘H Aﬂ1~~~ﬂp+1> . (123)

&p+1

Le coefficient Awz du terme de Wess—Zumino sera fixé par les propriétés de super-
symétrie. Notons que la constante dimensionnée M a été fixée a la masse de Planck
Mp car le lagrangien effectif (1.21) est écrit dans les unités d’Einstein. Les fonctions
gns et e’® sont des fonctions implicites de £ a travers leur dépendance en X. La valeur
de f,, définissant les ‘unités’ de la p-brane, est déterminée en imposant que S.s; et
S, aient le méme comportement d’échelle [53] (nous reviendrons sur cet argument au
chapitre suivant §2.1.4) :

Qp

=—-— 1.24
b= 22, (120
Les équations du mouvement déduites de I'action S.55 + S, s’écrivent :
6S b c ..
— =0 i = —— 0 00,0 — ———— € Fig, 6, F,7001
.5g;w & R a ” a(p—l—l)!e HOLTp 41
c(p+1) ® 1.0 , 5
P gps oy QTP L Ty — —=T5 G455
ad=2)p12) 9wl Tl = g g
(1.25)
6S . a,c L
—=0& D;D'®=_—""—e®F; ,  F0r 4 Ty 1.2
5o T b(p o) ¢ e Tha; (1.26)

0S8 o
— 0 a* ( ozp<1> F;Lo...,up+1> —
.6Aﬂ1...ﬂp+1 Aad o |g| €
6(1 B 2(_1)p+1) (1...[i3p45 (1. fhpai
2¢((p+2)1)? et o iinpys Fiiopya.iinpys T 74 (1.27)
'57,11) =0« Yab = 0, X" X 9up €77 (1.28)
68 ab b Bp® 1 ab &1 &3 Bp®
o5 =0 ( Y[y 0 X" gsre > = 5 VI 0. X7 0, X%0; (9515,
— AWZ € tptt aalX&l .. .8ap+1X5’P+1 Fﬂ51~~~5p+1 . (1.29)
De plus le tenseur de champ vérifie I'identité de Bianchi :
a[[ﬂ Fﬂ2~~~ﬂp+3] =0. (130)
Le tenseur énergie impulsion 7 de la brane est donné par :
Mrt! . o e — X
Tao = — /def VA X X" guragirs €7 Ma—X) (1.31)
2a Vgl
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Le courant électrique créé par la brane s’exprime par :

S p+1)!
Jifpt1 — AWZ (p —QI_C ) Mp-l-l/dp-}-l{em...ap.}.l

Oy XP 00, X1 6%z — X) . (1.32)

T Apt1

Et le terme de source pour 1’équation du dilaton vaut :

B ias . .
To=—"" /dpﬂf 70, X 0, X7 gy (1.33)

La solution recherchée doit vérifier I’ensemble de ces équations.

Certaines solutions a ces équations présentent une singularité a l’origine (ce sera
notamment le cas des 1-branes fondamentales qui seront discutées dans la suite de la
section) : ces singularités sont crées par les sources [54,55]. D’autres solutions, comme
les 5-branes par exemple [56], sont en revanche parfaitement régulieres et existent méme
en ’absence de source : ce sont des solutions solitoniques.

Couplage des formes différentielles au dilaton

Les formes différentielles apparaissant dans le secteur de masse nulle des théories de
supercordes peuvent appartenir au secteur R/R ou au secteur NS/NS. Dans les unités
des cordes, les formes NS/NS couplent au dilaton par un facteur universel e=2® tandis
que les formes R/R lui sont découplées (les valeurs de ces couplages résultent de calculs
d’opérateurs de vertex en théorie des cordes ; nous verrons qu’elles ne pourraient étre
autres sans remettre en cause l'existence de p-branes, donnant ainsi un argument de
théorie des champs a ces valeurs de couplage). Par conséquent, dans les unités de
supergravité correspondantes a l'action effective (1.21), les couplages d'une (p + 1)-
forme différentielle au dilaton valent :

2-forme NS/NS : ap = —1 (1.34)
(p+ 1)-forme R/R : a,=3-p)/2. (1.35)

Dans le cas de la supergravité a 11d, le dilaton est absent et :

3-forme sugra 11d : a;=0. (1.36)

p-brane électrique
On choisit un systeme de coordonnées adaptées a la brane :

I

coordonnées de la surface d’univers : x p=0...p;

coordonnées transverses : y' i=1...di(=d—p—1).
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Dans ce systeme de coordonnées, on fait le choix de jauge (jauge statique ou physique) :
XH(E) = ¢~
La métrique la plus générale respectant 'invariance souhaitée prend la forme [52] :

g = e2A0) 1 ® dx"nu. + eQB(T)dyi ® dyjmj (1.37)

coordonnées longitudinales coordonnées transverses
77/“/:(—+---+) 771]:(++)

ou r = +/|y'yin;;| est la distance radiale a la brane ; A et B sont deux fonctions
de la variable radiale r uniquement. Le dilaton (sauf dans la supergravité a 11d ou il
n’existe pas) n’est fonction également que de r : ®(r). De méme les seules composantes
non nulles de la (p + 1)-forme différentielle couplant électriquement a la p-brane sont
données a partir d’une seule fonction de r :

1
M _ o) 1.38
U ebipd 1 €1 opip g1 Awz (p+1)! det g, ‘ 3%

tenseur antisymétrique a

(p+1) dimensions
50...p:det Juvy

Remarquons que le couplage, e, di au terme de Chern—Simons ne contribue pas aux
équations du mouvement.

Imposant de plus la condition aux limites d’une métrique asymptotiquement min-
kowskienne loin de la brane (r — o0), on peut résoudre I’ensemble (1.25)—(1.30) des
équations couplées du systeme brane/gravité :

g = Hf”m dz" @ dx” nu,, + Hf”y dyi ® dyj 7ij (1.39)
e® = H™ ¢% (¢ désigne la valeur a I'infini de ®) (1.40)
1
F; = —erdo/2 9. 7 1.41
H1-Bpt1 6#1~~~Mp+1 AWZ (p + 1)' det guv € T ( )
CO.A.p:detg}Lv
les puissances étant données par :
dJ_ -2 C d” 2
s == = — = = ——(1 —djn,) (1.42
n Jd_o a(sz(p+1)')2 ny dJ_—Qn ne ap( (|72 ) ( )

d|| étant la dimension du volume d’univers de la brane (d” =p+1) et d; la dimension
de D'espace transverse (d; = d — p — 1). De plus ’équation d’Einstein (1.25) fixe le
couplage «, du dilaton au tenseur :

2= 2 A (pr 1y — a2

ap:? a d—2

(1.43)
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La fonction radiale H, est solution de I’équation de Laplace dans I'espace transverse

et donc :
1 (AWZ (p + 1)’)2 p+1l —apdo/2 1 :
HT =1- % (dJ_ _ Q)le_l MP [+ rdJ_——2 S1 dJ_ > 2 (144)
1 MpPt?
He =1+~ (Awz (p+ 1))’ PT e=or®/2 In p siody =2 (1.45)

ot 4, 1 est le volume de la sphere de dimension d; — 1 (i.e. Q,44 = 2%”/2/F(n/2)).

Reste a examiner 'invariance par certaines supersymétries résiduelles d’espace—
temps. Ces supersymétries doivent en particulier étre compatibles avec la solution ¢* =
0 du gravitino c’est-a-dire que les parametres fermioniques (z, y) de ces supersymétries
doivent vérifier :

be ",y = 0. (1.46)

Ce sont ces propriétés de supersymétrie qui font des p-branes des états BPS. I.’invariance
de Lorentz sous SO(1,p) x SO(d —p — 1) impose a &(z,y) de prendre la forme

E(z,y) =€ n(r) (1.47)

ou € est un spineur constant de SO(1,p) et n(r) un spineur de SO(d — p — 1) ne
dépendant que de la coordonnée radiale r.
Il existe une solution a (1.46) de la forme :

E(z,y) = H* e@ o (1.48)

ou 7o est solution d’une équation éliminant la moitié de ses composantes (par exemple
en lui imposant d’étre un spineur chiral). L’existence de cette solution est cependant
subordonnée a la relation suivante fixant le couplage de Wess—Zumino en fonction des
composantes du lagrangien effectif (1.21) :

(Awz (p+1)1)* = 2 (1.49)

a

Remarquons que 'expression (1.43) du couplage au dilaton devient alors compatible
avec les valeurs (1.34) du couplage d’une (p+ 1)-forme R/R et avec la valeur (1.35) du
couplage de la 2-forme NS/NS assurant I'existence des branes supersymétriques pour
les théories des cordes.

La tension de la p-brane correspond & sa masse par unité de volume ; elle est calculée
P p p ;
par l'intégrale du tenseur énergie impulsion') :

T, = / APty Tog = MpP+! e=orto/2 (1.50)

(1DDans le cas de branes solitoniques sans terme de source, la tension correspond & la masse ADM
par unité de volume obtenue en développant linéairement la métrique autour de la métrique plate,
les termes non linéraires dans les équations d’Einstein s’interprétant alors comme un tenseur énergie-
impulsion source.
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Notons que pour une p-brane couplant a une (p + 1)-forme R/R, d’apres 'expression
(1.35) du couplage au dilaton, I'expression de la tension devient :

- Mzt
D—p —
gs

I’échelle de masse des cordes étant reliée & la masse de Planck par Mg = Mpe?/* (cf.

(1.51)

chapitre suivant). Pour une 1-brane couplant a la 2-forme NS/NS§ :
Tns—1 = MZ . (1.52)

Le comportement a 'infini (i.e. loin de la brane) du tenseur de champ :

1
F o~

reoo rdJ- -1

(1.53)

assure l'existence d’une charge électrique calculée a partir d’un théoreme de Gauss
généralisé :

QP / er® % F, (1.54)
RBd—p—2

oit B47P=% est une (d — p — 2)-boule enveloppant la p-brane. I’équation du mouvement
(1.27) assure que c’est une charge de Necether conservée. Cette charge électrique est
reliée a tension de la brane :

T, o |Q.| er?/? (1.55)

Cette égalité sature la borne de Bogomol'nyi entre la masse et la charge : M > |Q].
Cette borne a été obtenue par Dabholkar et al. [52] sur un principe utilisé par Witten
pour montrer la positivité de ’énergie en relativité générale [57]. La saturation de cette
borne assure la stabilité de la solution (il ne peut exister d’états de masse plus petite
dans lesquels la brane pourrait se désintégrer).

p-brane magnétique

Une p-brane électrique a un couplage naturel a une (p + 1)-forme différentielle. Une
(d — p — 4)-brane magnétique couplera a cette méme forme différentielle mais par
I'intermédiaire du dual de Hodge (tenant compte de la puissance du couplage au dila-
ton) de son tenseur de champ.

Brane p-brane magnétique (d-p-4)-brane

électrique L I électrique

Potentiel de jauge p+1 forme (d-p-3) forme

| |

dualité de Hodge
Tenseur de champ p+2 forme - (d-p-2) forme
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La procédure est en tout point identique a la recherche de la p-brane électrique. La
solution correspondant & p-brane magnétique est [53] :

g = Hf”“ dz" @ dz” n,, + Hf”y dyi ® dyj Nij (1.56)

e® = H" % (¢ désigne la valeur a l'infini de ®) (1.57)
yj

Fiig_yy €iria—p-2i g "3 (1.58)

ou les puissances n,, n, et ng sont toujours données par les relations (1.42).
La tension d’'une D-p brane magnétique est donnée par : Tp_, = Mg"'l/gs. Et la
tension de la 5-brane magnétique couplant a la 2-forme NS/NS vaut :
MG
Tns_s = — . (1.59)

2
s

La p-brane magnétique porte une charge magnétique définie par :

Q) / F, . (1.60)
Bd—p—2

C’est une charge topologique conservée. Elle est reliée a la charge électrique de la
(d — p — 4)-brane électrique duale par une relation de quantification de Dirac'?) :

QPQLU ¢ 277 . (1.61)

e

1.3.3 Les dualités des supercordes au niveau des branes.
Les différents types de branes

Les branes des différentes théories de supercordes sont couplées aux tenseurs anti-
symétriques de ces théories :

o Les branes peuvent coupler de fagon électrique ou magnétique aux tenseurs appar-
tenant au secteur NS/NS. Dans le premier cas, on parle de branes élémentaires,
électriques ou fondamentales et dans le second cas de branes solitoniques ou
magnétiques [56]. Nous avons vu que 'expression de leur tension (masse par
unité de volume) se simplifie lorsqu’est introduite 1’échelle de masse de la théorie

des cordes Mg :

p-brane fondamentale : Tp_, = M5! (1.62)
Mp+1
p-brane solitonique : Tns—p = 952 (1.63)

(12)0n peut choisir la dimension de la (p+ 1)-forme couplant i la p-brane électrique et 2 la (d—p—4)-

brane magnétique de telle facon & ce que le produit des charges Q@ soit sans dimension. Alors :
[Qﬁf’)] = L(d=2p=4)/2 o [di_p_4)] = LU=20=4)/2  Teg charges électrique et magnétique d’une p-
brane sont donc sans dimension pour d = 2(p + 2), c’est la cas de la particule et du monopdle & 4d
par exemple.
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La tension d’une p-brane électrique est indépendante de la constante de couplage
gs de la théorie des cordes. En revanche la tension d’une p-brane magnétique
est caractéristique d’un état solitonique de type monopole de 't Hooft—Polyakov
[58,59] : une p-brane magnétique est un état non-perturbatif car dans la limite
de couplage faible (g; — 0), sa masse par unité de volume tend vers l'infini et
découple donc de la théorie tandis qu'une p-brane électrique reste un état de la
théorie libre (justifiant I'appellation de brane fondamentale).

o Les branes couplées a des tenseurs appartenant au secteur R/R sont des D-p
branes. Elles ont été interprétées par Polchinski comme des surfaces sur lesquelles
sont attachées des cordes ouvertes [60]. L’expression de la tension d’une D-
p brane en fonction de la constante de couplage est sans analogue en théorie
des champs car reflete un comportement intermédiaire entre celui des branes
fondamentales et celui des branes solitoniques :

MP-H
D-p brane : Tp_p = —>— .
Gs

(1.64)

On a présenté dans la section précédente un calcul de théorie des champs con-
duisant a la valeur de cette tension. La présentation de Polchinski [60] repose
sur un calcul de théorie des cordes de l'interaction entre deux D-branes par-
alleles : I’échange de cordes fermées entre les branes compense exactement la
force de Casimir d’attraction due aux fluctuations du vide des cordes ouvertes
(¢f. [61, p.14] pour une présentation pédagogique). Ce sont également des états
non-perturbatifs de la théorie qui découplent dans la limite de la théorie libre.

En plus de ces branes associées aux actions effectives des théories de supercordes,
il existe deux branes couplées, 'une, la M-2 brane, électriquement, 'autre, la M-5
brane, magnétiquement a la 3-forme de la supergravité a 11d. La seule constante
dimensionnée apparaissant a 11d étant la masse de Planck M, les tensions de ces
branes sont données par :

M-2 brane : Thi—y = M, (1.65)
M-5 brane : Tv_s = M?, (1.66)

Ce sont les branes de la M théorie.

Théories de volume d’univers

I a été proposé par Bergshoefl et al. [62,63] une théorie de volume d’univers décrivant
la M-2 brane('® ; cette formulation est analogue a la formulation GS des supercordes :
une invariance par £ symétrie assurant la supersymétrie de la théorie, la k permet en
outre de retrouver les équations du mouvement de la supergravité a 11d [40]. Cette
brane est un exemple de brane scalaire : les champs vivant sur le volume d’univers sont

(I3)Duff et Stelle ont construit cette M-2 brane comme solution de la supergravité & 11d en g1 [55].
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Théorie brane tenseur  couplage tension
M théorie  M-2 brane  C, 1,4, électrique M7,
M-5 brane  C, 4y ps magnétique M7,

Type IIA  F-1 brane B, ,, électrique M3
NS-5 brane B, ,, magnétique  M$/g?
D-0 brane A, électrique  Ms/g,
D-2 brane Ay, électrique M2 /g,
D-4 brane A, ., magnétique M3/gs
D-6 brane A, magnétique MZ/g,

Type IIB  F-1 brane B, électrique M?
NS-5 brane B, ,, magnétique M3 /g?
D-1 brane A, ,, électrique M2 /g,
D-3 brane AEA_BAWS 4 autodual M3/ gs
D-5 brane A, ,, magnétique M$/gs

Hétérotique F-1 brane A, ,, électrique M3
NS-5 brane A, ,, magnétique M$/g?
Type I D-1 brane A, électrique M2/gs
D-5 brane A, ,, magnétique M$ /g

Table 1.3: Les branes des théories des supercordes et de la M théorie. Les D-p branes
couplent aux formes du secteur R/R : dans la théorie de type [IA, il n’apparait donc
que des D-(2p + 1) branes, et dans la théorie de type IIB, des D-(2p) branes. Il existe
de plus une 1-brane couplant électriquement a la 2-forme du secteur NS/NS et une
5-brane couplant magnétiquement a cette méme forme. Dans les théories hétérotiques,
apparaissent également ces 1-brane et 5-brane, leurs tensions étant celles d’une brane
électrique et d’une brane magnétique, on les interprete comme la F-1 brane et la N.S-5
brane. Dans les cordes de type I, la 1-brane et la 5-brane couplent a la 2-forme qui
appartient au secteur R/R: ce sont des D-branes. Dans la M théorie, la 3-forme couple
électriquement a la une M-2 brane et magnétiquement a M-5 brane.

des superchamps scalaires interprétés comme les coordonnées transverses a la brane. La
condition d’égalité du nombre de degrés de liberté bosoniques et fermioniques limite les
dimensions de ces branes scalaires ainsi que les dimensions des espaces de plongement
possibles [64]. Les solutions sont cependant plus générales puisque d’autres multiplets
supersymétriques peuvent vivre sur le volume d’univers : les D branes contiennent
ainsi des champs de jauge appartenant a des multiplets vectoriels [65] et la M-5 brane
construite par Guiven en g2 est un exemple de brane tensorielle sur laquelle se propage
un multiplet tensoriel [66]. La théorie de volume d’univers décrivant une M-5 brane
est encore inconnue, la derniere section de ce chapitre sera consacrée a ’étude du
multiplet tensoriel de cette M-5 brane et a la recherche d’une théorie pouvant décrire
ses interactions.



28 Vers une formulation non perturbative des cordes [Chap. 1.]

Identification des branes entre théories duales

Un des tests des conjectures de dualité est 1'identification des états BPS des différentes
théories. C’est Witten en g5 [42] qui, le premier, a trouvé la correspondance entre les
D-0 branes de la corde 1A et les états de Kaluza—Klein de la M théorie compactifiée
sur un cercle. Ces identifications conduisent a des relations entre les parametres des
différentes théories et sont générales a toutes les dualités dont il a été question dans la
section précédente ; nous allons donner ici quelques indications qualitatives basées sur
la comparaison des tensions.

e S dualité entre la corde de type 1A et la M théorie compactifiée sur un cercle
de rayon Ri;. La théorie /1A est caractérisée par deux parametres : 1’échelle de
masse Mg et la constante de couplage. La compactification de la M théorie, elle
aussi, fait apparaitre deux parametres : 1’échelle de masse My, et le rayon Rq;. La
M-5 brane peut avoir ou non une de ses dimensions s’enroulant dans la direction
compactifiée conduisant ainsi a 10d a une 4-brane de tension Ty = M{ Ry et a
une 5-brane de tension T5 = M¢,. Ces branes s’identifient comme la D-4 brane
et la NS-5 brane de la corde de type [1A a la condition que les parametres des
deux théories vérifient :

My = ¢T3 Mg Ry = g, M3" . (1.67)

Ces relations permettent d’identifier la M-2 brane s’enroulant dans la direction
compactifiée comme la 1-brane fondamentale de la corde [IA et la M-2 brane
non enroulée comme la D-2 brane. Les premiers états excités de Kaluza—Klein
de la compactification sur le cercle sont des 0-branes et ont une masse valant :

1 _Ms_
R 95’

To (1.68)
ces états correspondent donc aux D-0 brane de la théorie ITA. Les monopoles
de Kaluza-Klein apparaissant également lors de la compactification sont des
p=d — 5 =6 branes et correspondent aux D-6 branes de la corde ITA.

e S dualité entre la corde hétérotique Fg x Fg et la M théorie compactifiée sur
SY/ZHW . Tes deux théories sont caractérisées par deux parametres : 1’échelle
de masse Mi; et le ‘rayon’ de l'intervalle de compactification, Ry;, pour la M
théorie ; I’échelle de masse Mg et la constante de couplage g, pour la corde ITA.
La géométrie singuliere de 1’espace serait la cause d’un particularité imposant a
I’une des deux dimensions spatiales de la M-2 brane d’étre le long de la dimension

(1) Un monopole de Kaluza—Klein [67-69] correspond & une géométrie du type R44x M ot M est une

variété de dimension quatre hyperkéhlerienne (la 2-forme de courbure est autoduale). La métrique
sur cette variété est donnée par : ds? = Udz’ ® da:iéij + U~ dz* — A;d2?) @ (dz* — A;dx?) ot U est
le potentiel créé par un monopole : U = 1+ q/r (r = /z'z;) et A; = grad;U. Pour éviter que cette
métrique ne présente de singularité, il est nécessaire que la coordonnée z* soit compactifiée sur un
cercle. I espace R9~* représente le volume d’univers du monopole qui correspond donc & une p = d—5
brane.
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compactifée tandis qu’au contraire toutes les dimensions de la M-5 brane seraient
restreintes aux deux bords dix dimensionnels. Bien que non encore comprise,
cette singularité permet l'identification des branes a 10d a partir de relations
identiques aux précédentes :

My = 95_1/3 Ms Ry = gsMs_l ) (1-69)

on est conduit a I’identification des branes selon le schéma :

M2b ___ 1b - F-1b
M5b __ . 5b - NS-5b
11d 10d 10d
P S s -
M Théorie —= = Hetérotique
Eg X Eg

e S dualité entre les cordes hétérotique SO(32) et de type I. Les deux théories
sont caractérisées pas I’échelle de masse My et la constante de couplage g,. La S
dualité se traduit par les relations :

MgO(SQ) — Mé 95_11/2 Issos = gs—Il . (170)

Et les branes des deux théories s’identifient suivant le schéma :
F-1b - D-1b

NS-5b - D-5b

Hétérotique ; Type |
SO(32)

e Sautodualité des cordes de type I1B. Au niveau des branes, I’action de la symétrie
S1(2,Z) est une permutation des branes dyoniques c’est-a-dire des branes portant
a la fois une charge électrique et une charge magnétique (nous n’en avons pas
parlé ici). La revue de Schwarz [70] est une bonne introduction sur le sujet.
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o T dualité entre les cordes de type [IA et IIB. La compactification de la corde /1A

fait intervenir trois parametres : 1’échelle de masse M, le rayon de compactifi-
cation Ry et la constante de couplage g¢,,. De méme pour la corde I1B. A partir
des relations :

Mg} = MSB = Mg MsR4 = 1/(M5RB) ng/RA = ggB/RB (1.71)

les branes a 9d des deux théories s’identifient selon le schéma :

KK 0b KK 0b

Ob >< Ob
F-1b < > F-1b
1b - 1b

4b 4b

NS-5b < > NS-5b
5b 5b
MKK 5b >< MKK 5b

2p-2
— > D-(2p-1) b
2p-1

2p-1
D-2p b < P 2p

2p > D-(2p+1) b
2p+1

10d 9d 9d 10d

-
Type IIA - Type 1IB

Les 5-branes d’une des théories a 9d s’identifient aux monopoles de Kaluza—Klein
de 'autre théorie, et de meéme, il y a une correspondance entre les 0-branes
et les premiers états excités de Kaluza—Klein. Les D-2p branes non-enroulées
de la théorie ITA s’identifient aux D—(Qp—}—l) enroulées le long de la dimension
compactifiée de la théorie I1B et les D-2p branes enroulées le long de la dimension
compactifiée de la théorie ITA, aux D-(2p—1) branes non-enroulées de la théorie

11B.

T dualité entre les cordes hétérotiques Es x FEg et SO(32). La encore la com-
pactification fait intervenir trois parametres : 1’échelle de masse, le rayon de
compactification et la constante de couplage. Au niveau de ces parametres, la T
dualité se traduit par les relations :

ME =M =Ms MsRg=1/(MsRo) 9. /R =g. | Ro (1.72)

Et T'identification des branes s’opere selon un schéma analogue a celui de la T
dualité entre les deux cordes de type [1.
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I’interconnection de ’ensemble de ces dualités conduit a une interprétation simple
de la S dualité entre les cordes hétérotique SO(32) et de type I qu’il est instructif de
présenter en guise d’illustration.

Considérons la M théorie compactifiée d’abord sur un cercle S* (de rayon Ryy) : elle
est duale & la corde de type IIA. Puis compactifions sur un nouveau cercle S?
(de rayon Ryg) et effectuons une T dualité, on obtient la corde /1B ; la projection
d’*orbifold’ 2 nous amene a la corde de type I. Les relations entre les parametres
se déduisent des relations que nous avons obtenues précédemment :

RiuMy, = 931/3 RigMyy = RAMAQZI/S

i . (1.73)
RiM4 = (R M) g4 = gr(RiMp)~— .

Considérons maintenant la M théorie compactifiée sur S'/Z;, (de rayon Rj,): on
obtient la corde hétérotique Fg x Fg. Compactifions-la sur un cercle S' (de
rayon R},) en brisant le groupe de jauge en SO(16) x SO(16) par une ligne de

Wilson ; une T dualité conduit a la corde hétérotique SO(32). L’identification
des parametres est la suivante :

R My = 9}23/3 Ry My = REMEQEI/S

. i (1.74)
RgMp = (RoMo) 9 = go(RoMo)™" .

La S dualité type I — hétérotique SO(32) relie les parametres selon les relations :
RoMo = RiMig;'? gr=g5". (1.75)
Ce qui conduit a :
Ri1 =R}, Rio=R,, . (1.76)

La S dualité s’interprete donc comme ’échange des deux rayons de compactification

de la M théorie [50]11),

1.4 La dualité de Maldacena

1.4.1 Théories effectives de D-branes

Une D-p brane est une surface sur laquelle sont attachées des cordes ouvertes, ces
dernieres étant des objets dynamiques, les branes acquierent a leur tour un statut
dynamique. Une corde ouverte est décrite par une théorie de Yang—Mills super-
symétrique & 10d, un champ de jauge U(1) décrit par un vecteur A#(X#(£7)) vivant
aux extrémités des cordes ouvertes. Lorsque les extrémités des cordes ouvertes sont

(15)Le papier d’Hofava-Witten ne spécifie pas toujours dans quelles unités sont mesurés les rayons
de compactification. Or le choix de ces unités est capital pour obtenir les bonnes relations.
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astreintes a prendre racine sur une D-p brane, le vecteur A#(£*) décrira maintenant
une théorie de Yang—Mills supersymétrique a (p 4+ 1) dimensions tandis que les com-
posantes A'(£7) = M2X'(£%) seront interprétées comme les coordonnées transverses a
la brane (g = 0...p désignent les directions du volume d’universet : =1...d —p — 2
les directions transverses)(lﬁ). [’action effective d'une D-p brane couplant a une p + 1
forme A4 est une action de Born-Infeld :

SD—p = TD—p/ dp+1£ <\/| det(gw —|— \/§M§2Fﬂy)| + Ap+1> (177)

ou F, est le tenseur de champ associé au champ de jauge vivant sur la brane et g,,
est la métrique induite sur la brane : g,, = 7., + 8,X'9,X,. Remarquons qu’a basse
énergie (Mg — o0), I'action de Born—Infeld se réduit a I’action de Yang—Mills :

1
SD—p = TD—p/ dp—l—lf |g| I - 4F;WFHU + ... (178)
v 4M?

(le terme constant dominant est en fait compensée par la contribution du terme de
Wess—Zumino). Cette expression nous permet de déterminer 'expression de la con-
stante de couplage de la théorie de Yang-Mills :

1 Tp., ML

(1.79)

ou pour obtenir la derniere égalité on a utilisé I'expression (1.64) de la tension d’une
D-brane. Remarquons que pour p < 3, la théorie de Yang—Mills est renormalisable ;
en revanche pour p > 6, la théorie effective des p-branes et non-renormalisable et doit
inclure, a haute énergie, des effets de gravitation quantique encore inconnus [71,72] ;
dans le cas intermédiaire, p = 4,5, il y a de bonnes raisons de croire en l’existence
d’une théorie quantique dont la réduction dimensionnelle de SY M;q4, bien que non-
renormalisable, correspondrait a la limite de basse énergie.

Dans le cas d’un empilement de N D-p branes, la symétrie de jauge devient U(1)".
Et dans la limite ou les N branes coincident, cette symétrie est promue a U(N) :
en effet, la masse des cordes ouvertes allant d'un brane a ’autre séparée par une
distance [ est donnée par M2l et devient donc nulle dans la limite de séparation nulle
suggérant 'apparition de nouveaux états de masse nulle interprétés par Witten [42]
comme les bosons de jauge de U(N)/U(1)V ; le terme F;;F¥ = Tr[A", A’]? dans le
potentiel provenant de la réduction dimensionnelle de SY Mg, interprete la séparation
des branes comme des champs de Higgs contrdlant la brisure U(N) — U(1)V.

Un ensemble de D branes interagit par ’échange de cordes ouvertes, et cet en-
semble de branes interagit également avec le ‘background’ dans lequel il évolue. Dans

(18)La dimension du champ de jauge est prise égale & celle d’une masse, de sorte qu’un facteur
M5_2 est introduit afin de retrouver la dimension d’une longueur pour les coordonnées transverses. La
réduction dimensionnelle du terme cinétique de jauge a 10d meéne & une action libre pour les champs X*
permettant de les interpréter comme les coordonnées transverses dans la jauge physique (£# = X*) :
FﬂgFﬂ'}/ll = Fﬂ,}Fﬂﬁ/4+ M;*(‘)HXZ@“XZ
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certaines situations, l’ensemble des branes découple du ‘background’ et devient un
systeme fermé : il faut pour cela que I’échelle typique d’énergie du systeme de branes
reste fixe tandis que la masse de Planck mesurant les échanges d’énergie avec le ‘back-
ground’ devient infinie :

domaine de découplage

Jos D-branes gym finie Mp — oo . (1.80)

Exprimée a partir de la masse de Planck (rappelons la relation Mg = Mpg§/4 qui
sera établie au chapitre suivant), ’expression de la constante de couplage Yang—Mills
devient :

gy = gD A =3/ (7-1) (1.81)

si bien que la constante de couplage de la théorie des cordes dans le domaine de
découplage des D branes suivra le comportement :

p<3d ¢gs—0
p=13 g, finie (1.82)
3<p<T gs— 00.

Pour p < 3, les D-p branes découplent donc dans un domaine parfaitement compatible
avec le régime de couplage faible des cordes ; en revanche pour p > 3, la théorie
de cordes devient fortement couplée et on peut s’attendre a ’apparition de nouveaux
degrés de liberté, selon Sen et Seiberg [71,72] ces nouveaux degrés de liberté pourraient
étre décrits par un modele de matrices [73,74].

1.4.2 Géométrie asymptotique. Invariance superconforme
Comportement asymptotique de la métrique

Examinons plus en détail la géométrie des solutions des actions effectives de super-
gravité obtenues dans la section précédente :

e loin de la brane (r — o), H, — 1 et on retrouve la géométrie d’un espace de
Minkowski avec une invariance de Lorentz SO(1,d — 1).

e pres de la brane (r — 0), H, ~ 1/r?t=2. Décomposons alors les coordonnées
transverses dans la partie radiale r et des angles de sorte que dy* @ dy’n;; = dr ®
dr+r*dQg, _y ou dQy, _y est 1’élément de volume de la sphere & d; —1 dimensions.
Il y a alors trois branes pour lesquelles la métrique prend asymptotiquement, dans
les unités de supergravité, la forme de la métrique d’un espace AdS :

— la D-3 brane de la théorie IIB :
e? = e
1 1/2
g = (Mp4r4)1/2 dz" @ dx"nu, + | —5— (dr @ dr + r2dﬂ5) (1.83)
Mp 7“4

——
AdSs S5
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Le rayon de I'espace AdSs est donné par : Rags, = Mpt = Ms_lgi/4. Et
le rayon de la sphere lui est identique : Rgs = Mp~' = Ms_lgi/4. Dans le
cas de plusieurs branes coincidentes, la relation de quantification de Dirac
assure que le tenseur de champ couplant a la brane est multiplié par N, le
nombre de branes, et d’apres I'expression (1.41) de ce tenseur de champ, on
en déduit que les rayons R4gs, et Rgs sont multipliés par N'/4. Notons que
le dilaton est une constante (en particulier les unités des cordes sont donc
confondues avec les unités d’Einstein).

— la M-2 brane de la supergravité a 11d :

1 1/3
g = (MEr®) dat @ da¥n,, + <W> (dr @ dr + r2dQ;)  (1.84)
' n’ ‘

N——
AdSy S7

L’échelle de masse est la masse de Planck a 11d. La variable y* de 'espace
AdS, est reliée a la coordonnée radiale r par : y* = Ml_ll(Mur)Q. Ce
changement de variable induit un rapport entre le rayon de I'espace AdS, et
celui de la sphere S7 : dans la configuration de N M-2 branes coincidentes,

QRAC[S4 = Rgr = Ml_llNl/G.
— la M-5 brane de la supergravité a 11d

1 2/3
g = (M) dat @ da'n,, + <W> (dr @ dr + r’dQ)  (1.85)
'’ '

——
AdSy S4

La variable y* de l'espace AdS; est reliée a la coordonnée radiale r par :
y* = M'\/Myir. La encore ce changement de variable induit un rapport
entre le rayon de 'espace AdS et celui de la sphere S* : dans la configuration

de N M-5 branes coincidentes, Raqs, /2 = Rgr = Ml_llNl/S.

Ces propriétés d’interpolation des solutions de p-brane entre un espace plat et un
espace AdS, o x 597772 avaient été soulignées en g3 par Gibbons et Tonwsend [75].

Espace Minkowskien p—lﬁgle Espace AdS, o x S47772
SO(1,d —1) SOR2,p+1) x SO(d—p—1)

géométrie a I'infini (r ~ co) géométrie a I’horizon (r ~ 0)

Invariance superconforme

La géométrie asymptotique de la configuration de brane induit des propriétés de symétrie
particulierement intéressantes. FEn effet le groupe d’invariance d’un espace AdS est
plus grand qu’un espace minkowskien puisqu’aux générateurs de Lorentz s’ajoutent les
générateurs des transformations conformes. Ces générateurs conformes ont des pro-
priétés de commutation non triviales avec les seize charges de supersymétrie préservées
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par le ‘background’ de la brane et ces commutations génerent seize nouvelles charges
fermioniques (ce sont les générateurs des supersymétries dites spéciales). Ainsi asymp-
totiquement, les 32 charges de supersymétrie de 'espace plat a 10d ou 11d sont préservées
par la brane : il y a restauration de symétrie. Le groupe d’isométrie de l'espace
bosonique AdS, 43 xS97P=% est alors étendu a un supergroupe : le supergroupe d’invariance
de la D-3 brane est SU(2,2|4) ; celui de la M-2 brane, OSp(8|2) et celui de la M-

5 brane, OSp(6,2|2) (une réalisation explicite de ’action de ce supergroupe sur des
champs a été étudiée dans les deux publications III et V reproduites en annexe).

1.4.3 Conjecture de Maldacena. Holographie

Comme il a déja été expliqué, la théorie effective de supergravité est une bonne ap-
proximation de la théorie des cordes dans un certain domaine d’énergie seulement. Les
effets de cordes peuvent étre négligés lorsque le rayon de courbure caractéristique de
la géométrie considérée reste grand devant la longueur Mg' d’une corde. Dans le cas
d’une configuration de N branes, la condition de validité de la supergravité devient
simplement, :

Raas > M3' ie. N>1. (1.86)

Lorsque les deux contraintes de découplage (1.80) et de supergravité (1.86) sont satis-
faites, la théorie de cordes devient équivalente a la théorie effective décrivant les branes.
Maldacena a proposé I'équivalence complete des deux théories.

Dans le cas de N D-3 branes coincidentes, la théorie effective est la théorie('”)
SU(N) supersymétrique N' = 4 & 4d obtenue par réduction dimensionnelle de la théorie
SY Mygq. Cette théorie possede seize charges de supersymétrie : ce sont les seize
charges fermioniques préservées par la brane. Dans ce cas, la formulation précise de
la conjecture de Maldacena est la suivante : il existe une correspondance bijective
entre les dérivées de 'action effective de la théorie de cordes 1B dans le ‘background’
AdSs x S? de la brane et les fonctions de corrélation calculées dans la théorie de jauge
SU(N) supersymétrique N' = 4 a 4d. La théorie des cordes est caractérisée par trois
parametres : la constante de couplage g;, la valeur moyenne de ’axion x et le rayon
R de Vespace AdS et de la sphere. La théorie de jauge d’autre part est également
caractérisée par trois parametres : la constante de couplage ¢, 'angle § du vide et le
rang N du groupe de jauge. La correspondance entre ces parametres des deux théories
est :

gs=9> (x)=0 RMs=(g’N)'/*. (1.87)

Cette conjecture est une relation de dualité entre une théorie des cordes dans un
certain ‘background’ et une théorie des champs superconforme. Cette théorie est sensée
décrire la dynamique d’une brane proche de 'horizon du ‘background’ : la théorie

(DWitten a montré [76] que la conjecture de Maldacena faisait intervenir le groupe de jauge SU(N)
et non le groupe U(N) attendu naivement [77,78] dans la description de N D-branes.
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superconforme de la brane sur ’horizon serait équivalente a la théorie des cordes sur
I’espace tout entier.

Dans le cas de M-5 branes, le conjecture de Maldacena prévoit une équivalence entre
la M théorie sur AdS; x S* et une théorie superconforme (2,0) a six dimensions. Dans
la section suivante, on se propose de construire une telle théorie libre puis d’introduire
des interactions.

La conjecture de Maldacena est un cas particulier du principe d’holographie proposé
par 't Hooft [79] et Susskind [80] et que devrait vérifier toute théorie quantique de la
gravitation : ce principe voudrait que tous les degrés de liberté fondamentaux vivent
sur la frontiere de l'espace-temps et non a l'intérieur, la densité de ces degrés de
liberté par unité de volume de Planck devrait alors étre de I'ordre de 'unité. Susskind
et Witten [81] ont montré qu’une théorie des champs sur un espace AdS suivait ce
principe. Witten [76] a proposé le prolongement suivant : soit une variété M et OM
son bord ; considérons ¥} un champ vivant sur M et ¥ sa valeur sur le bord, I’équation
du mouvement permettant de calculer 9 a partir de la donnée de ¢ sur le bord : ¥[o] ;
le principe d’holographie se formulerait alors a partir de 1’égalité :

(e~ 900y = (=S1lPoll (1.88)

entre la fonctionnelle génératrice des fonctions de Green de la théorie des champs sur
le bord et 'action effective de la théorie de cordes définie sur M en entier. Witten a
obtenu ce résultat dans le cas ou la variété M est un espace AdS et la théorie sur son
bord, une théorie conforme.

1.5 Etude de la M- 5 brane

Cette derniere section est une présentation de mes travaux de recherche sur les sujets
dont il vient d’étre question. Elle est une introduction a la lecture des deux articles
reproduits en Appendice.

1.5.1 Modes de masse nulle de la M-5 brane

Il est possible de modifier la solution de la M-5 brane tout en respectant les équations
du mouvement de la supergravité. Nous avons vu que seize charges de supersymétrie
laissaient la solution invariante. Elles correspondent a 8 degrés de liberté fermioniques
réels on-shell. On s’attend a retrouver, pour des questions de supersymétrie, huit
autres degrés de liberté réels bosoniques. Dans le cas de la M-2 brane, ces huit degrés
de liberté sont associés aux translations dans l’espace transverse. Mais pour la M-
5 brane, il manque encore trois degrés de liberté. Ces trois degrés de liberté sont
associés a la 2-forme autoduale vivant sur le volume d’univers de la brane. Ceci peut
se comprendre en cherchant & modifier la solution (1.85). Le tenseur de champ de la
3-forme de cette solution est donné par :

Go=+*sdH avec H=1+k/r’. (1.89)
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On cherche alors des solutions aux équations du mouvement sous la forme GG = G+ 6G.
I’identité de Bianchi assure que d §G = 0. Ecrivant G = d(B A dH €*™) ot B est une
2-forme vivant sur les six dimensions du volume d’univers, I’équation du mouvement de
la supergravité dx G+ G'A G = 0, au premier ordre en 6, conduit aux deux équations

*6 dB =dB

1.90
d‘kG dB =0 ( )

Nous connaissons ainsi les champs décrivant une M-5 brane :

e huit degrés de liberté bosoniques : cinq champs scalaires ¢° interprétés comme
les coordonnées transverses a la brane et une 2-forme B, ,, autoduale a 6d.

o seize degrés de liberté fermioniques off-shell formant quatre spineurs simplec-
tiques Majorana—Weyl a 6d ou de facon équivalente un spineur ¥» Majorana a

11d et chiral a 6d.

Ces champs forment un supermultiplet tensoriel de la supersymétrie (2,0) a 6d : c’est
le seul multiplet de matiere de cette supersymétrie.

Dans ’approximation linéaire, les champs du multiplet tensoriel sont des champs
libres. Mais a des ordres plus élevés, les équations de supergravité induisent une dy-
namique non-triviale sur ces champs. Schwarz et al. [82,83] ont obtenu les équations du
mouvement résultantes et proposé une action reproduisant ces équations ; cette action
a cependant le mauvais gotut de ne pas étre manifestement invariante de Lorentz au
niveau du volume d’univers a 6d. Pasti et al. [84,85] ont proposé une action équivalente
en introduisant un champ auxiliaire supplémentaire qui permet d’assurer 'autodualité
de la 2-forme tout en préservant 'invariance de Lorentz.

Pour le cas libre, les transformations de supersymétrie linéaires générées par un
spineur € Majorana a 11d et chiral a 6d sont données par :

b ' = el™yp
bc Buwz = Ermwﬁb (1_91)
betp = a(rﬂie)aﬂqﬁi + 0 (O o) (TH11270€)

Les coefficients a et b sont ajustés afin d’assurer la fermeture de ’algebre on-shell (i.e.
modulo les équations du mouvement('®) et des transformations de jauge de la 2-forme) :

[6e1, 0] ~  —al"ed, . (1.92)

on-shell

Un calcul un peu fastidieux conduit a :
a=1/2 et b=1/24 (1.93)

Ce multiplet tensoriel décrit une M-5 brane libre. A ce niveau diverses questions
se posent :

(18)1] s’agit des équations du mouvement libre : O¢? = 0, §p) = 0 et dB = «dB.
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1. les équations du mouvement utilisées pour fermer 1’algebre étaient des équations
libres ; il est alors 1égitime de se demander s’il y a moyen de modifier ces équations
de facon a toujours préserver une invariance par supersymétrie.

2. la théorie libre possede une invariance de Lorentz a 6d, une invariance par rota-
tion SO(5), une invariance par supersymétrie. Mais existe-t-il d’autres symétries
de cette théorie libre 7 1l se pourrait notamment qu’il existe des invariances
conformes liées a la géométrie de la solution de M-5 brane de la supergravité

11d.

3. comment introduire des termes d’interaction entre plusieurs branes 7 Ces inter-
actions peuvent-elles préserver les symétries de la théorie libre 7

Toutes ces questions sont soulevées par la conjecture de Maldacena concernant la
M-5 brane : la M théorie sur AdS; x S* serait équivalente a une théorie des champs
superconforme (2,0) a 6d décrivant une théorie effective de M-5 branes. Cependant
contrairement a la théorie SU(N) supersymétrique N' = 4 a 4d des D-3 branes, cette
théorie superconforme a 6d n’est pas encore formulée. Les deux prochaines sections
présenteront succinctement les résultats obtenus dans cette direction en collaboration

avec Jihad Mourad.

1.5.2 Description en superespace de la M-5 brane libre

Comme nous venons de le voir, une M-5 brane libre est décrite par un multiplet ten-
soriel libre de la supersymétrie (2,0) a 6d. L’idée d’une formulation en superespace est
d’obtenir les champs du multiplet tensoriel comme des composantes d’'un superchamp
c’est-a-dire d’une fonction des coordonnées bosoniques habituelles et de nouvelles coor-
données fermioniques. Les contraintes imposées sur ce superchamp doivent permettre
de déduire toutes ses autres composantes a partir des seuls champs du multiplet ten-
soriel et elles doivent également conduire aux équations du mouvement. I.’avantage
d’une telle formulation en superespace est de fournir une description manifestement
supersymétrique. Ce premier travail est I'objet de la publication III.

Nous avons proposé deux formulations du multiplet tensoriel : la premiere utilise
un superchamp appartenant a une représentation vectorielle du groupe de R symétrie
SO(5) ; la seconde, plus géométrique, définit une super 2-forme et les contraintes im-
posent a son tenseur de champ de ne pas avoir de composantes purement fermioniques.

o formulation vectorielle. On considere un superchamp ®' dans la représentation
5 de SO(5). La contrainte recherchée s’écrit :

D2 = 1 (1) PD .0 1.94

& Ty ( ])a g (1.94)

ou D désigne la dérivée spinorielle commutant avec les transformations de super-

symétrie. Les composantes a I'ordre zéro du développement en 6 (les coordonnées

fermioniques du superespace) sont associées aux cinq champs scalaires ¢* du mul-

tiplet tensoriel. La contrainte (1.94) permet de déduire toutes les composantes



[§ 1.5] Etude de la M- 5 brane 39

a l'ordre un du développement a partir d’'un seul spineur » Majorana a 11d
et chiral a 6d, spineur qui sera bien sur identifié au spineur du multiplet ten-
soriel. I’application de nouvelles dérivées covariantes spinorielles a la contrainte
(1.94) génere une algebre de contraintes. Ces nouvelles contraintes permettent
d’une part d’identifier les termes en 6% du développement du superchamp , ceux-
ci font apparaitre un nouveau champ a partir duquel on construit la 2-forme
du multiplet tensoriel ; d’autre part, elles donnent les équations du mouvement
recherchées qui se trouvent étre les équations du multiplet tensoriel libre. On
peut donner une interprétation géométrique a la contrainte (1.94) en considérant
le plongement du superespace a six dimensions dans le superespace plat a onze
dimensions [86-88]. On impose que ce plongement soit tel que I'espace tangent
fermionique au volume d’univers de la brane soit contenu dans I’espace tangent
fermionique a 'espace de plongement. Cette contrainte géométrique se traduit
par une contrainte algébrique au niveau des coordonnées de plongement. Apres
fixation de jauge et dans I’approximation linéaire, cette contrainte algébrique est
identique a la contrainte (1.94).

e formulation différentielle. On définit une super 2-forme différentielle By;n dans
le superespace (M, N désignent I’ensemble des indices bosoniques p et fermion-
iques &). Son tenseur de champ Hps,a,a, est une super 3-forme. La contrainte
est maintenant imposée directement sur le tenseur de champ puisqu’on réclame
I’absence de composante purement fermionique: Hs, 5,5, = 0. On impose d’autre
part une seconde contrainte permettant de définir un superchamp identique a
celui de la premiere formulation a partir des autres composantes de la super 2-
forme : H,4,4, = (FM’)&I&2 ®'. Les équations du mouvement se déduisent toutes
de l'identité de Bianchi: d H = 0, leur conférant ainsi un statut géométrique.

[’equivalence entre les deux formulations a été établie.

Nous avons étudié les modeles o construits a partir de cette théorie libre et
nous avons obtenu un résultat géométrique tres intéressant puisque les variétés de
ces modeles o se sont révélées étre conformément plates, nous ramenant finalement
a des théories équivalentes a la théorie libre. Ce résultat traduit la robustesse de la
théorie supersymétrique (2,0).

Nous nous sommes ensuite intéressés aux invariances de la théorie libre. Nous
avons construit dans le superespace des transformations superconformes, celles-ci étant
réalisées comme des dérivées dont nous avons calculé les vecteurs de Killing. L’algebre
ainsi engendrée s’avére étre celle prédite par les propriétés de symétrie de la solu-
tion de supergravité : OSp(6,2]2) ; c’est une superalgebre comportant 38 générateurs
bosoniques — correspondant aux translations (P,), aux transformations de Lorentz
(M,,), aux rotations dans l’espace transverse (.J;;), aux dilatations (D) et aux trans-
formations conformes spéciales (K,) — ainsi que 32 générateurs fermioniques — cor-
respondant aux supersymétries (),) et aux transformations fermioniques conformes
spéciales (S,/). L’algebre est écrite explicitement en termes de ces générateurs dans
I’Appendice B de la publication V. Géométriquement ces transformations supercon-
formes sont interprétées comme laissant invariante, a un facteur de dilatation pres,
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la métrique plate du superespace a 6d.. L’invariance de la contrainte (1.94) sous ces
transformations superconformes définit une cochaine de Chevalley A :

50 = Lo(®) + A (60 (1.95)

ou L¢ est la dérivée de Lie suivant le vecteur de Killing associé a la transformation du
groupe superconforme considérée et ou la cochaine A s’exprime simplement a partir de
ces vecteurs de Killing et de leur dérivées. L’invariance de la contrainte se traduit par
la propriété géométrique d’annulation de la courbure de la cochaine A.

Les propriétés d’invariance superconforme du multiplet tensoriel s’obtiennent plus
directement dans la formulation a partir de la super 2-forme dont les variations du
tenseur de champ sont simplement données par la dérivée de Lie :

6 H=Le(H) , (1.96)

reflétant le caractere plus géométrique de cette formulation.

1.5.3 Interaction d’une M-5 sur un bord d’AdS; x S*

La section précédente a conduit a un formalisme bien adapté a la description des
propriétés d'invariance superconforme d’une 5-brane libre. Se pose alors la question des
interactions. Nous avons vu que la théorie libre est robuste vis a vis des déformations :
par exemple, un modele o ne génere pas d’interaction et est équivalent a la théorie
libre. L’obtention d’interaction a été 1’objet de notre deuxieme travail reproduit dans
I’Annexe V. Ces interactions ont été engendrées par une déformation de la réalisation
de I’algebre superconforme OSp(6,2|2) de la théorie libre.

Nous avons étudié une M-5 brane fest dans le ‘background’ créé par d’autres 5-
branes sources. La solution de supergravité pour ce ‘background’ telle que nous 1’avons
présentée dans la section 1.4.2 a été obtenue avec I'hypothese d’un espace minkowskien
a 'infini, néanmoins si on leve cette hypothese, la géométrie AdSr; x S* reste une
solution de la supergravité et cette géométrie devient la géométrie de I'espace tout
entier et non plus seulement de 1’horizon (c’est-a-dire a proximité des branes sources).

Dans ’étude précédente, nous avions obtenu une action de 'algebre OSp(6,2|2)
sur les coordonnées z* et #* du superespace & 6d et sur les superchamps ®' et U*',
Cette réalisation de l'algebre nous permet de construire un superespace a 11d, en
considérant ® et ¥*' non plus comme des champs mais comme des coordonnées :
I’algebre OSp(6,2|2) est alors réalisée comme un ensemble de dérivation sur cet espace
a 11d : ¢f. Tableau 1.4.

Cependant, cette réalisation ne correspond pas a la géométrie de 1’espace AdS; x
S* créé par les 5-branes sources. Ceci peut se comprendre en examinant la partie
bosonique. La métrique est donnée par :

2 R
g = fﬁuudl’ﬂdfg + @Thﬂhﬁ d¢], (197)
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Réalisation sur les superchamps

bzt = —(&h — &(1I"0)a)

600” = —&§

800" (2,0) = £§0,9" + £ Dp®' + A'j(€0)

S0 (2,0) = €80, + &5 DV + agW® + (T Dag)™ + ((Déo) W)™’

&) et £ sont les coordonnées des vecteurs de Killing &y de la théorie libre,
ap est le facteur conforme ag = 9,£4/3, et A’; la cochaine de Chevalley.

Réalisation sur les coordonnées

bort = —(§y — &5 (I'"0)s)

bl =—-G |

o' = N (60)¢/ = —&

8ot = o™ + ¢'(T; D)™ + ((D&)y)™ = &5

!

Table 1.4: Réalisations de I’algebre superconforme O.Sp(6,2[2) sur les superchamps ®*
et U et sur les coordonnées du superespace 4 11d construit & partir des superchamps
précédents. Les deux réalisations sont bien équivalentes en ce sens que les transforma-
tions forment la méme algebre (un calcul un peu délicat montre que ce sont bien les
mémes signes qui apparaissent dans I'une et I'autre des réalisations).

Le premier terme est bien invariant puisque par construction :
So(nuvdxtde’) = —an,, dztdz” et bop = ag. (1.98)

En revanche, le second terme n’est pas invariant :

R2 o R, . ,

o <@mjdq§ d¢]> = M{é (dozd¢>] + dqﬁ]da) 7ij- (1.99)
Mais cette variation peut étre compensée en modifiant la loi de transformation des
coordonnées de volume d’univers :

3

ozt = bzt + %a“a 0 = boo. (1.100)
Le fait que ces nouvelles lois de transformation, au niveau bosonique, engendrent la
meéme algebre conforme n’est pas évident, mais peut se comprendre en constatant
qu’elles correspondent aux lois de transformations induites par les transformations de
Lorentz de 'espace de plongement (¢f. Annexe 1.7 de ce chapitre). Notre travail a
consisté a inclure les fermions dans cette discussion. On a cherché, pour ’ensemble des
soixante-dix générateurs de 'algebre OSp(6,2|2), a modifier 'expression des vecteurs

de Killing & de la théorie libre, ¢ = & + A&, de fagon :

e a conserver la loi d’algebre de OSp(6,2|2) c’est-a-dire a imposer, pour tout
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élément g et ¢’ de cette algebre, I'identité :

[£(9),&(9")] = E(lg, 9']) =
[AE(9), &0(g")] + [€o(9), AE(g")] + [AL(g), AL(g")] = Ak(lg,¢']). (1.101)

e A préserver la métrique bosonique de I'espace AdS; x S* lorsque I'ensemble des
champs fermioniques s’annulent, c’est-a-dire :

2 R? o
2 pwdztdz’ + i déide — 0, 1.102
£§ (R T GEEE * 4¢277 ! ¢ ¢ >|fermions =0 ’ ( ’ )

ou L désigne la dérivée de Lie suivant le vecteur ¢.

Ces équations sont des équations aux dérivées partielles non linéaires et couplées. Leur
résolution a été 1’objet principal de la publication V.

La solution a été obtenue comme un développement en puissance du rayon R
de 'espace AdS et nous avons déterminé explicitement les premieres corrections aux
vecteurs de Killing de la théorie libre (les expressions completes sont données dans la
publication). La premiere observation est qu’il s’agit d’un développement analytique
en R et sans terme constant, ce qui permet dans la limite R — 0 de retrouver la théorie
libre : cette limite correspond a une 5-brane test placée infiniment loin des 5-branes
sources, c’est-a-dire a des distances grandes par rapport a la taille caractéristique de
Pespace AdS7; x S* : sur le bord de 'espace-temps, la 5-brane est donc une théorie
libre.

Les premieres corrections en R correspondent aux premieres corrections a la théorie
libre. Nous avons obtenu les équations du mouvement correspondantes par I’approche
de super-plongement (superembedding) de Howe, Sezgin et West [86-88]. Par construc-
tion, ces équations possedent une invariance superconforme générée par les vecteurs de
Killing modifiés & + AE.

Cette théorie est le premier exemple explicite de théorie (2,0) superconforme en
interaction. Elle devrait étre duale a la M théorie sur le ‘background’ créé par les 5-
branes sources. La connaissance de cette action effective pourrait donc étre un premier
pas vers une formulation quantique de la M théorie c’est-a-dire vers une formulation
non-perturbative de la théorie des cordes.

1.6 Annexe : supergravité a onze dimensions.

1.6.1 Le lagrangien et les transformations de supersymetrie
Le lagrangien

L’étude des représentations de 'algebre de supersymétrie (¢f. Appendice C) nous a
appris que d = 11 est la dimension minkowskienne maximale dans laquelle il est possible
de construire une théorie de supergravité. Le multiplet gravitationnel supersymétrique
a 11d comprend : les vielbeins e,” (ou de facon équivalente, la métrique), le gravitino
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" et une 3-forme C,, 4, ,,- Cremmer, Julia et Scherk ont construit [47] un lagrangien
pour ce multiplet gravitationnel conduisant a des équations du mouvement possédant
une invariance par supersymétrie locale (supergravité on-shell). La partie purement
bosonique a une structure simple :

Sy = /d“x lg] (aR+b0G? +cC.G.G) (1.103)
ot (& désigne le tenseur de champ de la 3-forme : G, ., = 400, Cspiop] 3 €t

1
G* =+(xG AN G) = Jdetg G iy i g G121

1
V0glC.G.G=+/|g| *(CANGANG) = mcmnzﬂs Grgooin Gug.opy, €71

le symbole ¢#1-#11 désignant la signature de la permutation normalisée & ¢'~11 = 1.

(1.104)

Les coefficients de normalisation devant chacun des termes dépend des conventions
retenues cf. tableau 1.5

Les transformations de supersymétrie

oe, " =s.elY,
6C iy pams = S €y 1y e (1.105)
6y = s1y D#(“‘Aj)e + Soy (TAAUIUWSM 6) vaw:m
ou
Gorvavsm = Gflwm + 836 Vs Dugra V]

T vivav3vy

. - 288

(1.106)
(FMU11/2U3U4 _ 8 6M[1/1 FV2V3V4])

1.6.2 Formulation en superespace

Cremmer et Ferrara [89] et Brink et Howe [90] ont proposé une formulation de la
théorie de supergravité a 11d dans un superespace. Ce superespace contient, en plus
des coordonnées bosoniques z* a 11d, des coordonnées fermioniques qui forment un
spineur de Majorana a 11d :

M) ozt p=0...10
4 {9‘1 a=1...32 (1.107)

On distinguera les indices courbes (y, v, M) des indices tangents (y, a, M). (on notera
aussi 1 = m pour étre en accord avec les notations utilisées tout le long de cette these).
La géométrie du superespace est caractérisée par la base mobile EM (1-forme

différentielle), la connection Q32 (1-forme différentielle) et la torsion T (2-forme
différentielle) : ces formes différentielles sont reliées entre elles par :

TM = dpM + EX A QY. (1.108)
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Conventions dc(lelsmc%nassr?gs lagrangien variations
Cremmer [k] = L2 a=—1/(4k?) Se = —1K
Julia le,] = L° b=—-1/2 S. =3/2
Scherk [W#] = L~° c=k/3 S1p = 1/K
[47] [Omuws] = L7 Soy = 21
n=(+—...,—) [e=1L"? Sgyp = —3K
de Wit [k] = L2 a=—1/(2k?) se=1/2
Louis le,] = L° b=1/(2k?) 5. = —/2/8
25 YH) = [~1/2 ¢ = —2/kappa® sy =1
[25] (W] [kappa®  s1y
[OM#QMS] =1° Sy = 6\/§
D= (ot =L s = VE/1

Table 1.5: Normalisation du lagrangien de supergravité a onze dimensions. Deux
normalisations courantes sont utilisées : celle introduite par Cremmer, Julia et Scherk
[47], et une autre plus moderne plutot utilisée dans le contexte de la théorie des cordes

(nous avons retenu celle proposée par de Wit et Louis dans leur récent article de
revue [25]).

La 2-forme de courbure est définie par :
Ry Q™ + QA Qp . (1.109)

Elle obéit aux identités de Bianchi :
DT™ (= dT™ + TR A Q™M) = EXRyY
N N P N P N (1.110)
DRM— (E dRM— — QM_ A RB_ + RM_ A QB_) =0

Les composantes de ces formes différentielles, qui sont des superchamps i.e. des fonc-
tions de ZM, sont définies par :

EM — azM By M Qe = dZM Q™

1 " 1 (1.111)
T™ — §Eﬂl ERTN n Ru™ = §E51 EP”2Rp p ™
La connection est supposée avoir une structure Lorentzienne :
1
Qo = = Qg = Qo =0 Qop = — (I'") ) L - (1.112)

4

[.’idée de la formulation en superespace est de retrouver les champs de la super-
gravité (les vielbeins e,™, le gravitino " et la 3-forme C,, ., ., ) comme des composantes
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du développement des superchamps précédents. Il est nécessaire d’introduire une su-
per 3-forme C qui sera reliée a la 3-forme de la supergravité. L’identification des
composantes physiques se fait alors selon :

e, (z) = E," (2,0 =0)
YH(2) = B, (2,0 = 0) (1.113)
Crurpzns = Chyppua (2,60 = 0)

Il faut imposer des contraintes sur ces superchamps afin de de pouvoir déduire les com-
posantes supérieures a partir de ces seules composantes physiques (par exemple, toutes
les composantes de la torsion, de la courbure et de la super 3-forme sont calculables a
partir de la 3-forme de la supergravité). Ces contraintes doivent de plus redonner les
équations de la supergravité a 11d ; elles ont été proposées par Cremmer-Ferrara [89] et
Brink-Howe [90]. La tentative d’obtenir, a partir de cette formulation en superespace,
une formulation off-shell de la supergravité a 11d ne s’est pas concrétisée. Et les espoirs
que cette théorie puisse étre une théorie finie comme la théorie supersymétrique N' = 4
a 4d ont été décus puisqu’on sait maintenant que c¢’est une théorie non-renormalisable.

1.7 Annexe : Espaces AdS. Invariance conforme

L’objectif de cette annexe est de donner une construction géométrique des espaces Anti—
de-Sitter (AdS). Cette construction conduit a une interprétation simple des propriétés
d’invariances conformes qui n’est pas sans rappeler la construction de I’action du groupe
conforme a d dimensions par plongement dans un espace de dimensions d + 2.

1.7.1 Construction des transformations conformes par plonge-
ment dans un espace de dimension plus élevée
Il existe une facon élégante de construire ’action des transformations conformes dans un
espace a d dimensions : cette méthode consiste a plonger I'espace a d dimensions dans
un espace de dimension d + 2 dans lequel les transformations conformes s’identifient a
des transformations de Lorentz ; on obtient alors simplement leur action par induction
sur l'espace a d dimensions :
R*C R™?  muni de la métrique (—1,1,...1,1,—1) .
N——— ——
d 2

On choisit un systeme de coordonnées dans ’espace de plongement :

x# p=0...d—1
e x4 o ot = g0t 4 gd (1.114)
A+ o= = gl _
La métrique de R¥*?2 est invariante sous les transformations de Lorentz SO(2,d) :
S = wh, 2”  avec w[“;(z w[‘ﬁ/n‘;'f’) — (1.115)



46 Vers une formulation non perturbative des cordes [Chap. 1.]

Le plongement de R? dans R%*? est défini par les deux contraintes invariantes sous

S0(2,d) et les dilatations :

A~ iz *
{x ~ Ax# pour A€ER (1.116)

A
zhry, =0

On obtient des coordonnées sur (le compactifié de) R? en posant (pour z% # 0) :

x# x”
b 2 _
Y= y = (1.117)
Sur ces coordonnées, les transformations de Lorentz SO(2, d) induisent les transforma-

tions conformes :

Syt = a" + W' xt + ket — 2(k"z, )" (1.118)

ou l'on a posé :
translations a d dimensions : at = %w“d — %w“dﬂ (1.119)
dilatations a d dimensions : A =ttt (1.120)
transformations conformes spéciales : k* = —%w“d — %w“dﬂ . (1.121)

C’est-a-dire que les générateurs de ces transformations conformes s’expriment en fonc-
tion des générateurs des transformations de Lorentz a (d 4+ 2) dimensions :

1
P;A 5 (Mud - Mud-l—l)
D= My (1.122)
. 1
Bu = _5 (M;Ad + Mﬂd+1)

1.7.2 Espaces AdS;

Espace de plongement

L’espace AdS; est défini comme une section d’un espace de plongement de dimension
plus élevée :

AdSy € R muni de la métrique (—1,1,...1,1,—1) .
S — ——
d—1 2
On choisit un systeme de coordonnées dans ’espace de plongement :

xt p=0...d—2
x# -1 o xt = d=1 4 2 (1.123)
21 o= = g1 _ gl
La métrique de ’espace de plongement est donc donnée par :
R X 1
g = dz" @ dx¥nys = da* @ dx¥n,, + 5 (d:1:+ Rdr” +dr ® d:1;+) ) (1.124)

Elle possede une invariance par translation et sous I'action du groupe SO(2,d — 1).
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Espace AdS

[espace AdS,; de rayon R est défini par 1’équation :
ale, = —R? de xtx,+atzT =-—R?. (1.125)

Par construction, cet espace AdSy possede une invariance SO(2,d — 1) qui correspond
au groupe conforme a d — 1 dimensions (nous calculerons dans le paragraphe suivant
I’action de ce groupe sur un systeme de coordonnées adaptées a I'espace AdS;). En
revanche I'invariance par translation a d + 1 dimensions est perdue.

[’équation (1.125) permet localement d’éliminer la variable ™ : (z#, %) forme alors
un systeme de coordonnées locales. La métrique sur AdSy sera la métrique induite par
plongement :

1 —
9Ads; = da* & dxyn,uy + = (ai <d$+ & dz* + dz* & d$+)

2 \ dz+
129 gat @ dat) . (1.126)
——dzx T . .
ozt
Reste a diagonaliser cette métrique, ce qui se fait grace a un simple changement de
variables :
yH = £+ iz y+ — 1
x
+ 2 (1.127)
Y v + +
9Ads, = <§> dy" @ dy"nu, + <—> dy™ @ dy™ .
Courbure
Calculons les quantités géométriques associées a la métrique (1.127) :
— les seules composantes non nulles de la connection affine valent :
1 yt? 1
_ + _ +
Fiy - y__}_é\#l/ F#y — _ﬁnpy F++ = _y_+ (1128)
— les seules composantes non nulles du tenseur de Riemann sont :
y*
3#1#2#3#4 = ﬁ (77#1M477#2#3 - 77#1#3”#2#4) (1 129)
] .
R+#1+u2 = _ﬁnmw
— les composantes du tenseur de Ricci sont données par :
yt’ (1—d)
Ry =(1- d)ﬁ N Ry = = (1.130)
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— et finalement la courbure scalaire vaut :

d(1 - d)

R = 7

(1.131)

Il est a remarquer que si la métrique (1.127) présente une singularité en y* = 0, cette
singularité n’est pas physique puisque la courbure est parfaitement réguliere en ce
point.

1.7.3 Invariance conforme des espaces AdSy

Par construction, 'espace AdSy possede une invariance sous 'action de SO(2,d — 1).
Sur les variables z” de 'espace de plongement, cette invariance prend la forme de
transformations de Lorentz :

i b

=

Sz = wh, 27 avec wf“;(: (1.132)

S
=whn’’) = —w

Les transformations induites sur les coordonnées (y*,y*) de I'espace AdS,; prennent
alors la forme :

4
Sy = a" + W' yY + <k“y2 — 2(k "y, )y" — %k“> + Ay
y

(1.133)
Syt =2(k"y, )yt — Ayt
ou l'on a posé :
e . R i d
translations & d dimensions : at = 0] (w“ —wt ) (1.134)
transformations conformes spéciales : k* = 5 (w“d_l + w“d) (1.135)
dilatations & d dimensions : A\ = il (1.136)

De plus les w”” sont les parametres des transformations de Lorentz a d — 1 dimensions.

L’espace AdS; correspond donc a 'espace quotient (coset) du groupe d’invariance
de l'espace AdS; lui-méme c’est-a-dire le groupe conforme SO(2,d — 1), sur le groupe
d’invariance du point (z° = R, 2! = ... = z¢ = 0) sur lequel I'action de SO(2,d — 1)
est transitive, ce groupe d’invariance n’est autre que SO(1,d — 1):

SO(2,d — 1)

AdSa = S50 a=1)

(1.137)

Cette structure de coset a été étudiée par plusieurs groupes pour tenter de décrire les

branes de la M théorie (Castellani et al. [91], Kallosh et al. [92,93]).
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1.7.4 La frontiere d’un espace AdS

Les bords de I'espace AdSy correspondent aux points a l'infini obéissant a I’équation
(1.125). Plus précisément, définissons de nouvelles coordonnées : z# = Az'* et con-
sidérons la limite A — oo. Alors la frontiere est décrite par la surface (1 =1...d — 2,

p=0...d—2):

e _ ! _0

et ‘I’x ;L' d—ll,d—l 0,0 d .d

1.e. T4z rzr + %

(z' ,:1:’+,:1:’_) ~ w(:c’,;z;’+,;z;’_) w e R*. (1.138)
La topologie de la frontiere est donc S* x S92, dont le recouvrement est R x S%~2. Pour
2"t # 0 (correspondant & des points z+ — oo dans les coordonnées de départ), les z'*
décrivent un espace de Minkowski a d — 1 dimensions dont y* = Rz*/x™ constituent un
systeme de coordonnées. Les points caractérisés par z'7 = 0 (correspondant a zt =0
dans les coordonnées de départ) sont sur une sphere S?~!' & d — 1 dimensions. La
frontiere d’AdS,; est donc constituée de deux bords :
— un espace de Minkowski de dimension d — 1 a 'infini ;
— un horizon a l'origine zt = 0.

Les coordonnées (z*, z™) sont bien adaptées a I’étude des branes car la coordonnée

* est interprétée comme la distance a la brane. Néanmoins, il existe un autre systeme

de coordonnées ou la structure de la frontiere est plus transparente. Ces nouvelles
coordonnées z™ et 7 (m =1...d — 1) sont définies par :

=g\ it p=2"z, <1

R? (1.139)
COST XTg= sinT .
1 —p? 1 —p?

La métrique induite par plongement sur ces nouvelles variables devient :

dr @ dr  dz™ @dz,, p*dp@dp
1—p? 1—p? (1= p*)?

La variable de temps 7 est une variable périodique (c’est ce qui explique qu’il existe des

gads, = R’ (— (1.140)

courbes fermées de genre temps). Cette forme de la métrique rend explicite la structure
de la frontiere : 1'espace AdS; a la topologie de S* x B4~ (un cercle de genre temps
paramétrisé par 7 et une boule de dimension d — 1 correspondant a p < 1) ; sa frontiere
est la surface p = 1, elle a la topologie de S* x S92, 1l existe encore une autre forme
équivalente de cette méme métrique : redéfinissant p = 2r/(1 + r?) et 2™ /r = 2™ /p,
on obtient :

14+r2\? 4
gAds,; = R? (— (1 T2> dr @ dr + mdzlm ®dZ;n) . (1-141)

—r

(’est a partir de cette paramétrisation que Susskind et Witten [81] ont étudié les
propriétés d’holographie des espaces AdS et ainsi obtenu que, apres régularisation
infrarouge, sur la frontiere vit un seul degré de liberté par unité de volume de Planck.
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M théorie

Hétérotique
EgxEg Type lIA
Théories
Quantiques
Hétérotique Type IIB D
S0(32) S
10d Sugral héor
+ SYMEgxEg ' 10d Sugra lIA Theories
Classiques
Effectives

10d Sugral " 10d Sugra 1IB

+ SYM SO(32)

10d Sugral
+ SYM SO(32)

Figure 1.2: Les cingq théories de supercordes et la M théorie :

leurs limites de basse

énergie et leurs relations de dualité. I.’action effective de basse énergie des cinqg théories
de supercordes sont des théories de supergravité a 10d avec éventuellement une invari-
ance de jauge décrite par une théorie de Yang—Mills supersymétrique. La M théorie
est la théorie quantique dont la limite de basse énergie est la supergravité a 11d de
Cremmer, Julia et Scherk. Une T dualité relie les cordes de type I1A et [IB, ainsi que
les cordes hétérotiques SO(32) et Fg x Es. La corde de type IIB est S auto-duale tandis
qu'une S dualité relie les cordes hétérotiques SO(32) et de type I Enfin les cordes de
type 1A et hétérotiques Fg x Fg sont toutes deux S duales a la M théorie. La corde
de type [ peut étre vue comme une projection d’*orbifold’ de la corde de type IIB.



Chapitre 2

Approche phénoménologique

de la M théorie

La premiere section est consacrée aux théories de Kaluza—Klein, et plus particulierement
a la réduction dimensionnelle de ’action d’Einstein. Il sera donné un exemple simple de
symétrie cachée apparaissant lors de la réduction dimensionnelle, ces symétries cachées
jouent un réle important dans les idées récentes de dualité. On discutera le lien entre les
différents systemes d’unités de la théorie des cordes, ce qui nous permettra notamment
d’établir la relation entre la masse de Planck et la masse des cordes.

La deuxieme section tourne autour du probleme de 'unification des constantes de
jauge et de la gravitation. On montrera la nécessité d’une formulation de la théorie
des cordes en couplage fort™"), formulation dont la théorie d’Hofava-Witten est une
premiere approche.

La troisieme section rappelle la procédure de réduction dimensionnelle conduisant
a des actions effectives NV = 1 de la théorie des cordes a quatre dimensions. La
quatrieme section étend cette procédure a la M théorie et en étudie les conséquences
phénoménologiques. Ce travail a fait 'objet de la publication reproduite dans I’Annexe

II.

2.1 Reéduction dimensionnelle. Théories de Kaluza—
Klein

Les théories de cordes ne sont formulées quantiquement de facon cohérente que dans des
espaces de dimensions supérieures a quatre. Cette idée de dimensions supplémentaires
avait été proposée tres tot par Kaluza et Klein [94,95]() afin d’unifier la gravitation et
les interactions électromagnétiques : en effet le lagrangien d’Einstein décrivant la grav-
itation dans un espace-temps de dimension supérieure a quatre conduit par réduction
dimensionnelle a la somme d’un lagrangien d’Einstein a quatre dimensions et d’un

()Ce domaine a connu de nombreuses avancées ces derniers mois offrant de nouvelles alternatives &
celles présentées dans ce chapitre ; elles ne seront malheureusement pas discutées en détail ici.
(2)Ces deux papiers sont reproduits et traduits en anglais dans [96,97].
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lagrangien de Yang—Mills (¢f. formule explicite (2.12) ci-dessous). La nature des inter-
actions (groupe de jauge, spectre de masse nulle ... ) est entierement déterminée par
la géométrie de la variété compactifiée. En plus des particules de masse nulle, appa-
raissent également une infinité d’états massifs de masse inversement proportionnelle a
la longueur caractéristique de I'espace compactifié (“tour” d’états de Kaluza—Klein) :
en théorie des cordes, cette longueur étant de l'ordre de la longueur de Planck [98],
les états de Kaluza—Klein auraient une masse supérieure a la masse de Planck® et
resteraient donc inobservables dans les expériences aux accélérateurs.

Le but de cette section n’est pas de décrire les théories de Kaluza-Klein et le
processus de réduction dimensionnelle (le lecteur est renvoyé aux références [96, 97,
108,109]) mais de présenter les principaux résultats qui ont été utilisés dans le travail
reproduit dans 1’Annexe I1I.

2.1.1 théorie en ¢*

Soit une théorie ¢* en d=d + N dimensions :

; 1 R 1 1
On notera :

— 4 =0...d—1 les indices de la variété non-compacte ;
— 1 =1...N les indices de la variété compactifiée ;

— ji=0...d— 1 les indices de l'espace total ji = {y,d — 1 +i}.
Supposons que les dimensions supplémentaires soient des cercles de rayon R; i.e. :
z; ~x; + 27 R;. (2.2)
Les conditions aux bords :
é(x;) = d(x; + 27 R;). (2.3)

permettent de développer le champ ¢ en série de Fourier :

N

g D DR 24)

=1

(3)Récemment de nombreux travaux ont étudié la possibilité de dimensions supplémentaires de I’ordre
du millimetre [99-101] avec une échelle des cordes pouvant étre abaissée jusqu’a des énergies de 1’ordre
du TeV [102,103]. Ces dimensions n’interagiraient que gravitationnellemenent avec la matiére visible
et ce scénario est donc parfaitement compatible avec les mesures expérimentales, ces dimensions
supplémentaires pourraient cependant abaisser 1’échelle d’unification des constantes de couplage du
groupe de jauge du modele standard [104,105]. Ces idées ouvrent de nouvelles perspectives notamment
en cosmologie [106,107].
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Apres intégration sur les dimensions compactifiées dans 1'action (2.1), les états n; # 0
acquierent une masse de Kaluza-Klein :

N n2

et, dans la limite R; — 0, découplent de la théorie qui se réduit a une théorie ¢* & d
dimensions pour le champ ¢ = ¢(,,)—0 :

s=| dd< 0,006 — Smic® — ) ) (2.6)

ou le coeflicient A a été renormalisé :

A
A= = (2.7)
II.2, 27 R
2.1.2 théorie de Maxwell
Considérons une théorie de Maxwell en d = d + N dimensions®
1 B N
8 = —Z/ddl‘ijFﬂy avec F[“; = 8ﬂAg — aleﬂ. (28)

Le vecteur A; a d dimensions se décompose en un vecteur A, a d dimensions plus
N champs scalaires ¢; = /VyA; ou Viy est la dimension de 'espace compactifié, les
champs ¢; ont ainsi une dimension canonique [¢;] = L'~%? qui correspond bien
la dimension d’un champ scalaire a d dimensions. Comme précédemment les états
de Kaluza—Klein découplent dans la limite R; — 0. Et le lagrangien résultant a d
dimensions est :

N
1 1
§=-; / BeF P+ Z / d120,$:0" 6. (2.9)

Remarquons que les coordonnées compactifiées doivent étre du genre espace, dans le cas
contraire on aurait obtenu un champ scalaire avec un terme cinétique du mauvais signe
(et des états de Kaluza—Klein tachyoniques). L’action de départ a d dimensions possede
un invariance de Poincaré SO(l,a? — 1). Les conditions de bords (2.3) brisent cette
invariance en SO(1,d—1) x U(1)" mais dans la limite B; — 0, une partie des symétries
est restaurée et 1'action réduite (2.9) possede une invariance SO(1,d — 1) x O(N).

théorie & d dim. théorie & d dim.

SO(1,d—1)  SO(1,d—1) x U()N — SO(1,d —1) x O(N)

() Avec les normalisations retenues, le champ vectoriel A, a une dimension canonique égale & [4,] =
L'=%/2 et la constante de couplage g, [g] = L=27%/2. Une autre normalisation courante est d’inclure
la constante de couplage dans le champ de jauge, dans ce cas, il apparait un facteur 1/g% dans I’action
et les champs de jauge ont alors une dimension [4,] = L='.
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2.1.3 théorie d’Einstein; réduction dimensionnelle de la cour-
bure

Dans la théorie de la relativité générale, la métrique de I'espace—temps est une grandeur
dynamique déterminée a partir des équations du mouvement. Comprendre pourquoi en
théorie des cordes I'espace—temps se scinde en une variété a quatre dimensions et une
variété compactifiée est un probleme difficile qui n’a pas de réponse satisfaisante. Nous
supposerons que c’est bien le cas et que de plus la géométrie de la variété compactifiée
est telle qu’il n’apparait pas de tachyons dans la théorie effective de basse dimension.
La métrique g;; a d = d + N dimensions se décompose a d dimensions en :

e une métrique a d dimensions g, ;
e N vecteurs AZ SR
e IN(N + 1) champs scalaires ¢" < g;;.

Une paramétrisation commode de la métrique a d dimensions est la suivante :

gfm) = ﬁ;(m) + gfw) (2-10)
—~— ~—
partie indépendante partie dépendante
des champs de jauge des champs de jauge
avec
A(Ai) _ 62gw 0 o NQ _ 4/{2A;Aigij ZKA;gZ-j
Ipo 0 9 Ypo Q/fAf/gﬁ 0

ie. ds® = ezgwdw“dm” + gij(dwi + ZKA;dw“)(d;L’j + 2/{Aid:1:”) (2.11)

k est la constante dimensionnée relative a la gravitation a d dimensions (elle sera reliée
a la constante relative a la gravitation a d dimensions % dans la suite) ; les vecteurs AL
ont alors la dimension canonique des champs de vecteurs a d dimensions [AL] = ['-i7
les facteurs 2 sont destinés a retrouver une action convenablement normalisée. Tous les
champs sont indépendants des coordonnées de l’espace interne : ce sont des fonctions
de {z"} uniquement (cette procédure de réduction dimensionnelle sera étendue dans
le mécanisme de Scherk—Schwarz afin de permettre une certaine dépendance dans les
coordonnées compactifiées cf. §2.4.3). Le facteur e*®) correspond & un changement
d’échelle de la métrique a d dimensions (rescaling de Weyl). Le calcul de la courbure a
d dimensions correspondant & la métrique (2.10) est long et fastidieux® mais conduit
a un résultat relativement simple qui, apres une intégration par partie de certains

(5)On trouvera dans [110] un calcul élégant et indépendant du systéme de coordonnées de la trans-
formation du tenseur de Riemann—Christoffel sous un changement d’échelle. Ce calcul est reproduit
dans [111, p.237]. Le calcul complet de la courbure est da & [112,113].
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termes, s’écrit :

U iz 1 e
152 /ddx\/g(d)fR(d) = /dd;z;\/g(d)\/g(N)e 2 = (——fR(d) + 1€ Eg,i]-FWF“

_ (d_llf)i# (9,5)(9"%) — d8;21 gij(augij)(@“ﬁl)

1 y
167 g" (augij)gkl(a#gkl) ) (2-12)

+

o597 (0u9:1)9" (9" 9) —

oll on a posé ij = 0, A% — &,AL. Vy est le volume de 'espace compactifié, ¢{¥) et ¢g(v)
les déterminants des métriques g,, et g;;, & la constante de Newton a d dimensions et

k = k/v/Vn la constante de Newton a d dimensions. Dans le membre de droite, les
indices g, v montent et descendent avec la métrique g,, et son inverse.

Remarquons qu’il est nécessaire que les dimensions compactifiées soient du genre
espace afin que les termes cinétiques des champs de jauge aient le bon signe.

Les unités d’Finstein a d dimensions sont associées a un changement d’échelle qui
conduit a un terme de courbure convenablement normalisé a d dimensions :

1
d—2

MeTE =1 e ¥=-— In g™, (2.13)

Dans ce systeme d’unités, la formule (2.12) se simplifie pour donner :

4K 4k2 4

mgﬁ(a#gij)gm(aﬂgm) ). (2.14)

R I | I
_ L / dizy /g DR — / d12+/g@ (——R(d)—l——(g(N))l/ () g i
|

+ T6r2 gij(augjk)gkl(augu) -

La théorie de départ a d dimensions était invariante sous le groupe des difféo-
morphismes a d dimensions, cette invariance est brisée puisque certaines dimensions
deviennent compactes. La théorie réduite a d dimensions reste invariante sous le groupe
des difféomorphismes a seulement d dimensions, elle est possede également une invari-
ance de jauge U(1)N. Il existe aussi une symétrie globale sous SI(N,R) correspondant
a des changements de base de I'espace compactifié.

théorie 3 d dim. théorie & d dim.
— ) N
Difl; Diffax U(1)

Transformations de Weyl

Un cas particulier intéressant de ces calculs de réduction dimensionnelle est celui
d’un simple changement d’échelle de la métrique, I'expression de la courbure (2.12)
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se réduit(G) alors a :
d? /1 Ry = d? ;L'\/_e P (Rg + W(@“E)(QMEO (2.15)

ou g1 = e¥ gy uw et R la courbure calculée avec la métrique g;. Cette formule a priori
ne semble pas linéaire sous I'action de deux changements d’échelle successifs bien qu’elle
le soit en réalité : ceci vient du fait que la métrique de départ correspond a une action
convenablement normalisée (unités d’Einstein) et le résultat ne peut donc s’appliquer
directement au membre de droite de (2.15) ; en raison d’une intégration par partie dans
le cours du calcul, le facteur d’échelle devant le terme de courbure engendre en effet
un terme cinétique par un nouveau changement d’échelle, et pour obtenir le résultat
correct il suffit simplement de repasser par les unités d’Einstein. Finalement la formule
complete de changement d’échelle est :

2 dd;z;\/_e R, = ddx\/_e e T <ng-|-(d 1)gy"(0,2)(0,%)
HIEUEE g 0.9) 210

avec toujours ¢ 4, = e gy p-

Symeétries cachées

En plus de Iinvariance de jauge U(1)" et de la symétrie globale SI(N,R), I’action
réduite (2.12) possede également une autre invariance globale liée a des changements
d’échelle. Nous allons étudier explicitement le cas d’'une réduction dimensionnelle sur
un cercle (i.e. N = 1). Ce cas se généralise et conduit, lors de réductions dimension-
nelles toroidales, a des groupes de symétries étudiés par Cremmer et Julia pour les
théories de supergravité [114-116] (voir aussi [117]). Dans le cas de la compactification
sur un cercle :

dSZ_H = g dxtdz” — ew(d;z;d + QKA#dzE#)(dl’d + 2kA,dz"), (2.17)

I’action d’Einstein apres intégration sur le cercle devient :

/ 4 [gEDREF) = / zy/gDe? (—f—ﬂ“hlewFuyFW) (2.18)
Ky

4/{d+1 4

ou kg est reliée a k411 et au rayon du cercle comme expliqué ci-dessus. I’action réduite
(2.18) est invariante sous la symétrie globale U(1) agissant selon :

= dta, gu — gue A, — Al TR, (2.19)

?

(6)Mentionnons, 4 titre de comparaison avec les normalisations d’autres auteurs, le comportement de

la courbure scalaire sous un changement d’échelle lorsqu’aucune intégration par partie n’est pratiquée :
d—1)(d—-2

Ry — e ¥ (.’Rg —(d—1)¢4"D,D, % — wgﬁ”(ﬁuil)(&)}))

ou D, dans le membre de droite est la dérivée covariante calculée & partir de la métrique gs.
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Excitations de Kaluza—Klein comme états BPS

Les modes massifs d’excitation de Kaluza—Klein sont chargés sous les symétries de
jauge U(1)N de laction réduite (2.12) et leurs charges sont reliées simplement & leur
masse par une relation de type BPS. Reprenons le cas simple d’une compactification
sur un cercle :

2t~ 2t L
1 i (2.20)
¢($’$d) — Z _6227rnr. /L¢{n}($)
neZ \/Z

La symétrie de jauge U(1) laisse la métrique & d dimensions invariante ainsi que le
champ scalaire mais transforme le vecteur A, :

AL fd(w)

L .et

ﬁu

(2.21)

a, — a, —

Le champ scalaire ¢ est invariant mais par contre ses modes d’excitation de Kaluza—
Klein sont chargés, leur charge valant e, = 2xn/L. D’autre part leur masse est donnée
par : M,, = 2x|n|/L. On en déduit la relation :

M, = |ea], (2.22)

qui permet d’interpréter les modes d’excitation de Kaluza—Klein comme des états
BPS : bien qu’ici aucune supersymétrie n’assure d’inégalité entre la charge et la masse,
inégalité qui serait saturée par les états de Kaluza—Klein, nous avons vu (¢f. §1.3.3) que
dans certaines situations, ces états de Kaluza—Klein correspondent a des D0-branes.

2.1.4 Les divers systemes d’unités de la théorie des cordes
Les unités des cordes

[’action effective de théorie des cordes peut avoir différentes expressions suivant le
systéme d’“unités” dans lequel on travaille ; on passe d’un systeme d’unités a un autre
par un changement d’échelle (rescaling de Weyl). Dans les unités des cordes, I’action
effective correspondant au secteur NS/NS universel (comportant la métrique g,,, une
2—forme A,, et le dilaton ®) est donnée par :

S) _ 5 y 1
s :NmMg/dl%mg(S) e™2® <—Jz<>) —49(50,90,9 + T?,!m) (2.23)

ou ® = ¢o + ¢ est le dilaton, ¢g étant la valeur moyenne dans le vide du dilaton a
Vinfini, H* = Hy, g uo Huyvy0s 97 97272 g7 avee Hy, i u, = 300, A Ms est échelle
fondamentale de la théorie des cordes et Njg est un facteur purement numérique de



58 Approche phénoménologique de la M théorie [Chap. 2.]

normalisation lié a la définition de Ms. De plus, le secteur R/R n’a pas de couplage

au dilaton [118,119] :

|
S h/r = NIOMg/dlox sy oL (2.24)

Considérons la transformation de Weyl correspondant au changement d’échelle de
la métrique :

gﬁ) = ewg;(j). (2.25)

Remarquons que le changement d’échelle ne fait intervenir que la différence ¢ = & — ¢,
de sorte que les deux métriques tendent asymptotiquement a 'infini vers la métrique
plate, ce qui permet d’interpréter I’échelle de masse comme la constante de Newton de
la gravitation grace a 1’équation de Poisson (¢f. note p.104).

Les unités d’Einstein

Les unités d’Finstein sont définies en imposant que le terme de courbure soit conven-
ablement normalisé ; la formule générale (2.16) conduit a la transformation de Weyl
correspondant a A = —1/2 :

g;(w) 6_¢/29;(w)

. /— 1 2.26
81(8) — NIOMge—Q(bo /dlo < _I_ gﬂl/ a @8 ) + 2_3' —¢H2> ( )

Le facteur de normalisation du terme de courbure définit 1’échelle fondamentale du
systeme d’unités considéré ; dans les unités d’Einstein, cette échelle n’est autre que la
masse de Planck et elle est donc reliée a 1’échelle des cordes par :

Mp = e~ %/* Mg, (2.27)

Cette relation permet de retrouver les expressions des tensions des branes telles
qu’elles ont été discutées dans le chapitre précédent §1.3.3.

Les unités de 5-brane

Les unités de 5-brane [120-122] sont définies par I'absence de terme cinétique pour
le dilaton ; il y a deux valeurs du facteur de Weyl qui assurent cette propriété
A= —1/3 ou A = —=2/3, la seconde valeur conduit a une échelle de masse reliée a la
solution solitonique h—brane des supergravités de type I1, c’est donc elle qui définira
les unités de 5-brane :

gl = e3¢

SB) — N MBe8o/3 /d10$m62¢/3 <—1R(B)—|- 213' _4¢/3H2> (2.28)

Et I’échelle fondamentale des unités de 5—brane est reliée a ’échelle des cordes par :

Mp = e~/ Ms. (2.29)
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Les unités de p-brane

D’une fagon générale, il est possible de définir les unités associées a une p-brane par un
argument de comportement d’échelle. Considérons pour cela l'action effective (1.21)
et l'action de volume d’univers (1.23) décrivant une p-brane électrique couplée a la
gravitation :

Ses = Mp™™? /dd;,; 9] (R+ 0,90"® + ce™ P F, )

Sy =Mt [ 1 (VIR 0.X1 00X 0, (X) 4 4V (2:30)

a1...Qp41 H1 Hp+1
ettt gy XML Oy, X Au1~~~up+1) .

(on a supprimé les facteurs numériques et conservé uniquement les facteurs dimen-
sionnés ; le potentiel de jauge A, ., ,, est supposé étre de dimension nulle). Dans ces
deux expressions, g,, est la métrique des unités d’Einstein ; mais la brane ne couple
pas directement a g,,,, il faut lui adjoindre une dépendance dans le dilaton. Cherchons
une transformation d’échelle de tous les champs de facon a ce que les actions S.s¢ et
S, alent le méme comportement :

Seff —>)\p+186ff et Sp_>)\p+1 Sp
pour

G — )\Q(p—i—l)/(d—Q) G 6<I> N /\—2(p+1)(d—p—s)/(ap(d—Q)) 6<I>

Xt — Xt g — A’ Yab A;Ufanpr-I-l — M Au1~~~#p+1

581
By =—ap/(p+1).
Les unités de p-brane sont définies par la métrique apparaissant dans S, couplant a la
brane :

(p-brane) —ap®/(p+1)

=€

Pour la 1-brane fondamentale couplant électriquement a la 2-forme NS/NS et pour
les D-branes couplant électriquement aux formes différentielles R/R, les valeurs du
couplage au dilaton sont données par (1.34)—(1.35) :

F-1 brane : a; = —1 (2.32)
D-p brane électrique : a,=3-=p)/2. (2.33)

La 5-brane NS couple magnétiquement a la 2-forme NS/NS B, ,, c’est-a-dire électri-
quement & la 6-forme duale (dont le tenseur de champ correspond & e¢® « H dans les
unités de supergravité) : la couplage au dilaton de la N.5-5 brane vaut donc a; = 1 et la
formule (2.31) conduit bien a la définition précédente des unités de 5-brane. De méme

le couplage d’une D-p brane magnétique au dilaton vaut : o' = —af,_,_4, = (3—p)/2:

N S-5 brane : o =1 (2.34)
D-p brane magnétique : a,=(3—p)/2. (2.35)
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On peut montrer [53, p.262] que la métrique correspondant a la solution (1.39) de p-
brane de la supergravité devient celle d'un produit AdS,, x S97P=2 dans les unités de
la (d — p — 4)-brane duale.

Echelle de masse de la M théorie. Compactification de la supergravité a
onze dimensions

Le méme principe de comparaison des actions effectives permet également de retrouver
une des relations entre I’échelle de la supergravité a onze dimensions M1, définie comme
I’échelle de masse de la M théorie, le rayon de la onzieme dimension Ry; et 1’échelle
des cordes Mg. Par réduction dimensionnelle a la Kaluza—Klein, la supergravité a onze
dimensions conduit a la supergravité de type I1A a dix dimensions. Dans le systeme
graviton/dilaton :

0<z'<1

95

2.36
(S dzt @ dx¥ — R%leb(b(dxn +2kA,d2x") ® (d;z;n +2kA,dz"). ( )

=e*gl>

Ry est le rayon de la onzieme dimension et les coefficients a et b sont ajustés de facon
a retrouver I'action effective (2.23) des cordes a dix dimensions dans les unités des
cordes :

a=-2/3, b=4/3
M /dux VI R = M, Ryy e /dlol’ Vi e ? (R(S) (2.37)
+ 4912 0,00,0 + ... )

La comparaison des coefficients des termes de courbure conduit alors & la relation(” :

Ry M, % = MS . (2.38)

Cette relation est bien compatible avec I'identification (1.67) des parametres de la
M théorie en fonction de ceux de la corde de type I1A, identification obtenue par la
comparaison du spectre des branes des deux théories.

2.2 Régime de couplage fort de la corde hétérotique
Eq x Eys : théorie d’Horava—Witten

2.2.1 Unification des constantes de couplage en théorie des
cordes

L’unification des trois constantes de couplage de jauge du modele standard est une
constatation semi-expérimentale [123,124] : a partir des mesures de ces constantes a

(A partir de la valeur des coefficients de Weyl a et b, Witten [42] en déduit les deux relations :
My = e~ %/3 Mg et Ryy My = e2%0/3 A ce stade, cette dérivation me semble ambigué car il n’est
pas fait de distinction entre le dilaton ® et sa valeur moyenne & l'infini ¢g.
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I’échelle électrofaible, le groupe de renormalisation prédit, avec une grande précision
dans les théories supersymétriques, une unification de ces trois constantes 4 une énergie(®
de Vordre de Mgyrc® ~ 210'GeV avec agyr ~ 1/24.

A quatre dimensions, 'unification des constantes de couplage est donc caractérisée
par trois grandeurs : (i) I’échelle d’unification, (ii) la valeur des constantes de couplage
unifiées agur et (iii) la constante de Newton des interactions gravitationnelles Gy =
6.67 10" Nm’*kg™ ~ (10'9GeV ¢~2)~2.

La théorie des cordes est particulierement intéressante parce qu’elle relie les inter-
actions de jauge aux interactions gravitationnelles. Cependant la théorie des cordes
étant définie a 10d, les prédictions physiques s’obtiennent apres compactification de
dimensions supplémentaires. Les grandeurs caractéristiques de la théorie des cordes
seront donc également au nombre de trois : (i) ’échelle de masse des cordes Mg, (ii)
la constante de couplage des cordes qui sera aussi reliée a la constante de couplage des
interactions de jauge a 10d et (iii) le volume V de l'espace de compactification. On
pourrait donc penser reproduire les valeurs de la physique a 4d en ajustant les valeurs
des parametres de la théorie des cordes). Toutefois il faut veiller & rester dans le
domaine de validité de la théorie c’est-a-dire en particulier dans le cadre des théories
perturbatives veiller a ce que la constante de couplage reste faible. Dans les théories
hétérotiques, les relations entre la constante de jauge ¢, la constante de couplage de la
gravitation k et la constante de couplage des cordes g, sont :

1 3 1 _
¢* = ZQEMSG k= ngMss (2.39)

C’est-a-dire que le lagrangien effectif s’écrit :

Shot = /dml’ 9] e7® (AMER + MSTeF? +...) . (2.40)

Apres compactification, on en déduit un lagrangien effectif a 4d :

Shet = /d4$ gl eV (AMER + METeF? +...) (2.41)

lagrangien qui permet d’identifier la constante de Newton et la constante de couplage
des interactions de jauge a 4d :

giM3® giM3®

9N = Ty YT = ey

(2.42)

(&) Voir [104, 105] pour 'influence de dimensions supplémentaires de 'ordre du TeV sur 1’échelle
d’unification.

(9 A priori les paramétres de la théorie des cordes sont déterminés dynamiquement. Mais cette
détermination nécessite une formulation non-perturbative de la théorie des cordes permettant de
caractériser le vide de la théorie. Cette formulation est encore inconnue. Le but de cette analyse est
de savoir s’il existe un vide de la théorie compatible avec les données expérimentales, laissant de coté
pour le moment le probléeme du choix dynamique de ce vide.
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Il est également supposé que c’est au cours de la compactification que se produirait la
brisure du groupe de jauge, de sorte que V ~ M;jp. Eliminant 'échelle des cordes
entre les deux relations précédentes, on obtient [125-127] :

4/3
g _ (167‘-)4/3 O{G/UT (2 43)
N G 232 '
gs GUT

Les données expérimentales conduisent alors a une constante de couplage des cordes
de l'ordre de g, ~ 10*%, valeur sortant largement du domaine perturbatif. C’est
Iincohérence de ce résultat qui a conduit Witten a réexaminer [128] le probleme de
I'unification en couplage fort. La suite de ce chapitre s’intéresse directement a cette
approche et examine plus en détail la structure de la théorie effective obtenue a 4d.
Mais avant cela, mentionnons dans le paragraphe suivant la situation différente de
I'unification dans la théorie de type I.

Unification dans les cordes de type [

Les conclusions précédentes sont différentes dans la théorie de type [ : le multiplet
gravitationnel provient de la quantification des cordes fermées tandis que le multiplet
vectoriel de jauge provient lui de la quantification des cordes ouvertes de la théorie.
Les termes de gravitation et de jauge de I'action effective ne sont pas générés au meéme
ordre du développement perturbatif et de ce fait ne couplent pas a la méme puissance
du dilaton :

577 = / 'z \/lg| 4 (7" MGR + e~ MGTeF? +..) (2.44)

La compactification conduit maintenant a la relation :

2/3 4/3
G = 1607 g odur (2.45)
647 My

Et I’hypothese de couplage faible est alors parfaitement compatible avec les données
expérimentales. Longtemps négligées, les cordes de type [ ont récemment suscité des
travaux [129-131] visant a construire une extension du modele standard phénoménolo-
giquement acceptable a partir d’une théorie de type I. Notons de plus que les relations
de dualité mettent dorénavant les théories de type [ sur le méme plan que les théories
hétérotiques, I'intérét de ces dernieres rejaillissant du méme coup sur les cordes de type

L

2.2.2 Théorie effective de basse énergie de la M théorie

Dans le chapitre précédent (§1.3.3), nous avons discuté un certain nombre de relations
de dualité, en particulier les S dualités reliant une théorie en régime de couplage fort a
une autre théorie en couplage faible pouvant donc étre étudiée en perturbation. Nous
avions avancé des arguments en faveur d’une S dualité entre la théorie des cordes
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hétérotiques Fg x Fg et la M théorie, arguments basés sur la comparaison des modes
de masse nulle et 1'identification des branes des deux théories. Fort peu de choses
sont encore connues quant a la formulation quantique de la M théorie, néanmoins, a
basse énergie, la supergravité a 11d devrait en étre une théorie effective. Une étude
attentive de cette action effective et plus particulierement de ses anomalies confirme la
conjecture de S dualité [49,50].

Considérons la M théorie sur orbifold” E!®) x §1/ZHW (E(1®) est un espace
Minkowskien & dix dimensions), I'action de la symétrie ZIW
10 219 Si Ry; est le rayon de la onziéme dimension, cette symétrie

Z‘;W laisse deux surfaces dix dimensionnelles invariantes : ' = 0 et 2'% = 7 Ry;.
HW
Ly

sur cet orbifold renverse
Porientation : =

Recherchons I'action de cette symétrie sur les fermions :

zh, ! = (z", —2'°
( - (N ) ( ) (2.46)
Az) = M#) = SA(x)
[.’équation de Dirac de masse nulle pour A devient :
ST GAE) = ({7, 5710 — 11, 57 16ho ) M&) - (2.47)
Et donc une action compatible avec I’équation de Dirac est :
Mz) — 410 Mz, —2'%) . (2.48)

En particulier les fermions vivant sur les points fixes de la symétrie ZI" ainsi que les
fermions n’ayant aucune dépendance en z!°, comme par exemple les modes de masse
nulle de la réduction dimensionnelle, doivent étre des fermions chiraux a 10d (' est
la matrice de chiralité a 10d ¢f. Appendice C).

Enfin, I'action de la symétrie Z¥W n’est compatible avec le couplage de Chern-
Simons [ C'A dC A dC de la supergravité que si C'(z*, —2'%) = —C'(z*, z').

Sur EM? x S' la M théorie conserve trente deux charges de supersymétrie dont
’action est générée par un spineur constant €. L’invariance sous I'action de ZHW im-
pose a € une contrainte de chiralité a 10d, éliminant ainsi la moitié de ses composantes :
a basse énergie (lorsque les modes de Kaluza—Klein massifs découplent), on obtient une
théorie supersymétrique chirale a 10d. Il n’existe que trois théories possédant ces pro-
priétés de symétrie : les cordes hétérotiques Fs x Fg ou SO(32) et les cordes de type I.
La condition d’absence d’anomalie'®) a conduit Hofava et Witten a éliminer les deux
derniers candidats.

Une théorie a 11d ne présente pas d’anomalie gravitationnelle (). Cependant la
géométrie que nous considérons ici n’est pas réguliere et des anomalies apparaissent sur

(19)Une anomalie est par définition une quantité quantique et il peut sembler a priori étrange d’obtenir
des résultats sans connaitre de formulation quantique de la M théorie. En fait le calcul d’anomalie
nécessite uniquement la connaissance de la théorie a basse énergie et c’est précisément cette théorie
de basse énergie que nous cherchons a caractériser.

(D1anomalie & d dimensions est définie par la variation de P’action effective §.T = fMd I, elle se
calcule & partir d’une (d + 2)-forme différentielle exacte (‘équation de descente’) : Id+; = dlyq et
6cIa41 = dlg. Laforme I449 s’obtient a partir de la 2-forme de courbure et du tenseur de champ dans le
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les points de singularité (d’ailleurs, comme nous ’avons vu, la symétrie ZHX" se traduit
au niveau des modes fermioniques de masse nulle par une condition de chiralité pouvant
donner lieu a des anomalies). L’anomalie gravitationnelle a 10d se partage en deux sur
chacune des frontieres invariantes sous Z"W. Une partie seulement de cette anomalie
peut étre compensée par un mécanisme de Green—Schwarz et il reste une composante
irréductible. La troncation simple de la supergravité 11d sur E!?) x S1/ZHW est donc
incohérente quantiquement : il doit exister de nouveaux modes chiraux de masse nulle
se propageant sur les frontieres et composant 'anomalie gravitationnelle : Green—
Schwarz ont montré que 496 multiplets vectoriels de SY Mjpy sont nécessaires ; ici
I’anomalie devant de surcroit se diviser en deux sur chaque frontiere, la seule solution
est I’apparition sur chacune de ces frontieres de 248 vecteurs formant une représentation

adjointe du groupe ('?) Eg.

Revenons aux relations (1.69) entre les parametres de la M théorie et ceux de la
corde hétérotique Fg x Fy :

S

RiMyy = ¢*® M2 Ry, = M2 (2.49)

Lorsque Ry < M7, des effets quantiques doivent venir corriger la théorie de su-
pergravité et la relation (2.49) nous apprend que le théorie de corde Fg x Fg dans
son régime de couplage faible est alors une bonne description de ces effets quantiques.
Réciproquement, lorsque la constante de couplage de la corde hétérotique devient im-
portant, la supergravité constitue une bonne approximation pour décrire les modes de
masse nulle de la corde. Remarquons que la comparaison des actions effectives de la
supergravité a 11d et a 10d conduisait a une seule relation et ne permettait pas cette
interprétation.

Ainsi nous avons obtenu un moyen d’étudier le régime de couplage fort de la théorie
de corde. Il est alors intéressant de s’interroger sur ce que devient dans ce scénario la
relation d’unification des constantes de couplage de jauge et de gravitation.

cas d’une symétrie de jauge : Iz = |A(R)Trre'” s’ A(R), le genre de Dirac, est une fonction paire
d+2

dont les premiers termes du développement sont donnés par : A(R) = 1—p; /24+(Tp?—4ps)/5760+. ..
avec p; = —TrR?/87%, ps = (Tr* R?* — 2TrR*)/1287*. Les formes apparaissant dans le développement
de A(R) sont toutes de degré 4n et donc une anomalie purement gravitationnelle ne peut exister que
lorsque la dimension d de ’espace—temps vérifie : d + 2 = 4n.

(12)Hofava et Witten ont aussi montré [50] que ces multiplets vectoriels dans 1’adjointe de Fg sur
chaque frontiére sont nécessaires & la compensation des anomalies de volume d’univers de la membrane.
Cette méthode du calcul d’anomalie de volume d’univers s’avére trés fructueuse dans la recherche des
degrés de liberté vivant sur une brane : Mourad a par exemple obtenu [132] le spectre de masse nulle
de la N.S-5 brane de la théorie hétérotique SO(32).
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2.3 Compactification sur un espace de Calabi—Yau

2.3.1 Brisure partielle de supersymeétrie par compactification
Supersymeétrie a 4d

La compactification toroidale, lorsque les dimensions compactifiées correspondent a
des cercles, préservent I’ensemble des charges de supersymétrie de la théorie de départ.
Phénoménologiquement, ces modeles sont peu réalistes : nos connaissances actuelles en
physique des particules nous font préférer des théories a 4d avec une seule supersymétrie
(i.e. quatre charges fermioniques conservées) d’ailleurs brisée de maniere douce a basse
énergie comme nous le verrons au chapitre suivant.

Il est possible d’obtenir de telles propriétés de symétrie par compactification sur des
variétés ayant une géométrie plus riche que celle d’un tore : les espaces de Calabi—Yau.

Le groupe de Lorentz a 10d est brisé en SO(1,3) x SO(6) ~ SO(1,3) x SU(4), la

représentation spinorielle se décomposant en :
16 — (2,4) +(2,4) .

Un spineur Majorana—Weyl a 10d donnera donc par compactification quatre spineurs
Majorana a 4d, ce qui explique que par compactification toroidale, on obtienne une
supersymétrie N = 4 a 4d. Pour se limiter & N' = 1, 'idée est de considérer une
géométrie possédant une invariance SU(3) C SU(4) : dans la décomposition 4 — 3+1,
seul le spineur 4d de la représentation 1 survivra donc a la compactification.

Groupe d’holonomie

La structure géométrique de la variété de compactification est en fait caractérisée par
la condition de persistance d’'une supersymétrie a 4d qui se traduit par I'existence d’un
spineur a 10d, €, parametre de transformations de supersymétrie laissant invariants les
champs fermioniques (gravitino, jaugino et dilatino) :

Sabs = 6\ = 6.y = (2.50)

Ce sont les conditions étudiées par Candelas et al. [133-135]. Une analyse de ces
conditions est détaillée dans [20, p.415] et [136, p.303], elle conduit a la restriction du
groupe d’holonomie de la variété de compactification a SU(3) C SO(6) et a I'égalité
de la connection de spin et de la connection de jauge. Des théoremes mathématiques
[137,138] assurent qu’une telle variété est une variété complexe munie d’une structure
Kahlerienne, de plus son tenseur de Ricci soit s’annuler : ces propriétés définissent des
espaces de Calabi—Yau ¢f. Appendice B.

2.3.2 Structure Kahlerienne a 4d

A quatre dimensions, le couplage de la matiere a la supergravité N = 1 est décrit
en termes géométriques : les champs scalaires sont complexes et décrivent une variété
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Kahlerienne. C’est cette structure que I’on cherche a identifier dans la compactification
de la théorie des cordes c’est-a-dire par réduction dimensionnelle des actions effectives
de supergravité sur un espace de Calabi—Yau.

Le processus de réduction dimensionnelle est en général compliqué puisqu’il faut
intégrer sur les modes massifs de Kaluza-Klein. Witten en 1985 [139] a proposé une
méthode alternative, basée sur une simple troncation, pour obtenir une action effective
N =1ad4d.

Le secteur bosonique universel de la supergravité a 10d comprend le graviton ¢,
le dilaton ® et le tenseur antisymétrique Bp;.

On introduit une structure complexe sur 1’espace compactifié :

. p2i-1 + i . p2i=1 20 ' Lo (2 51)
— —_—, = 7 = g Ly D .
y V2 / V2

La méthode de troncation consiste a imposer une invariance par translation dans
’espace compactifié et une invariance sous une symétrie SU(3) transformant (y', y?, y*)
comme une représentation 3. Alors les seuls modes de masse nulle a 4d sont ceux
rassemblés dans le tableau 2.1.

spectre 11d  spectre 4d
9pi Guv Giz = €% iz
o o
B[“; BM, BZ']* = (1527

Table 2.1: Troncation du secteur bosonique universel de la supergravité 10d. A 4d, le
tenseur antisymétrique est dual & un pseudo-scalaire : dB = x4db. Les quatre champs
scalaires et le graviton ne sont fonction que des coordonnées 4d.

Le lagrangien a 10d se réduit a un lagrangien a 4d :

1 1 N 1
Az /|99 [ =R 4 -5,00"® + —e~*(dB)*
[t o] (3300 + {0,000 + et i)

1 1
— / d*z 1/ |g™| <§3z<4>+3aﬂaaﬂa+zaﬂq>a#q>

1 3
+ ﬂe_q)"'&’(alB)2 + Ze_é_%auaa“co (2.52)

Ce lagrangien dérive d'un potentiel de Kahler pour deux champs complexe S et T'. La



[§ 2.4] Compactification de la M théorie 67

structure de Kihler s’identifie comme [139](%)

K=-In(S+95)-3In(T+T)
S = %237 L gp (2.53)
T = ¢®/2t0 + za

Cette procédure peut étre généralisée afin d’inclure le champ de jauge de la corde
hétérotique par exemple. Dans ce cas, il faut considérer le plongement du groupe
SU(3) précédent dans le groupe de jauge. La troncation correspond a l'invariance sous
le groupe diagonal, ce qui a pour effet de briser le groupe de jauge Fg x Fg en Fg x Fg
(SU(3) x Eg est un sous-groupe maximal de Fjg)

2.4 Compactification de la M théorie

2.4.1 Troncation de la M théorie

Dans notre travail reproduit dans I’Annexe Il nous avons repris I’approche précédente
dans le cadre de la M théorie. Le rayon de la onzieme dimension étant relié au couplage
des cordes a 10d par Ryi My ~ 952/37 dans le régime de couplage fort, ce rayon sera
grand, en particulier probablement plus grand que le rayon typique des six autres
dimensions compactifiées, ¢’est pourquoi nous allons chercher a compactifier la onzieme
dimension apres les six autres. La description a 4d de la corde hétérotique Fg x Ky
fortement couplée devrait donc étre équivalente a la compactification de la supergravité
sur une variété a six dimensions puis sur un orbifold S/ZIW

| 11-d  SUGRA |

Corde Fg x Fy
couplage fort 6-d ﬂ cy
6.d ﬂ oy ~ ‘./\/ =2 5-d ‘
e
[ A =1d4d | (N =1 id |

En raison de la présence des deux frontieres a 10d et des interactions entre les champs de
jauge vivant sur ces frontieres et les champs de gravitation se propageant dans I'espace
tout entier, ’espace compactifié a 7d n’est pas un produit direct d’un espace de Calabi—
Yau et de I'orbifold S /ZHW [128]. La procédure de troncation est donc en toute rigueur
moins bien justifiée que lors de la compactification dans le régime de couplage faible ;
mais ces objections disparaissent dans le secteur purement gravitationnel auquel nous
nous sommes intéressés. Dans 'absence d’une formulation quantique de la M théorie,
on ignore jusqu’aux équations du mouvement des différents champs et il ne peut donc
étre question d’intégrer les modes massifs de Kaluza—Klein. La méthode de troncation
est la seule capable de nous renseigner sur la structure de la théorie effective a 4d.

(13)Cette identification des modules de la théorie effective & 4d est obtenue dans les unités de super-
gravité de la théorie des cordes ; dans les unités de 5-branes, Binétruy [122] a remarqué un échange
entre le role du dilaton et du module T
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2.4.2 Structure Kahlerienne de M théorie a 4d

Suivant la procédure proposée par Witten, on impose une troncation P sur le spectre
a 11d afin d’obtenir une théorie supersymétrique N' = 2 & 5d c’est-a-dire N' = 1 & 4d
apres réduction dimensionnelle de la dimension d’Hotrava-Witten. P doit étre un sous-
groupe de la symétrie SU(3) de la structure complexe des six dimensions compactifiées
et agir de facon non-triviale sur la représentation 3 afin de ne conserver qu’'un seul
gravitino invariant a 5d. L’analyse est présentée en détail dans la publication II. Les
deux tableaux suivants résument les résultats : le premier tableau 2.2 identifie le spectre
de masse nulle a 4d provenant du secteur gravitationnel de la M théorie (le secteur de
jauge a été ignoré) ; le second tableau 2.3 identifie la structure de Kéahler dont dérive
la théorie a 4d.

Symétrie action sur 3 de SU(3) spectre a 4-d nombres de Hodge du C.Y.

P =712 (2-62”/37 —'l'€2”/37 62”/3) Guv 955 giz = €7 b;7 h(1,1) =3 h(1,2) =0
Cuvs Csiz = Bib;

P =173 eir/3 (1,1,1) Guv 955 Giz h(1,1) =9 h(1,2) =0
C,LWS CSij = Bij

P =17y x ZIQ (-1,1,-1) x (1,-1,-1) Guv 955 Gii Guix h(1,1) =3 h(1,2) =3
Cuvs Csiz = Bib;

Table 2.2: Troncations de la M théorie. P est un sous-groupe discret de SU(3) agis-
sant de facon non-triviale sur la représentation 3 afin de ne conserver qu’une seule
supersymétrie. Ces troncations correspondent a des compactifications sur des espaces
de Calabi—Yau de la théorie de cordes Fgs x FEg a 10d en régime de coulage fort. La
structure des espaces de Calabi-Yau est définie par les nombres de Hodge : h 1) et
h(1,2). Le nombre de multiplets vectoriels (comprenant un vecteur a 4d et un scalaire
complexe) est donné par hg ;y—1 ; le nombre d’hypermultiplets (deux champs scalaires
complexes a 4d), dont ’hypermultiplet universel provenant du secteur gravitationnel,
vaut h g + 1.

Une observation particulierement intéressante est 'indépendance des champs de
modules autres que le dilaton sous une dilatation globale de 'espace de C.Y. : seul
le dilaton est donc sensible a un effet de volume. Cette propriété a des conséquences
phénoménologiques sur 'unification des interactions de jauge et de la gravitation ainsi
que sur ’échelle de brisure de la supersymétrie (cf. §2.4.4).
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Symétrie potentiel de Kahler champs de module
,P = Zlg IC = —h'l(S + ST) S = 601+U2+03 + ial
_ 21<k<3 1H(Tk + TkT) T, = Ve~ (o1+02+03) /3404 +1 B,
P =17, K = —In(S+Sh S =G+
P=7Zyx7Z, K = —1In(S + ST S =G40

- Z1§k§3 In(Ty + TkT) T, = e”G‘l/6Gi/2 + 1By,

(G2 g

~Yige U+ U) Un = —a—+i 75

929 22

Table 2.3: Structure de Kahler et identification des champs de module en fonction des
caractéristiques géométriques des variétés de compactification. Dans la troisieme ligne,
I'indice k se réfere au bloc (y',y") de la métrique, (G, est le déterminant de ce bloc et
G est le déterminant global de la métrique de 1’espace compactifié.

2.4.3 Compactification a la Scherk—Schwarz

La réduction dimensionnelle telle qu’elle a été présentée jusqu’a maintenant souffre de
trois lacunes pour étre pertinente d’un point phénoménologique :

1. en regle générale, elle conduit uniquement a des groupes de jauge abéliens. Dans
I’étude de la compactification de la M théorie, cet obstacle n’est que secondaire
puisque sur chacune des frontieres vit une groupe de jauge suffisamment grand
pour contenir le groupe de jauge du modele standard ;

2. il n’est généré aucun terme de masse : si on part d’une théorie avec des scalaires de
masse nulle, tous les scalaires de la théorie obtenue par réduction dimensionnelle
resteront de masse nulle ;

3. la derniere supersymétrie survivant au processus de réduction dimensionnelle est
réalisée de facon exacte alors qu’a basse énergie, cette supersymétrie devrait étre
brisée spontanément et il serait agréable que cette brisure résulte du processus
de compactification.

En fait, ces trois lacunes peuvent étre surmontées par un processus de réduction dimen-
sionnelle plus élaboré d’abord proposé par Scherk et Schwarz [140,141] dans un contexte
de supergravité puis généralisé un peu plus tard a la théorie des cordes [142,143].

Le mécanisme de Scherk—Schwarz est une réduction dimensionnelle généralisée qui
autorise une dépendance des champs en fonction des coordonnées compactifiées. Imag-
inons qu’une théorie possede une invariance U(1) et compactifions cette théorie sur un
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cercle de rayon R le long d’une coordonnée y: les points (z,y) et (z,y + 27 R) sont
équivalents, donc les champs évalués en ces deux points doivent prendre des valeurs
identiques a une transformation de symétrie pres : dans le cas d’'un champ scalaire,
cette condition devient :

oz, y + 21 R) = ¥ Hp(z,y), (2.54)

ou m est un parametre de masse. Ce facteur génere une dépendance non-triviale des
modes de Kaluza—Klein en fonction de la coordonnée compactifiée :

dlz,y) = Z 2m(ny/ Rtmy) P(ny(). (2.55)

neZ

En particulier les modes zéros acquierent une dépendance en fonction de y a l’origine
d’un terme de masse proportionnelle a I’échelle m.

D’une fagon plus générale, Scherk et Schwarz ont considéré une dépendance sous
forme factorisable et correspondant a une symétrie de la théorie de départ : tout champ
aura donc une expression du genre :

A

T(z,y)=Uly) T(z), (2.56)

U étant une symétrie de la théorie. Dans le secteur gravitationnel, la réduction dimen-
sionnelle du terme de courbure suivant cette approche engendre un potentiel pour les
champs scalaires qui décrivent la métrique dans ’espace compactifié. Scherk et Schwarz
ont écrit des contraintes auxquelles devait satisfaire la symétrie ¢ afin d’aboutir a un
potentiel borné inférieurement ne déstabilisant pas le vide de la théorie. Si de plus,
la symétrie U est une R symétrie de la théorie, c’est-a-dire une symétrie agissant de
facon différente sur les bosons et les fermions, la réduction dimensionnelle s’accompagne
d’une brisure de la supersymétrie.

Dans notre travail, nous avons utilisé une telle procédure de réduction dimension-
nelle pour compactifier la dimension d’Hotava—Witten de la M théorie. Nous avons
étudié explicitement le cas d'une troncation SU(3) x ZHW pour laquelle la théorie a
4d fait intervenir un dilaton S et un seul autre champ de module T'. La réduction du
terme de courbure est source d’un potentiel pour ces champs scalaires :

e

V =
(T+ 11 S+81

(2.57)

ou m est le parametre de masse apparaissant dans le mécanisme de Scherk—Schwarz.
Ce potentiel dérive d’un superpotentiel pour le dilaton :

W =2m(1 + S). (2.58)

Ce potentiel se traduit par une stabilisation du dilaton puisque (S) = 1 est un minimum
du potentiel. Ce minimum brise spontanément la supersymétrie en donnant une masse

au gravitino mg/Q = MW|2 = 8m?2 /(T + T)3.
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2.4.4 Résultats phénoménologiques
La constante de Newton

La théorie des cordes dans le régime de couplage fort est décrit par la supergravité a
onze dimensions et les facteurs de jauge sur chaque frontiere :

S:Mfl/ \/|g|R—|—M161/ F? (2.59)
Mll d

Mi

La seule échelle est la masse de Planck a onze dimensions My, et le dilaton est main-
tenant remplacé par le rayon de la dimension d’Hotfava—Witten. Dans les coordonnées
de la M théorie, la réduction dimensionnelle de cette action, dans le cas le plus général
d’une troncation SU(3) x ZJW  conduit a 'action suivante i 4d :

S = /M Vgl (tMuR + sF?) (2.60)

ou s est la partie réelle du dilaton et ¢, celle du champ de module T'. Ces quantités
sont reliées au volume de 'espace de Calabi-Yau, identifié comme 1’échelle de grande
unification V = M55, et au rayon Rgw de la dimension d’Hoiava-Witten :

M -1/6
5= ( GUT) t = Rgw Mp, (2.61)
Mll

ou Mp est la masse de Planck a 4d. Ces relations nous permettent d’identifier la
constante de Newton & partir des parametres de la M théorie(™ :

a1/3 1/2
Gy ~ (i) : (2.62)

RawMaur

Et les données expérimentales se traduisent par une prédiction sur ’échelle de la di-
mension d’Hotfava—Witten de l'ordre de :

o~ 102 GeV /e, (2.63)

valeur qui avait été proposée par Antoniadis et Quiros [144] a partir de considérations
générales basées sur des arguments dimensionnels. Reste en revanche a voir si cette
échelle est compatible avec le mécanisme de brisure de la supersymétrie par réduction
dimensionnelle a la Scherk—Schwarz.

(9Witten a donné [128] une borne supérieure & la valeur de la constante de Newton théorique
obtenue par compactification : le volume de I’espace de Calabi—Yau dépend de la coordonnée le long
de la dimension d’Hofava—Witten, cependant afin de conserver une description effective en terme de
supergravité il ne faut que la taille du CY devienne inférieure a la longueur de Planck, ce qui se traduit
par U'inégalité : Gn > aZyr/Mipr.
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Echelle de brisure de la supersymétrie

Si I'on suppose que ’échelle de masse m apparaissant dans le mécanisme de Scherk—
Schwarz est de l'ordre de ’échelle d’énergie de la M théorie, ce qui revient a supposer
que la brisure de supersymétrie est un effet de couplage fort de la théorie des cordes,
alors I'expression de la masse du gravitino devient :

M 1
Majy ~ — = : (2.64)

I’échelle de brisure de la supersymétrie est donc reliée a 1’échelle de la dimension
d’Horava—Witten (2.63) fixée par la constante de Newton des interactions gravita-
tionnelles, on obtient : mg/, = 10°GeV/c?. Cette valeur est a comparer avec celle
obtenue traditionnellement par un mécanisme de Scherk—Schwarz en théorie des cordes
[142,143] : mgjg ~ RZy ~ Mgur qui serait catastrophique d’un point de vue phéno-
ménologique. La valeur obtenue de 10°GeV certes encore un peu élevée peut certaine-
ment étre abaissée en considérant la compactification de la M théorie sur des variétés
moins symétriques que celle retenue ici et qui seraient 1’équivalent des Calabi—Yau
asymétriques de la théorie des cordes.

Cette étude phénoménologique semble répondre favorablement a la question de
I’existence d’un vide de la théorie des cordes compatible, dans le régime de couplage
fort, avec les résultats que nous permettent d’extrapoler nos connaissances expérimen-
tales actuelles en physique des particules. Mais comprendre pourquoi la nature aurait
choisi ce vide plutot qu'un autre reste une interrogation encore toute ouverte . ..



Chapitre 3

Etude de la hiérarchie de masse
des quarks et des leptons

Ce troisieme et dernier chapitre s’intéresse a des problemes directement liés a la
physique des particules. Il est consacré a un modele d’extension du modele standard
de Glashow—Salam—Weinberg. Toute extension de ce modele doit d’abord satisfaire a
un certain nombre de contraintes phénoménologiques qui seront discutées et doit aussi
répondre a quelques insuffisances du modele standard lui-méme. Un modele explicite
de symétrie de saveur permettant d’expliquer le probleme de la hiérarchie de masse des
quarks et des leptons est étudié en détail a haute et basse énergie.

3.1 La hiérarchie de masse du modeéle standard

3.1.1 Brisure de symétrie et masse des particules

Le probleme de la masse des particules est I'une des plus belles illustrations de la notion
de symétrie et de brisure de symétrie et ce en raison de deux théoremes centraux de la
théorie des champs : le théoreme de Nambu—Goldstone [145,146] et le mécanisme de

Higgs [147-152].

o Le théoreme de Nambu—Goldstone assure 1’existence d’un boson de masse nulle,
boson de Goldstone, lorsqu’une symétrie continue globale du lagrangien est brisée
spontanément. Une symétrie continue globale n’est que rarement réalisée de fagon
exacte, en revanche il est fréquent qu’elle le soit de facon approchée. La brisure
de symétrie est alors traitée comme une perturbation et la symétrie du terme
dominant se traduit par l'existence de bosons de petite masse appelés bosons
pseudo-Goldstone [153]. Ce théoreme a trouvé I'une de ses premieres applica-
tions a la physique des hautes énergies dans I'approximation chirale des inter-
actions fortes : lorsqu’on néglige la masse des quarks u et d, le lagrangien de
la chromodynamique quantique (QCD) possede une invariance SU(2) x SU(2)
(il existe aussi une symétrie U(1)p correspondant au nombre baryonique et
une symétrie axiale U(1)4 qui présente une anomalie et sera brisée explicite-
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ment au niveau quantique). La partie chirale est spontanément brisée donnant
naissance a trois bosons pseudo-Goldstone dont les nombres quantiques sont
ceux des générateurs brisés (parité négative, spin zéro, isospin un, nombre bary-
onique et étrangeté nuls). Phénoménologiquement ces bosons s’identifient aux
plus légers des hadrons : les trois pions 7% 7% (m, ~ 140 MeV/c? tandis que
mp ~ 938 MeV/c? i.e. m2/m% ~ 0.022, valeur justifiée par les théories de con-
servation partielle du courant vecteur-axial — PCAC [154,155]). La symétrie ap-
prochée SU(2) d’isospin peut étre étendue a une symétrie SU(3)xSU(3) [156,157]
correspondant a la brisure de la symétrie chirale SU(3) de la limite de masse nulle
des quarks u, d et s : les huit bosons de Goldstone s’identifient comme les pions,
7%, 70, les kaons, K° K° K* (m%/m% ~ 0.3) et le méson 7 (m2/m3p ~0.3).

o Le mécanisme de Higgs s’applique dans le cas d’une symétrie continue non plus
globale mais localet™) : les degrés de liberté qui auraient été identifiés comme
des bosons de Goldstone dans le cas d’une symétrie globale forment ici les états
d’hélicité nulle des vecteurs associés aux symétries brisées. Une symétrie locale
brisée se traduit donc par I’apparition d’une particule vectorielle de masse(®
proportionnelle a la constante de couplage de jauge de sorte que dans la limite
de couplage nul, les bosons de Goldstone réapparaissent dans le spectre. Le role
capital de la notion de brisure de symétrie locale, en 'occurrence la symétrie
électromagnétique, a été souligné pour la premiere fois par Anderson [164] dans
son interprétation microscopique de la supraconductivité a la suite du travail
de Bardeen et al. [165]. En physique des particules, le mécanisme de Higgs
est 'une des pierres angulaires de la théorie électrofaible de Glashow, Salam
et Weinberg [166-168] : la brisure de la symétrie SU(2), x U(1)y en U(1)ep
est confirmée expérimentalement par I'observation des bosons de jauge massifs
W* et Z° (mw = gv/2 ~ 80GeV/c? et my = /g% + ¢g*v/2 ~ 92GeV/c? ou
v/\/2 ~ 246/1/2 GeV/c? désigne la vev du champ de Higgs neutre). La brisure
de symétrie par la valeur moyenne dans le vide du champ de Higgs est également
responsable, via les couplages de Yukawa, de la masse des particules de matiere
c’est-a-dire des quarks et des leptons.

(D1] est & noter qu’une symétrie locale n’est pas une ‘vraie’ symétrie : elle n’est pas observable
mais sert seulement & éliminer certains états non physiques (les modes longitudinaux des vecteurs de
jauge).

(2)Les théories de jauge brisées explicitement par les termes de masse des champs vectoriels ne
sont pas renormalisables. En revanche, une brisure spontanée par un mécanisme de Higgs conduit
a une théorie parfaitement renormalisable comme 'ont montré 't Hooft et Veltman [158], Lee et
Zinn-Justin [159-163].
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3.1.2 Masses des quarks et des leptons dans le modele stan-
dard

Structure de la matiéere

Le modele standard est une théorie de jauge correspondant a l'invariance locale sous
les transformations du groupe SU(3)c x SU(2);, x U(1)y:

e SU(3)c est le groupe de couleur décrivant les interactions de la chromodynamique
quantique,

o SU(2);, décrit la symétrie left (seules les particules de chiralité gauche sont sen-
sibles a I'interaction faible),

e U(1l)y décrit la symétrie liée a I'hypercharge définie par Q = {3 — Y (Q est la
charge électrique et t3 est la troisieme composante de I'isospin).

Le secteur de jauge comprend donc douze bosons de jauge vectoriels. Il apparait trois
constantes de couplage associées aux trois facteurs du groupe de jauge ; ces constantes
sont fonction de I’énergie et les équations du groupe de renormalisation déterminent leur
évolution [169-172]. Dans I'extension supersymétrique minimale du modele standard
(MSSM), ces trois constantes de couplage s’unifient [173] a une échelle de I'ordre de
MGUT ~ 2 1016G6V/02 avec aquT X~ 1/24 [123, 124]

La détermination du comportement de la matiere sous les transformations de jauge
a été le fruit de progres conjoints tant théoriques® qu’expérimentaux®). Finalement
les particules de matiere se groupent en trois familles ayant une structure de jauge
identique : ¢f. Tableau 3.1.

Le terme de masse d’un fermion de Dirac couple la partie gauche a la partie droite :

—m i = —m(Prir + YrR) - (3.1)

Ceci interdit des termes de masse de Dirac pour les neutrinos qui n’existent que dans un
état gauche. L’invariance de jauge interdit, elle, des termes de masse pour les fermions
L et @ : la composante gauche appartient a un doublet de SU(2);, et la composante
droite a un singulet. Les masses des fermions s’obtiennent a partir du seul couplage
au doublet de Higgs, ce sont les couplages de Yukawa :

Ly = NS(Ly HO)Ey + A(Q5 H)uy + N2 (QL H )iy + cc (3.2)

avec H® = 11y H*. Les neutrinos n’existent que sous leur état d’hélicité gauche, on ne
peut construire de couplage de Yukawa générant un terme de masse : les neutrinos du
modele standard sont donc de masse nulle.

Les couplages de Yukawa dépendent également de l'énergie et leur évolution est
gouvernée par le groupe de renormalisation (voir par exemple [185-188] pour une étude
dans le modele supersymétrique minimal).

B)Introduction de I’angle de mélange des quarks d et s [174] ; mécanisme de Glashow-Tliopoulos—
Maiani et prédiction d’un quatriéme quark, le quark ¢ [175].

(4)Observation du quark ¢ [176,177], du lepton 7 [178], du quark b [179], des bosons W* et Z° [180],
du quark ¢ [181,182].
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Particules SUB)e SU2), U(l)y
. [ v' neutrino
Ly = { It lepton gauche ! 2 1/2
= [% lepton droit 1 1 1
. [ uy quark up gauche _
Q1 = { di quark down gauche 3 2 1/6
UL = u% quark up droit 3 1 —2/3
Di, = db quark down droit 3 1 1/3
H° composante neutre
= { H~ composante chargée ! 2 1/2

Table 3.1: Contenu en quarks et en leptons d’une famille du modele standard (I'indice
i = 1...3 est un indice de famille). Chaque famille contient trois leptons, dont un
neutrino n’existant que sous un seul état d’hélicité, ainsi que douze quarks. Les leptons
ne sont sensibles qu’aux interactions électrofaibles. Les charges des différents champs
assurent ’absence d’anomalie de jauge au sein d’une famille [183], résultat qui peut
se comprendre aisément en considérant le plongement de SU(3) x SU(2) x U(1) dans
le groupe de grande unification SO(10) [184]. La derniere ligne du tableau donne les
nombres quantiques du doublet de Higgs.

Angle de mélange : matrice de Cabibbo—Kobayashi—-Maskawa

Aucune symétrie du modele standard n’interdit les couplages de Yukawa entre fermions
de familles différentes : les couplages non diagonaux nous amenent a distinguer les états
propres des interactions de jauge des états propres de masse, le passage des uns aux
autres correspondant a des transformations unitaires. Dans le secteur des quarks les
composantes up et down ne se transforment pas de la méme facon, ce qui se traduit
pas un couplage non diagonal au boson W dans la base des états de masse :

S = upyVigdy, (3.3)
V;; étant la matrice unitaire de Cabibbo—Kobayashi-Maskawa [174,189]. Un certain
nombre de phases peuvent étre absorbées par redéfinition des quarks si bien que V est
paramétrisée par trois angles de mélange et une phase, source de la violation de la
symétrie C'P.

Dans I’expression du courant neutre, en revanche, les transformations nécessaires
pour passer dans la base des états propres de masse se compensent et il n’y a pas de
violation de saveur (des effets de violation de saveur peuvent évidemment étre engendrés
dans le développement en perturbation a I'ordre d’une boucle, mais ils sont en général
supprimés par des facteurs Am?2 ., /M3).

quarks
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Notons de plus qu’il n’existe pas d’effets de changement de saveur dans le secteur
des leptons (les nombres leptoniques électrique, muonique et taunique sont conservés
séparément), ceci en raison de l'existence des neutrinos sous un seul état de chiralité.
Dans certaines extensions du modele standard, de nouveaux états d’hélicité peuvent
étre introduits, ils sont la source d’une violation de la saveur leptonique fortement
contrainte expérimentalement.

I’ensemble des données expérimentales est résumé dans la paramétrisation de Wolfen-

stein de la matrice CKM [190] :

1—A?/2 A NA(p —1n)
V= = 1—A2/2 A A (3.4)
MA(L—p—1n) —XA 1
avec
A=sinfc~022 A~08 +/p*+n?~04. (3.5)

La renormalisation des coefficients de la matrice CKM a été étudiée par exemple dans

[188,191]

Hiérarchie de masse des quarks et des leptons

La mesure de la masse des quarks pose probleme car ceux-ci n’existent pas a 1’état libre
mais sont confinés. Pour les quarks légers, les masses sont déduites de la mesure des
masses des mésons par perturbation de la symétrie chirale [192]. Pour les quarks lourds,
les mesures sont plus directes et obtenues par ’étude du spectre des hadrons (masse du
J/v par exemple). Expérimentalement, on constate une forte disparité entre les trois
familles du modele standard : on parle de hiérarchie entre les masses des particules de
la premiere famille beaucoup plus légeres que celles de la deuxieme famille, elles-mémes
encore plus légeres que celles de la troisieme famille (¢f. Tableau 3.2).

my/me/mg A/
mg/mg/my  A*/A?/1
m./m,/m, A/A?/1

Table 3.2: Hiérarchie de masse des quarks et leptons a 1’échelle de grande unification
Mgyur. Les rapports des masses entre les trois familles sont exprimés en fonction de
I’angle de Cabibbo : A = sinfs ~ 0.22. Ces rapports ont été obtenus par Ramond et
al. [193] apres évolution du groupe de renormalisation.

Ces valeurs ne semblent pas tres naturelles : les couplages de Yukawa sont des
parametres libres du modele standard qui ne sont contraints par aucune symétrie.
Dans leur structure de jauge, les trois familles ne sont que des répétitions les unes des
autres : comment se fait-il alors qu’elles se distinguent si fortement par leur masse 7
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Cette hiérarchie de masse serait plus naturelle, au sens qu’a pu en donner 't Hooft(®) si
les faibles rapports des masses d’une famille sur celles d'une seconde famille plus lourde
étaient les reliquats d’une symétrie qui aurait annulé ces rapports si elle n’avait pas été
brisée. Cette approche a la Froggatt—Nielsen du probleme de la hiérarchie de masse
par I'introduction d’une symétrie distinguant les trois familles [200] est celle que nous
avons développée dans le cadre d’une extension supersymétrique du modele standard.
Ce travail a fait l'objet de la publication I reproduite en Annexe.

Mentionnons pour mémoire trois autres approches du probleme de hiérarchie de
masse (la these de S. Lavignac [201] donne une description plus exhaustive de ces
différentes approches) :

e les modeles de technicouleur [202,203] dans lesquels le champ de Higgs est rem-
placé par un champ composite correspondant a un condensat fermion-antifermion ;
les masses sont déterminées dynamiquement. Ces modeles semblent peu viables
phénoménologiquement en raison de 'existence d’un grand nombre de bosons
pseudo-Goldstone non observés expérimentalement.

e les modeles de préons [204, 205] qui seraient les constituants élémentaires dont
seraient formés les quarks et les leptons. Une nouvelle interaction ‘superforte’ a
I'ordre du TeV est nécessaire a la cohésion des préons au sein des quarks et des
leptons. Il semble peu envisageable de mettre en évidence expérimentalement
cette nouvelle interaction.

o des modeles dynamiques dans lesquels les couplages de Yukawa sont déterminés
par le couplage de jauge des interactions fortes en atteignant un point fixe ou un
quasi-point fixe infrarouge [206,207]. Ce scénario semble exclu dans le cadre du
modele standard car il conduit a une valeur de la masse du fop en contradiction
avec les données expérimentales [208]. En revanche, il semble parfaitement viable
en supersymétrie [207].

3.2 Modele de Froggatt—Nielsen supersymétrique

3.2.1 Hiérarchie de jauge et supersymétrie

Comme il a été expliqué dans la section précédente, le probleme de la hiérarchie de
masse des particules est un probleme au-dela du modele standard : le spectre de masse
observé a I’échelle électrofaible serait la conséquence d’une symétrie de la théorie a une
plus haute échelle d’énergie M, jusqu’a laquelle le modele standard serait une théorie

(5)On peut distinguer trois principes de naturalité : (i) la naturalité au sens de Dirac [194, 195] qui
veut que tous les couplages qui ne sont pas interdits par des symétries soient présents et que leur
rapport soit de ’ordre de 'unité, (ii) la naturalité au sens de 't Hooft [196] qui justifie les petits
rapports de couplage, par exemple le rapport de 1’échelle électrofaible sur la masse de Planck, par
I’existence d’une symétrie approchée, (iii) la naturalité locale [197-199] qui réclame que toutes les
symétries interdisant certains couplages soient des symétries locales, sinon des effets de gravitation
quantique pourraient venir briser ces symétries.
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effective parfaitement viable. I.’étude des corrections radiatives du potentiel de Higgs
conduit a une borne inférieure sur la valeur de cette nouvelle échelle [209] :

Higgs lourd (mpy ~ 500 GeV/c®) <= Mgy, ~ 1TeV/c?
Higgs léger (mp ~ 150 GeV/c®) <= My, ~ 10" TeV/c%.

[’existence de deux échelles de masse, 1’échelle électrofaible et 1’échelle d’une nou-
velle physique, tres distinctes 'une de ’autre pose un probleme d’abord de compréhen-
sion d’une telle disparité au niveau classique, ensuite de stabilité au niveau quan-
tique [210,211], les corrections radiatives ayant tendance a mélanger ces échelles. Main-
tenir la disparité au niveau quantique réclame un ajustement tres précis (fine tuning)
des valeurs a haute énergie, ajustement peu élégant et encore moins naturel [196].

Il existe un moyen technique de résoudre ce probleme de hiérarchie de jauge : la
supersymétrie qui relie bosons et fermions ; elle introduit des compensations dans
les corrections radiatives, gomme ainsi leur caractere quadratique et conduit a un
comportement logarithmique autorisant la coexistence de deux échelles distinctes. La
supersymétrie est donc le cadre naturel d’extension du modele standard(®),

3.2.2 Le modele standard supersymeétrique minimal
Structure de la matiere

Les particules fondamentales de spin 1/2 du modele standard ont un partenaire de spin
0 : les squarks et les sleptons. Une particule et son partenaire supersymétrique sont
décrits par un superchamp chiral. Aux bosons de jauge vectoriels sont associés des
partenaires supersymétriques de spin 1/2 : les jauginos. Le multiplet supersymétrique
ainsi formé est décrit par un superchamp vectoriel.

La structure du modele standard supersymétrique minimal (MSSM) construit par
P. Fayet [212,213] est résumée dans le Tableau 3.3. Le superpotentiel le plus général
respectant les symétries du modele (et ayant la dimension d’une masse au cube i.e.
conduisant & un potentiel de dimension quatre donc renormalisable) s’écrit :

W = pHyH, + YIQ'D'Hy + YQ'U'H, + Y/ L' E'Hy
FALH, 4+ a*Q'DILE + BURDIDIU* 4 49FLE LS EF . (3.6)

Les termes soulignés violent le nombre leptonique ou baryonique et peuvent se révéler
particulierement dangereux d’un point de vue phénoménologique (désintégration du
proton) : ils peuvent étre supprimés en imposant une symétrie discrete : la R parité(”)

[213].

(®)Dans le modele standard, les masses des fermions sont protégées des corrections radiatives par les
symétries chirales ; la supersymétrie reliant bosons et fermions, permet aussi d’étendre cette protection
chirale au secteur scalaire.

("La R parité est inopérante sur les particules du modele standard et change le signe de tous leurs
partenaires supersymétriques : c’est une symétrie qui ne commute pas avec la supersymétrie.
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Termes de brisure douce

La supersymétrie est I’extension la plus générale de I’algebre de Poincaré par adjonction
d’une symétrie entre bosons et fermions. Or expérimentalement, on n’observe pas de
dégénérescence de masse entre bosons et fermions; ceci implique que la supersymétrie
doit étre brisée. Cette brisure doit cependant respecter la solution du probleme de
hiérarchie de jauge, ce qui a deux conséquences sur d’'une part la nature de la brisure,
et d’autre part sur I’échelle de cette brisure :

o les termes de brisure ne doivent pas engendrer de corrections radiatives quadra-
tiques afin de pouvoir maintenir la disparité des échelles d’énergie au niveau quan-
tique. Ceci impose une forme bien particuliere des termes de brisure : ils peuvent
correspondre a des termes de masse pour les sfermions et pour les jauginos et a des
couplages triscalaires, équivalents bosoniques des couplages de Yukawa. Ce sont
des termes de brisure douce de la supersymétrie. Ils apparaissent naturellement
dans le cadre des théories de supergravité. La brisure spontanée de la supergravité
dans le secteur caché, c’est-a-dire couplé a la matiere de facon gravitationnelle
uniquement, engendre précisément ces termes de brisure douce [215,216].

e l’échelle de brisure de la supersymétrie dans le secteur observable est 1’échelle
d’énergie des termes de masse soft des scalaires. Ces scalaires jouent un role im-
portant dans les corrections radiatives du potentiel de Higgs expérimentalement
contraint : phénoménologiquement, la supersymétrie doit étre brisée a une échelle

de 'ordre du TeV.

3.2.3 Symétrie de saveur et masse des fermions

L’idée proposée par Froggatt et Nielsen [200] pour expliquer la hiérarchie de masse
consiste a introduire une symétrie agissant différemment sur les trois familles : on
parle de symétrie de saveur ou de famille ou encore de symétrie horizontale. Cette
symétrie peut étre discrete ou continue : le groupe de saveur maximal compatible avec
la structure de jauge du modele standard est U(3)°.

Les symétries continues non-abéliennes ont I'avantage de permettre de limiter forte-
ment les violations de saveur par courant neutre (FCNC) dans le secteur scalaire(®
par une dégénérescence des deux premieres familles par exemple [217-220]. Leur in-
convénient est de conduire difficilement a un spectre hiérarchique pour les fermions.

Dans notre travail, nous avons utilisé une symétrie abélienne. Le schéma de principe
est le suivant :

L. on adjoint un facteur abélien U(1)x au groupe de jauge du modele standard :

GMS — GMS X U(l)X.

(8)Nous avons expliqué précédemment pourquoi ces violations étaient supprimées dans le secteur
fermionique du modeéle standard. Un des problémes majeurs de toute extension du modéle standard est
de veiller 4 maintenir toute source potentielle de ces violations de saveur dans les limites expérimentales
autorisées. En supersymétrie, ces sources de violation proviennent du secteur scalaire.
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Cette nouvelle symétrie est une symétrie de saveur qui va venir distinguer les
différentes familles si celles-ci prennent des nombres quantiques différents.

2. on introduit un nouveau champ ¢, singulet du modele standard, mais chargé sous
U(1)x (par convention X, = —1).

3. on écrit des couplages effectifs invariants sous Giars x U(1)x qui généralisent les
couplages de Yukawa, origine de la masse des fermions, par exemple :

- ¢ 9i+hutu; _ ‘

(les lettres majuscules désignent les champs physiques et les minuscules les charges
U(1)x associées) M est ici une échelle d’énergie fondamentale (masse de Planck
Mp, ou masse de grande unification Mgyr) et les constantes Ylgj sont des nombres
de 'ordre de 'unité. Dans le cas supersymétrique, les couplages de Yukawa appa-
raissent dans le superpotentiel soumis a une contrainte d’analyticité, les charges
doivent alors vérifier :

4. on brise spontanément la symétrie de saveur en donnant une valeur moyenne
dans le vide au singulet ¢
(¢)

— ~A~0.2
M Y

ce petit parametre apparai t naturellement en théorie des cordes via le mécanisme
de Green-Schwarz de compensation des anomalies (¢f. ci-apres). La brisure de
symétrie se traduit par des couplages de Yukawa effectifs :

<¢> qi+hutu; . ‘
vy (ﬁ QHU .

5. la hiérarchie des couplages de Yukawa est alors reproduite en ajustant les charges
U(1)x des différents champs pour obtenir les ordres de grandeur en puissance de
A des couplages de Yukawa.

3.2.4 Compensation des anomalies

Les valeurs des charges de saveur sont ajustées afin de reproduire la hiérarchie des
masses et des angles de mélange (dans la section suivante, nous relierons ces charges
de saveur a des quantités définies lors de certaines transformations géométriques de la
théorie des cordes sous-jacente ; mais ces quantités dépendent beaucoup des modeles
de compactification de la théorie des cordes, ce qui ne permet donc pas de déterminer
les charges de saveur a partir de principes théoriques). Puisque une anomalie conduit a
une incohérence (non-unitarité) se pose alors le probleme des anomalies associées a une
nouvelle symétrie locale additionnelle au groupe de jauge du modele standard. Dans
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le modele de Froggatt—Nielsen, Binétruy et Ramond [221] ont montré que la présence
d’anomalie est intimement reliée a la hiérarchie de masse. Par exemple :

Cas+huthg
H my ~ mym; (%) (3.7)

quarks

ou (3 est le coefficient de ’anomalie SU(3)2U(1)x : C3 = ZZ»:17273(2% + u; + d;).

Les données phénoménologiques réclament donc des anomalies. Néanmoins, il existe
une fagon de compenser ces anomalies par une translation de 1’axion, champ pseudo-
scalaire identifié comme la partie imaginaire du dilaton de la théorie des cordes : c’est
le mécanisme de compensation des anomalies(®) proposé par Green et Schwarz [22]. Ce
mécanisme permet de compenser toutes les anomalies de jauge de la forme G*U(1)x et
I’anomalie mixte gravitationnelle U(1) x, a la condition qu’elles soient ‘proportionnelles’
entre elles :

ASUBIEUM)x) _ ASTUREUM)x) _ AUM)U(1)x)

k‘g k2 B kl

AUM)%) _ AUM)x)
T kx 2 (3:8)

k; désigne le niveau de Kac-Moody définissant le couplage des champs de jauge au

dilaton. En revanche, I'anomalie U(1)y U(1)% ne peut étre compensée par le mécanisme
de Green—Schwarz et doit donc s’annuler par ailleurs.

I’anomalie de la symétrie de saveur fixe ’échelle de brisure de cette symétrie selon
un mécanisme proposé par Dine et al. [224,225]. En effet, ’anomalie contribue a 'ordre
d’une boucle au terme D associé au facteur U(1)x de saveur par ’apparition d’un terme
de Fayet-Iliopoulos :

szgx< > il 1o + 1;‘;;2 A(U(l>x)) : (3.9)

matiére

® désigne I’ensemble des champs de matiere a I’exception du singulet dont la contribu-
tion est écrite séparément, ¢ désigne la charge du champ ® sous la symétrie U(1)x. Si
le terme de Fayet—Iliopulos n’était pas compensé par la vev du singulet ¢, il se traduirait
par une brisure de la supersymétrie [226] a une échelle de I'ordre de la masse des cordes
My, ce qui est inacceptable phénoménologiquement. La seule solution compatible avec
les résultats expérimentaux (si I'on veut préserver les symétries du modele standard les
champs de matiere ne peuvent acquérir de vev) est bien que la symétrie de saveur soit
brisée a 1’échelle des cordes par la vev du singulet :

(9)? _ A(U()x)

_ , 3.10
M 19272 (3.10)

(®)La compensation des anomalies par le mécanisme de Green-Schwarz a conduit Tbanez et Ross
[222,223] & une valeur de I’angle de Weinberg (définissant le rapport des constantes de couplage des
symétries SU(2) et U(1)y) & I’échelle de brisure de la symétrie de saveur. Si cette échelle de brisure
est identifiée comme I’échelle de grande unification, on retrouve la valeur obtenue dans les modéles de
grande unification comme SU(5) [173] : sinfy = 3/8.
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Ce mécanisme fixe I’échelle de brisure et fait apparaitre naturellement un petit parametre

(pour des valeurs raisonnables de A(U(1)x) ~10-100).

3.3 Etude d’un modele de symétrie de saveur

Dans cette derniere section sont présentés les principaux résultats obtenus dans notre
travail reproduit en Annexe. Un étude numérique du modele ainsi construit clét le
chapitre.

3.3.1 Invariances modulaires

Les théories supersymétriques avec des termes de brisure douce sont des limites de
basse énergie des théories de supergravité brisées spontanément [215,216,227]. Nous
avons vu au cours des deux chapitres précédents que ces théories de supergravité sont
elles-mémes des théories effectives des théories de cordes et de la M théorie. Dans ces
théories, apparaissent un certain nombre de symétries intrinseques nécessaires a leur

(10) Les propriétés géométriques des théories des

cohérence : les symétries modulaires
cordes, comme dans ’exemple étudié explicitement au chapitre 2, sont décrites a basse
énergie et a 4d par des champs de modules (7,,5...). A ce niveau, les invariances
modulaires se résument a des transformations de SI(2,7Z) [30,230-233] :

a1, — b,

®; — (icaT+do)™" ®; et T, — ° (3.11)

(@)

les nombres n;
parametres entiers des transformations satisfont de plus 1’égalité : a,d, — b,c, = 1.

sont les poids modulaires associés au champ de matiere ®; ; les

Nous avons montré, au cours de notre travail, comment 'invariance conjointe sous
la symétrie U(1)x de Froggatt—Nielsen et sous les transformations modulaires imposait
une relation entre les charges horizontales et les poids modulaires des différents champs :

nfba,) - nﬂg) = nff)(api — ;) - (3.12)

2z

Ces relations fixent alors la forme du potentiel de Kahler :

- ~ Pl -
K =Ko (To, T%) = In (S + 8) + [ t=* d6+ > K20'07, (3.13)
a=1 ®i=Qi Ui DI Li B H, Hy
avec

P (a
2

)
o _ s TT4" P
K2 =6;[[ta + 22
a=1

p @) ¢ iy
0(pi— ey [] 1o <ﬁ>
a=1 p
P

(@) qg ©;— e
+0 (0 — o) [] 1% (%)
a=1

les facteurs Z%’- étant des nombres arbitraires de 'ordre de 1'unité.

+... (3.14)

(19Dans les cordes de type I par exemple, ces invariances modulaires assurent absence de divergences
ultraviolettes [228,229].
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3.3.2 Calculs des termes soft

[’expression du potentiel de Kahler permet d’obtenir des expressions pour les termes
de brisure douce de la supersymétrie globale. Bien sar un scénario de brisure de
la supersymétrie pleinement satisfaisant n’a toujours pas été proposé, aussi avons-
nous fait ’hypothese que seuls les champs de modules participaient a la brisure de la
supergravité et que cette brisure était ensuite transmise au secteur observable par les
interactions gravitationnelles. Nous avons adopté une paramétrisation suffisamment
générale des termes de brisure dans le secteur des modules, paramétrisation proposée
par Brignole et al. [234,235].

La partie la plus importante du travail a consisté a calculer explicitement les termes
de brisure douce d’abord dans la base des états d’interaction puis, apres diagonalisation
des matrices de masse, dans la base des états propres de masse. Les résultats relative-
ment simples, et pour une bonne part indépendants de la paramétrisation de la brisure
de la supergravité, sont la conséquence de simplifications entre une contribution pure-
ment géométrique de supergravité et une autre contribution d’effets a une boucle de
la théorie des cordes qui se traduisent par ’apparition d’un terme de Fayet—Iliopoulos.
La relation (3.12) entre poids modulaires et charges de saveur contribue beaucoup a
ces simplifications entre les deux contributions.

Masses des scalaires

Les résultats concernant les masses des sfermions sont particulierement simples : ces
masses contiennent un terme universel, c’est-a-dire indépendant de la saveur, et une
contribution proportionnelle a la charge de saveur ; ainsi :
mi—m} = (pi — @;)m3, (3.15)

m; désigne la masse soft du sfermion ®' = Q' U*, D', L', ', et mg), est la masse du
gravitino qui mesure la brisure de la supersymétrie. Les charges ; étant reliées a la
hiérarchie de masse des fermions, on peut alors relier le secteur scalaire au secteur
fermionique ; par exemple :

m?,1n Z—f — (in — 1} b, - m%,ﬂ) In A (3.16)
Le spectre du secteur fermionique étant connu expérimentalement, on en déduit une
prédiction théorique sur le spectre du secteur scalaire. En particulier d’apres (3.15)
la masse des scalaires augmente avec la valeur des charges de saveur alors que dans le
méme temps, la masse des fermions diminue (les coupages de Yukawa correspondent
a des puissances d’'un nombre plus petit que 1). Ainsi le modele étudié prédit une
hiérarchie de masse inversée de la ‘supermatiere’ (les squarks et les sleptons) par rapport
a la matiere ordinaire (les quarks et les leptons). Cette inversion de hiérarchie a
I’échelle de brisure de la symétrie de saveur Mgyr ou Mp sera mise en évidence,
a plus basse énergie apres évolution sous le groupe de renormalisation, dans 1’étude
numérique présentée dans la section suivante.
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La relation entre charges de saveur et poids modulaire permet également d’établir
un certain nombre de regles de somme reliant les masses des scalaires a la masse M
des jauginos. Par exemple :

my, + i, + my, = M? 4 (g + uj + hy)m3 . (3.17)

Secteur de Higgs

Dans le secteur de Higgs, le superpotentiel contient un terme de masse supersymétrique
pour les doublets de Higgs : u H, Hy. Les termes soft comprennent les masses scalaires
my et ﬂﬁqd ainsi que le couplage analytique scalaire traditionnellement noté By H, H,.

Nous avons obtenu les expressions explicites de ces parametres en fonction des
charges de saveur associées aux doublets de Higgs, de leur poids modulaire et de la

paramétrisation O, de la brisure de la supersymétrie :

m! = (1 + h; + 307 (nﬁ“) + hm(a)>> mg/Q \
g =map (1+ (hy + ho)0(—hy — hy)) ZelMFrl (3.18)
B =m3 (2 + (h1 + h2)0(h1 + ha))

7 est un nombre de 'ordre de 1'unité apparaissant dans le potentiel de Kahler associé
aux champs de Higgs.

Le secteur de Higgs controle la brisure électrofaible. Celle-ci ne peut avoir lieu que
si les deux conditions suivantes a I'ordre des arbres sont satisfaites :

BQ/LQ|MZ > (ﬁ%% + #2)(%3 + #2)|MZ .
Ces inégalités sont a considérer a 1’échelle électrofaible et doivent donc étre étudiées
apres évolution sous le groupe de renormalisation. Les résultats numériques seront
présentés dans la section suivante (¢f. courbe 3.1).

Analyse des changements de saveur par courant neutre

En général, les termes de masse des scalaires dans la base des états propres d’interaction
sont non-diagonaux et constituent donc une source potentielle de violation de saveur
par courant neutre.

Une étude de ces effets de changements de saveur avait déja été menée [236,237] dans
des modeles de symétrie de saveur. Avec une seule symétrie U(1)x, il a été montré
que les charges de saveur des différents champs étaient presque entierement fixées,
les seules possibilités pour éviter des effets de changement de saveur trop importants
par rapport aux contraintes expérimentales étant soit d’‘aligner’ les scalaires et les
fermions, c’est-a-dire d’obtenir des changements de base entre les états de masse et les
états d’interaction identiques pour les fermions et les scalaires, soit d’introduire des
dégénérescences partielles entre les scalaires des deux premieres familles par exemple

[238-240].



86  Etude de la hiérarchie de masse des quarks et des leptons [Chap. 3.]

Nos résultats, donnant acces aux préfacteurs dans les expressions des masses et
des couplages triscalaires, ont permis d’étudier des conditions de dégénérescence qui
avaient échappé a la seule analyse d’ordre de grandeur, autorisant du méme coup
certains modeles qui avaient été exclus auparavant. La situation est particulierement
intéressante dans le cas de plusieurs facteurs de saveur abéliens. Nous avons étudié
le cas d’une symétrie U(1)x x U(1l)%. Les formules des termes soft se généralisent
assez simplement et permettent de conclure que les termes non-diagonaux entre les
scalaires de deux familles 7 et j ne peuvent s’annuler que si ¢; = @; et ; = @} ;
mais il est alors impossible d’obtenir la bonne hiérarchie de masse des fermions : il
n’existe pas de charges de saveur reproduisant la hiérarchie des fermions et menant a
un secteur scalaire diagonal et dégénéré, ce qui peut sembler problématique pour les
changements de saveur par courant neutre. Mais il est possible de choisir les charges
de fagon non pas a supprimer les masses non-diagonales, mais de fagon a introduire des
dégénérescences entre les termes diagonaux, dégénérescence suffisante a la suppression
des effets de changement de saveur.

3.3.3 Etude numérique

Cette section est destinée a présenter une étude numérique que j’ai menée a la suite du
travail qui vient d’étre présenté. La premiere difficulté consiste a étudier 1’évolution
sous le groupe de renormalisation des principales quantités que nous avions calculées
a 1’échelle de brisure de la symétrie de saveur, échelle identifiée finalement comme
I’échelle de la théorie des cordes ou la masse de Planck. Il convient ensuite d’imposer
un certain nombre de contraintes expérimentales sur la masse du top ou des limites de
masse pour les charginos.

Charges du secteur de Higgs

Le rapport de la masse des quarks down sur la masse des leptons fait apparaitre une
combinaison des charges qui s’exprime simplement en termes des anomalies :

MdMs M, | —(As+A2—-8A41/3)/2+hu+ha (3.20)
Me My, My

o Ay = A(U(1);U(1)x), ..., sont les facteurs d’anomalie des trois facteurs du groupe
de jauge du modele standard™). La compensation des anomalies par le mécanisme
de Green—Schwarz annule précisément cette combinaison (notamment si I'on souhaite
retrouver la valeur de ’angle de Weinberg des modeles de grande unification). La rela-
tion (3.20) est évidemment une relation entre les masse définies a 1’échelle de brisure de
la symétrie de saveur, échelle tres supérieure a 1’échelle électrofaible ou sont mesurées

(D] est supposé que les champs de module ne sont pas chargés sous le groupe de jauge du modéle
standard, ils appartiennent au secteur ‘caché’ qui ne couple au secteur visible que par des interactions
gravitationnelles. Les modules peuvent donc acquérir des vev a haute énergie sans briser les symétries
du modele standard qui restent donc exactes jusqu’a I’échelle électrofaible. En revanche, les modules
peuvent étre chargés sous la symétrie de saveur.
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expérimentalement ces masses ; la comparaison ne peut donc se faire qu’apres renor-
malisation. Finalement, les seules valeurs de h, + h; compatibles avec I’expérience sont
hy +hy=—1,0,+1.

La valeur h, + hy = —1 interdit le terme pH, H,; dans le superpotentiel (H,Hy
devrait se coupler & une puissance négative de ¢ c’est-a-dire & ¢', ce qui est interdit par
I’analyticité). Mais en 'absence de ce terme, il apparait une symétrie globale U(1)pq
de Peccei-Quinn, symétrie spontanément brisée qui se traduirait par ’existence d’un
boson de Goldstone, ’axion, inobservé expérimentalement.

La valeur h, 4+ hy = 41 conduit a des masses soft pour les Higgs de l'ordre de
ms), tandis que les termes p et Bpu sont tous deux de l'ordre de Amgs,. Afin de
satisfaire a la seconde équation (3.19) assurant la stabilité du vide électromagnétique
apres renormalisation, il est nécessaire d’ajuster les valeurs de m,, et m, a haute énergie
et la valeur de la masse des jauginos apparaissant dans la renormalisation. On est donc
confronté a un probleme de fine-tuning.

La solution la plus naturelle est donc A, + hqy = 0.

Détermination de la valeur de tan 3

La masse du top est reliée au couplage de Yukawa et au rapport tan 3 des vev des

champs de Higgs(? :
m? = Y v?sin? 3 . (3.21)

Expérimentalement, a 1’échelle électrofaible, la masse du top est connue avec une assez
bonne précision : 156 GeV/c* < m; < 180 GeV/c?. Ceci nous permet d’obtenir, en
fonction de sin 3, la valeur du couplage du top a basse énergie, et apres évolution sous
le groupe de renormalisation d’obtenir des contraintes sur sa valeur a haute énergie.
Cette évolution est gouvernée par 1’équation :

dY152 4 : U 2 2
o= —12v 4 » clgly, (3.22)

a=1

1617T2 In % est le parametre d’énergie et g,, les constantes de couplage des groupes

de jauge du modeles standard (les nombres C¥ sont des facteurs de groupe associés).
Ce sont ces valeurs du couplage du top qui controlent la renormalisation des ter-
mes soft des scalaires du secteur de Higgs ; on peut ainsi obtenir des valeurs a 1’échelle

out=

électrofaible a partir des valeurs prédites par notre modele a haute énergie. Ces valeurs
doivent étre compatibles avec les conditions (3.19) de stabilité du vide électromagnétique.

Les résultats numériques sont reportés sur la figure 3.1. Les données expérimentales
ne sont donc compatibles, dans notre modele, qu’avec de petites valeurs de tan 3.

Hiérarchie inversée du secteur scalaire a basse énergie

Le spectre de la matiere est relié au spectre de la supermatiere et nous avons vu
dans le paragraphe §3.3 que la symétrie de saveur se traduisait a haute énergie par une

(12)tan § est définie par tan B = (H,)/(Ha).
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tan? B
201

15+
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Figure 3.1: Détermination de tan 3 a partir des contraintes expérimentales. p désigne
le rapport du couplage de Yukawa a 1’échelle électrofaible sur sa valeur au pdle de
Landau. Le domaine de variation de tan 3 est fixé par les bornes expérimentales sur
la masse du top et par les contraintes de stabilité du vide électrofaible. La courbe 1
exclut une masse du top supérieure a 180 GeV/c?, la courbe 2 exclut une masse du
top inférieure & 156 GeV/c®. Les courbes 3 et 4 définissent le domaine de stabilité
du vide électromagnétique : ce domaine correspond a la région dans laquelle les deux
contraintes (3.19) sont satisfaites. Enfin la courbe 5 définit le pole de Landau.

inversion de hiérarchie de masse : les squarks de la premiere famille sont beaucoup plus
lourds que ceux de la deuxieme famille, eux-mémes plus lourds que ceux de la troisieme
famille. 1l est légitime de se demander ce que deviennent ces relations a basse énergie
apres renormalisation. Cette renormalisation est controlée par le couplage du top sur
lequel nous avons obtenu des contraintes dans I’étude précédente. Ceci nous permet
d’en déduire un spectre pour les sfermions a basse énergie. Les résultats numériques
sont reproduits sur la figure 3.2

Echelle de brisure de la supersymétrie

En plus des fermions habituels, I'extension supersymétrique du modele standard com-
porte les partenaires fermioniques des bosons de jauge (les jauginos) et ceux des champs

de Higgs (les Higgsinos). Certains sont chargés (les charginos : W#, HF, H7), d’autres

sont neutres (les neutralinos : 7% 4, H?, HY). Expérimentalement, ces fermions n’ont
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Figure 3.2: Spectre des sfermions a basse énergie. La hiérarchie de masse inversée
prédite a haute énergie est maintenue apres renormalisation a basse énergie. Les masses
de sfermions sont proportionnelles a la masse du gravitino ms,.

pas (encore) été observés, ce qui impose une borne inférieure sur leur masse (de I’ordre
de 65 GeV/c? pour les charginos).

La masse du plus léger des charginos se calcule a partir de la masse des bosons de
jauge, de la masse supersymétrique p de champs de Higgs et de la masse soft du wino

i, [241,242] -

—\/(ﬁli} — p?)2 + AMy, cos 28 + AME, (m2 + p? + 2pmy, sin Zﬂ)) . (3.23)

Numériquement, la contrainte expérimentale sur la masse de ce chargino se traduit pas
une limite inférieure sur la masse du gravitino mg/, : mg/y 2 4my.

Ainsi le modele proposé prévoit une échelle de brisure de la supersymétrie dans le
secteur observable de 'ordre du TeV.

3.3.4 Conclusion

Le probleme de la hiérarchie de masse ne peut s’approcher que dans des théories
d’extension du modele standard. Ces nouvelles théories sont formulées a des énergies
tres supérieures a 1’échelle électrofaible. La supersymétrie permet de s’affranchir du
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probleme de hiérarchie de jauge c’est-a-dire de la coexistence au niveau quantique de
ces deux échelles d’énergie. De nouvelles particules apparaissent dans les extensions
du modele standard. Et leurs effets ne doivent pas étre en conflit avec les résultats
expérimentaux obtenus jusqu’a présent : il faut notamment veiller a ne pas engendrer
de changements de saveur par courant neutre supprimés dans le modele standard par
le mécanisme de Glashow—Iliopoulos—Maiani.

Nous avons proposé un modele dans lequel la hiérarchie de masse est la conséquence
de la brisure spontanée a haute énergie d’'une symétrie locale abélienne additionnelle
aux symétries de jauge du modele standard. Nous avons relié cette symétrie a des
propriétés géométriques de la théorie des cordes dont notre théorie de saveur serait
une théorie effective de basse énergie. Ces propriétés géométriques nous ont permis de
relier le spectre du secteur scalaire au spectre du secteur fermionique. Et 1’étude de
I’évolution sous le groupe de renormalisation a dégagé les caractéristiques essentielles
de ce modele a I’échelle électrofaible, mettant ainsi en évidence des propriétés d’une
théorie d’extension du modele standard formulée a (tres) haute énergie, propriétés
testables a basse énergie, dans les expériences aupres des futurs accélérateurs.
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Particules SUBB)e SU2), U(l)y R
Li = { i ((ZZLJ:; | 2 12 -1
= (CP(I), CP(I}R)) 1 1 1A
Qi = { lU)éz((uL, ZL)) 3 > —1f6 -1
Up= (CPU.CPa) 3 1 23 -
Di = (CP(dy),CP(dy)) 3 1 -1/3 -1
{ Ehg hg; 1 2 12 1

(b, hE)
{ i) 1 2 42 1

Table 3.3: Description du modele standard supersymétrique minimal. La premiere
partie du tableau donne la structure d’une famille : les lettres majuscules désignent
les superchamps, les lettres minuscules, les fermions ordinaires du modele standard et
les lettres tildées, leurs partenaires supersymétriques. La derniere colonne indique les
charges R des superchamps [213]. La seconde partie du tableau s’intéresse au secteur
de Higgs : dans le modele standard, les quarks up couplent au champ de Higgs et les
quarks down, a son conjugué de charge. Ce couplage est interdit par I'analyticité du
superpotentiel en supersymétrie. Un deuxieme champ de Higgs est nécessaire pour
engendrer les termes de masse de tous les quarks (remarquons que le théoreme de
Glashow—Weinberg [214] est respecté : tous les fermions de méme charge électrique
couplent a un seul et méme Higgs, ce qui assure un courant faible neutre diagonal pour
les fermions). L’existence de deux doublets de Higgs peut également étre justifiée par
la condition d’absence d’anomalie.
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Appendice A

Géomeétrie différentielle.
Géomeétrie Riemannienne.

Dans cet appendice sont définies les principales notions de géométrie différentielle
utilisées dans cette these. L’objectif n’était pas de proposer une définition précise au
sens mathématique mais plutot d’insister sur le choix des normalisations et des conven-
tions de signes retenues. Il ne sera pas précisé par exemple le degré de différentiabilité
des fonctions nécessaire a telle ou telle définition. Bien souvent aussi les variétés sur
lesquelles on travaillera seront supposées orientables (notamment lorsqu’on définira
lopération de dualité de Hodge) sans que cela soit dit explicitement.

Les références générales abordant les notions dont il est question ici sont les livres
de Kobayashi-Nomizu [243,244] et celui plus pédagogique de Nakahara [111].

A.1 Espaces tangent, cotangent

Soit M une variété différentiable de dimension m; M, N ... des points de cette variété.
On notera F(M) I’ensemble des fonctions définies sur M :

M—-R

FOOST: ares pomy

(A.1)

Un vecteur Vipr au point M est une application linéaire de F(M) dans R obéissant a
la regle de Leibniz :

TuM 3 Vi : F(M) — R) avec Vinr(fg) = Viu()g + [Viar(g). (A.2)

f=Viu(f

[’ensemble des vecteurs au point M est 1’espace vectoriel tangent a M au point M. On
le notera TpyM. Si {z*} sont des coordonnées locales sur M, un vecteur se décomposera
sur la base des dérivées partielles :

Viar = V0. (A.3)
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Un champ de vecteurs est une application™ qui & tout point M de M associe un vecteur
Viir € TuyM. On notera 7M l'ensemble des champs de vecteurs sur M :

TM>SV: MEM (A.4)
M — V|M c TuM .

Pour des champs de vecteurs, les composantes du développement (A.3) deviennent des
fonctions :

V =VH#x)d,. (A.5)
Il existe sur 7M une structure de Lie naturelle construite de la facon suivante :

TM? - TM

S A6
SRRURAMNRG —
ou [V, V3] est le champ de vecteurs défini par son action sur les fonctions :
Vi, V2]|M(f) - V1|M(V2|M(f)) - V2|M(V1|M(f))- (A7)
En composantes, cette définition devient :
Vi Vil = VYO,V = Vya, Vi (A8)

Un vecteur cotangent ou I-forme différentielle wpr au point M est une application de

T (M) dans R :

Ty (M) > war e Vg = wpar (Viar). (A.9)

[’action sur les vecteurs étant définie a partir du développement en composantes :

Vi = wnr(Vi0,) = @, Vi (A.10)
1l est commode d’introduire la base {dz#} duale & la base {9,} des vecteurs :
dz"(8,) = 6", (A.11)
De sorte que
Wi = wpr, da’, (A.12)

[’ensemble des vecteurs cotangents au point M est 1’espace vectoriel cotangent a M au
point M. On le notera T3;(M).

Un champ de 1-formes différentielles w est une application qui a tout point M de M
associe un vecteur cotangent wjyy € T37(M). On notera Q'(M) I'ensemble des champs
de 1-formes sur M. La encore pour des champs de 1-formes, les composantes du
développement (A.12) deviennent des fonctions.

(DTout champ de vecteurs est une dérivation i.e. une application linéaire de F(M) dans lui-méme
obéissant & la régle de Leibniz. TM est un F(M)-module puisque tout champ de vecteurs multiplié
par une fonction reste un champ de vecteurs.
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A.2 Formes différentielles

Un tenseur de rang (¢, p) au point M est une application linéaire de 775 (M)? x Tps (M)?
dans R. En composantes, une base des tenseurs de rang (¢, p) est :

Oy @ ... @0, @dx" @...Qdz"™. (A.13)

[’espace des tenseurs de rang (g, p) au point M est noté T]\(/Iq’p)(M) et 7(47)(M) désignera
I'espace des champs de tenseurs de rang (g, p) sur M.

Le produit tensoriel d’un tenseur T de rang (¢, p1) et d’un tenseur T3 de rang (g2, p2)
est un tenseur 7y @ T, de rang (q1 + g2, p1 + p2) défini par :

(Tl ® T2>|M (wl s Wortgas Vio.. Vpl+p2> =
T1|M (wl < Waps Vi... ‘/pl) T2|M (wa-}-l < Waitgas ‘/:01-}-1 tee ‘/pl-}-Pz) : (A14)

Tout tenseur s’obtient par produit tensoriel de vecteurs tangents (tenseur de rang (1,0))
et cotangents (tenseur de rang (0,1)).
Une p-forme différentielle est un tenseur de rang (0, p) totalement antisymétrique :

P )
Q4 (M) ame‘ Vi...V,) |—>wp|M<V1...Vp>

(A.15)
ou wp|M<VU(1) Vo) = e(a)wp|M<V1 ... V) pour tout élément o du groupe des per-
mutations &,, €(o) étant la signature de la permutation. On notera QF,(M) I’ensemble
des p-formes au point M et QP(M) I’ensemble des champs de p-formes. Remarquons
que les 0-formes sont les fonctions Q°(M) = F(M) et que les 1-formes sont les champs
de vecteurs cotangents. Pour p > 0, 27(M) est un espace vectoriel de dimension C?,.
QM) = P, (M) est I'ensemble des formes différentielles; cet ensemble est muni
d’une structure d’algebre, le produit extérieur de w, € QP(M) et de w, € QI(M) étant
I’élément de QP*?(M) défini par :

1

(wp/\wq)<vl-'-vp+q>:p!?

Y o) Vary - Vo) @a Vo) - - Vo)

0€8p+q

(A.16)

Une base de Q?(M) est alors donnée par dz** A ... A dx*?, le développement d’une
p-forme s’écrivant :

1

—w
p! Puy...pp

dz"' N .. N dxtr . (A.17)

wp:

, . .. _
Remarquons qu’avec la normalisation choisie W T wp(0yy ... 0,,). En com-

Hp
posantes, le produit extérieur s’écrit :

1
(wp A wq)m...#pﬂ = W Z e(o) wp%(l)...%(p) wq%(ﬁl)m%(ﬁq)
7€Sptq (A.18)
(p+q)!

- plq! Plpacpp ™ Tpptrnptql
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Le produit extérieur vérifie la loi de commutation suivante :
wp A wy = (=1 w, A w,. (A.19)
Notons de plus la loi d’associativité :

((wp A wy) Awy) = (wp A (wy Awy)
= Mw w w (A.20)

plglr! Pluacpp " Qupg1otipra " Hptqt1--Bptatr

H1.--Pptgtr H1---Pptgtr

On définit sur Q(M) Popération de dérivation extérieure :

0r(M) — QM)

w, — dw,

d: (A.21)

o dw, est défini par(?

<
=

(dwop) (Vo V) = D (1) Vilwp (Vo ...

0<i<j<p

En composantes, on obtient :

(dwp)#1~~~#p+1 - (p T 1)a[mwpn2...#p+1] ) (A'23)

On montre que 'opération de dérivation extérieure vérifie les deux propriétés suivantes :
d* = 0; (A.24)
d(wy A wy) = (dwp) Awy + (1) w, A (dw,). (A.25)

Soit V un champ de vecteur. On définit sur Q(M) l'opération de produit intérieur
suivant V :

() — ()

Iy oy = 10, (A.26)
ou 1w, est défini par :
(rpwp) (Vi Vo) = wp (VWL V). (A.27)
En composantes, on obtient :
(vap)ﬂlﬂwup—l = Vﬂowpluo,ul...p,p_l‘ (A'28)

(2)La notation V; signifie que le vecteur V; a été omis de la liste.
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On montre que

zv(wp Awy) = (szp) ANwy + (=1)Pw, A (szq). (A.29)

Soit ¢ un difféomorphisme de M dans M'. ¢ induit une application ¢. de Tp(M)
dans Tyary(M'), de ’];5*(M)(M’) dans T (M) et plus généralement de 7 (@?)(M) dans
T @) (M) par :

(@V)san(f) =V 3, (f 0 8);
(62 (Vinr) = @i V) (A.30
(qb*T)'M,(wl w Vi V) = T|¢—1(M/)(¢>*w1 ceDuwy VL LBV,

Remarquons que l'action de ¢, est compatible avec la structure de Lie :
(6., Val) oy = [6.74, 6.4, (A31)

On montre également que, dans son action sur les formes, ¢, commute avec I’opération
de dérivation extérieure :

d(6s0) = u(dw) | (A.32)

A.3 Action d’un groupe de Lie sur une variété

Un groupe de Lie (G est une variété différentiable munie d’une structure de groupe (on
notera e I’élément unité de (). Soit gy un élément quelconque de . On définit la
translation a gauche selon gq par :

G —G

L, -
g = gog -

0 *

(A.33)

Cet endomorphisme induit une application® L, * de 7 () dans lui-méme par :
(Lgo &), (f) = &y, (f 0 Ly,) - (A.34)

Un champ de vecteurs ¢ sur (7 est dit invariant a gauche ssi (Lg% &), = &,,, pour tout
go- L’espace G des champs de vecteurs invariants a gauche est isomorphe a l’espace
tangent a I'origine 7.(() puisque {|, = Ly *{., défini pour tout {. € 7.(G), est invariant
a gauche. La propriété (A.31) assure que la structure de Lie de 7.(() induit une
structure de Lie sur G : G est 'algeébre de Lie associée a G.

A partir d’une base ., de I'espace tangent a I'identité 7.((), on construit une base de

g :
&'g = Ly*&, . (A.35)

(3)Dans le reste de cet exposé, on notera ¢ les vecteurs de 7 (G) afin de ne pas les confondre avec les
vecteurs V de 7 (M) ott M est une variété sur laquelle peut agir le groupe G.
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Par construction :
[fiafjhg = Lg * [562'756]‘] = cijkLg * fek = cijk£k|g . (A'SG)

Les coefficients ¢;;*, indépendants du point g, sont les constantes de structure de
lalgebre. Si on note #° les champs de 1-formes duaux aux champs de vecteurs &;,
les relations de structure (A.36) s’écrivent :

o1 o
do" + 5 e’ A 0k =0. (A.37)

Ce sont les équations de Maurer-Cartan. 11 est commode d’introduire la forme de
Maurer-Cartan : c’est le champ de 1-formes différentielles a valeur dans 1’algebre de

Lie G défini par :
9|g = ¢, 92|g . (A.38)
Les équations de Maurer-Cartan deviennent alors simplement :
1
d6+§6/\9:0. (A.39)

Une action d’'un groupe de Lie G sur une variété M est une application différentiable
o de G x M dans M compatible avec la structure de groupe :

1. o(e,M) = M pour tout M € M ;

2. 0(9170(927M)) = 0(91927M>‘

I’action est dite transitive si
\V/Ml,MQ < M Elg - M / O'(g,Ml) = Mg .

L’action est dite libre si aucun élément non trivial de G (i.e. distinct de e) n’admet de
point fixe sur M.

On voudrait maintenant caractériser la variation sous I'action du groupe G' des fonc-
tions, des vecteurs et plus généralement des champs de tenseurs définis sur la variété
M. Comme on sait bien définir les dérivées de fonctions de variables réelles, I'idée est
de construire une application de R dans (&; une telle application sera caractérisée par
un élément de l'algebre de Lie G ce qui nous permettra de définir la dérivée de Lie d'un
champ de vecteur le long d’un vecteur ¢ de G. On peut construire (¢f. [111, p.173])
a partir de tout vecteur ¢ de G un sous-groupe a un parametre de G i.e. une ap-
plication ¢¢ : R — G telle que ¢¢(t1)pe(t2) = ¢e(t1 + t2) (habituellement, on note
de(t) = €%), et donc un groupe de difféomorphismes de M: o (M) = o(¢e(t), M)
vérifiant o¢ s, 0 0y, = O¢4,44,- Le champ de vecteurs ¢ induit alors de fagon naturelle

un champ de vecteurs ¢ sur M agissant sur les fonctions selon :

) = S ot M)) - (A40)
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On définit la dérivée de Lie d’'un champ de tenseur 7' de rang (g, p) par :
LT = %ing (oe—exT =T)/t . (A.41)

Compte tenu de la définition (A.30), on montre que la dérivée de Lie agit sur les
fonctions, les champs de vecteurs et les p-formes de la facon suivante :

(Lef) (M) = Eni(f):
LV =[€,V); (A.42)
Lew = (zéd + dzé)w )

En composantes, ’action de la dérivée de Lie sur les p-formes s’écrit :
(/ngp)m.“up =0 w + p(a[mfl’)wpy%”pp] . (A.43)

Mentionnons deux propriétés des dérivées de Lie :

Ppuy...pp

Le(wp Awy) = (Lewp) Awy + wp A (Lewy); (A.44)
(Lewp)ipr (Vi Vo) = LelwppVie o Vo)) = D (Vi LeVin V) o (A45)
1<:<p

A.4 Géométrie (pseudo-)Riemannienne

A.4.1 Meétrique et connection affine

Une métrique sur une variété M est un champ de tenseurs de rang (0,2) symétrique et
non-dégénéré :

2. (VV g,,,(V1,V2) = 0) = Vi = 0.

Dans le cas ou g est définie positive, la métrique est Riemannienne, sinon on parle de
métrique pseudo-Riemannienne. Si {2} sont des coordonnées sur M alors

g|M(z) = g#l/(x) dz* & dx¥ avec Guv = Gup - (A46)

La métrique étant non-dégénérée, on peut construire des champs de vecteurs {e,, } tels
que

g|]\,[(€m7 en) = Nmn (A47)

ou n = diag(+1,...+1,—1,... — 1) est la signature de la métrique. Les coefficients

du développement de la base mobile {e,,} sur les champs de vecteurs associés aux
coordonnées {z*} sont appelés vielbeins :

€m|M = em“'Maﬂ . (A48)
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Les champs de 1-formes définis par :
" = (€7 )" (A.49)

sont duaux aux champs de vecteurs e,, : €™ (e,) = §™,. Les vielbeins sont reliés a la
métrique et a la métrique inverse par les égalités :

G = () (€71)" N
g;w — emuenu nmn

(A.50)

En général, les champs de vecteurs e,, induisent une structure de Lie non triviale :
[€ms enljpr = Cmn”|0sEp)ar - (A.51)
les fonctions de structure se calculant & partir des vielbeins® :
Conn’ = (e 0,e," — €7 0ven”)e,l . (A.52)
Une connection affine V est une application bilinéaire :

TMxTM—-TM
vV : A.53
(Vi Va) o iy (Va) - (4.53)

agissant comme une dérivation et vérifiant certaines propriétés de compatibilité avec
le produit tensoriel (¢f. [111, p.210]). A partir d’une connection affine, on construit les
tenseurs de torsion et de courbure (¢f. [111, p.215]) :

T(VhVQ> = vVl(VQ) - sz(Vl) - [VhVQ] 3

(A.54)
R(‘/ly ‘/2)‘/3 = VVlvVQ‘/S - VV2VV1V33 - V[thﬂ‘/g .

Etant donnée une connection, on définit les composantes de la connection, de la torsion
et de la courbure relatives a la base mobile ¢, :

Ven(en) = wmn'ep ;
T = €T (€m,€n)) = Wmn” — Wnm” — Cmn’ ; (A.55)
R? ynn = €P(R(em, €)eq)
A partir de ces composantes, on définit des formes différentielles :
e la connection de spin (1-forme) : W™, = w,,™ €;

e la torsion (2-forme) : TP = %Tmnp €™ A e

e la courbure (2-forme) : R?, = %qumn e A e

() A partir de maintenant, les vielbeins inverses seront notés €™, laplace des indices plats et courbes
venant faire la distinction en vielbeins et vielbeins inverses.
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Ces formes différentielles vérifient les équations de structure de Cartan :

T" = de™ +w™, Ne" ;

A.56
R™, =dw™, +w™, NP, ; ( )
ainsi que les identités de Bianchi :
dT™ + W™, ANT" = R™, Ne" ;
“ ‘ (A.57)

dR"™, +w", AR, — R", A", = 0.

Les composantes de la connection affine, de la torsion et de la courbure dans le systeme
de coordonnées {z#} sont reliées aux composantes dans la base mobile par(®)

7 =e."e," € (Wmn® — emlen)e’,) ;
T, =¢€," e € T, ; (A.58)

p P s m_ npr
Ry =€res’e, €, R sn

Sur une variété (pseudo)-Riemanienne, il existe une connection qui joue un role privilégié :
la connection de Levi-Civita. Elle est définie par les deux conditions suivantes :

e compatibilité avec la métrique :

Va,9 =0 te. Nmpw’y = —nppw’y

ou encore Oy — Loy’ 9000’9, =05 (AD9)

e absence de torsion :

T=0 ie cn® =wm® —wpm® ouencore ', =1T1,,°. (A.60)

Ces relations permettent de calculer les composantes de la connection de spin et de la
courbure a partir des vielbeins et de leurs dérivées :

Winnp = §(cmnp — Copm + Cpmn)  (avec la propriété wpnp, = —Wmpn) ;

(A.61)

B un = e (n?) = €a(mg?) + e ng” = Py

- (wmnT - wnmr)qup .

<1 , o o
ou l'on a posé Wynp = Wimn'Mgp €t Crnp = CrnMgp-

(®)Les composantes de la connection affine dans la base des coordonnées sont traditionnellement
notées I'y,7; elles sont définies comme en (A.55).
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A.4.2 Connection affine et courbure dans un systeme de co-
ordonnées

Dérivée covariante

On va donner dans cette section les expressions des quantités définies précédemment
dans un systeme de coordonnées {z*}. On ne s’intéresse ici qu’a la connection affine
de Levi-Civita.

Les symboles de Christoffel s’expriment en fonction de la métrique courbe :
7 1 pu!
Fup - §g (Ovguo + 0pgupr — Ourgup) - (A.62)

Sur cette expression explicite, on constate la propriété de symétrie des symboles de
Christoffel : T4 =T% .

La dérivée covariante d’un tenseur d’ordre (¢, p) est définie par(®) :

DPT#I...#qyl ..Vp = apTM1~~~MqU1 ..Vp

q a Y4
+ Z Fﬁfy T“l'“l""'“qyl...up — Z F;YW Tﬂl"'“qm...zx...up (A.63)
=1

=1 a

Ce sont les composantes d’un tenseur d’ordre (¢ + 1, p). Remarquons que la définition
(A.62) de la connection affine implique que la dérivée covariante de la métrique est
nulle :

D,gu, =0 . (A.64)

Tenseur de Riemann

Le tenseur de Riemann est défini a partir du commutateur de deux dérivées covariantes :

q Moy
A"
[DWDV]TM“'MUI...UP — Z RM#QW TM'“M'“MUI...UP
=1
p
_ Z R iug;w Tﬂl"'#qul...zx vy (A65)
2_1 l//,L‘
avec explicitement
_ I e I WY
R e = 0,10 — @,,Fffp + Fpﬁ re, — Faﬁ FPU . (A.66)

(6)Les notations /\i, p signifient que 'indice pu a été remplacé par I'indice a.
A

o
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Le tenseur de Riemann—Christoffel possede des propriétés de symétrie remarquables.

En effet :

(am a;uguz#s - 8#1 ausguzw - auza#4gu1#3 + auz a#sgmw)
+gop (D2 T8 =T TP ). (A67)

P T p2pa B1pa T g2 e

DO | =

Bm B pafa

et il devient explicite que :

me#zﬁu = _Rﬂzmﬂsw = _RMMMMS = RMMMMS (A68)

Rm popa e — Rusmm B2 (A.69)

Le tenseur de Riemann-Christoffel est solution des deux identités de Bianchi:

RMV1V2V3 + Rﬂl/2l/3l/1 + RMV3V1V2 =0 3

(A.70)
DV] Rﬂ1#21/21/3 —I_ DVQRFLLUQVSVI —I_ DVSRFLIMQVllQ = 07

qui se démontrent sans difficulté dans le repere localement cartésien et s’étend par
difféomorphisme a tout systeme de coordonnées.

Compte tenu des propriétés de symétrie (A.68)-(A.69) et de la premiere iden-
tité de Bianchi (A.70), on montre (¢f. [111, p.232]) que le nombre de composantes
indépendantes du tenseur de Riemann-Christoffel vaut(")

1

N,, = —m
12

(m*—1) (A.71)
ou m est la dimension de la variété M.

Tenseur de Ricci et courbure scalaire

Le tenseur de Ricci est défini comme :
R;w = Rp,upl/- (A72)

D’apres (A.69), c’est un tenseur symétrique : R,, = R,,..
La courbure scalaire® est la trace du tenseur de Ricci :

R = g"R,,. (A.73)

La seconde identité de Bianchi (A.70) devient, au niveau du tenseur de Ricci :

1
D, (RW - §g‘“’.’R> =0, (A.74)

(DPar exemple : Ny =0, Ny = 1, N5 = 6, Ny = 20.
(8) Avec les conventions adoptées ici la courbure d’une sphére de rayon r dans R? est positive et vaut
2/r2. La courbure de la sphére de rayon r & d dimensions (i.e. plongée dans R4*!) vaut d(d — 1)/r2.
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qui n’est rien d’autre qu’'une équation de conservation généralisée qui s’interprete en
relativité générale, via les équations d’Einstein R, — %gwfR = 87Gy T}, comme la
conservation du tenseur énergie-impulsion 7, .

Notons les propriétés de parité des différents tenseurs définis ci-dessus lorsqu’on change
de signe la métrique :

Guv =7 —YGuv

[t 1
RMMW@M - _meusﬂu R popsps 7 R 12 13 4 9 Rmm - Bm#w R—-R.

(A.75)

On trouvera dans le chapitre 2 des formules de réduction dimensionnelle de la courbure
scalaire et des propriétés de comportement sous des changements d’échelle (rescaling

de Weyl).
Action d’Einstein

Pour écrire des actions a partir de tenseurs, on a besoin de connaitre leurs dimensions
d’échelle. Si les coordonnées ont la dimension d’une longueur, alors :

[2"] = L, [gw] = 1% [1),1= L7, [Rupe] = [Rw] = [R] = L7%. (A.76)
Les équations d’Einstein® dans un espace & d dimensions :
1
R, — §ngR =871Gn T, (A.TT)

(10)

det g,

_ d
S_/dx 167Gy

ou ¢ est un champ de matiere scalaire. La constante de Newton est une grandeur
dimensionnée :

s’obtiennent a partir de I’action
Lo.00ré— —— R (A.78)
det n, \2 " ’

[Gy] = L772. (A.79)
On définit la masse de Planck par la relation :
he 3—d
(Mpc*)*™? = 4x Gy %. (A.80)
Il est courant également d’introduire la grandeur x définie par :
K2 =4 Gy = Mp*™". (A.81)

(9)La normalisation des équations d’Einstein avec le facteur 871Gy permet, & quatre dimensions avec
la signature (+1,—1,—1,—1) pour 'espace plat, de retrouver 1’équation de Poisson A¢ = 4xGprp (¢
est le potentiel gravitationnel relié & 'accélération de la pesanteur par § = V¢, et p est la densité
de matiére) pour un gaz de poussiére en champ gravitationnel statique faible (limite Newtonienne :
la pression est négligeable devant la densité de matiére et gog = 1 + 2¢). Dans cette limite, la
relativité générale est donc en accord avec la loi de gravitation de Newton définissant la force entre
deux masses m; et ms par F‘1_>2 = —Gn P27 5. Expérimentalement, la constante de Newton vaut

Ga = 6.6710""Nm?kg™2.
(19 Rappelons les deux formules : §+/]g] = /1919 6guv et 6y/191R = —\/Igl(R* — 19" R)égs .

2
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A.4.3 Dualité de Hodge

L’existence d’une métrique sur M permet d’identifier les p-formes avec les (m — p)-
formes (ou m est la dimension de M) grace a la dualité de Hodge. Soit un systeme de
coordonnées {z*}. Définissons le symbole £ :

det n,n +1 sila signature de (g1 ... ) est paire,

M1 T

(A.82)

det g,,, —1 silasignature de (g ... 1) est impaire.

Il est facile de voir que &,, . ,,, sont les composantes de la m-forme différentielle & =
e'A...Ae™ ot {e'} est la base locale définie ci-dessus. Les indices du tenseur & montent
et descendent avec la métrique; en particulier :

1 det 9pm
N = e Bl = [T (A.83)
Guv et g

On définit une opération * sur I’espace de champs de formes différentielles :

V(M) — Q7 (M)

* (A.84)
W — W
Paction de * étant définie sur la base générée par les {dz*} selon la loi :
1
*(dl’“l VANPAN dl"up) = m S#l~~~#pﬂp+ln.#m dz"?t A LA dxPm (A85)

et on étend la définition par linéarité de sorte que les composantes de *w, sont données
par :

1
= — W 5“1"'“” . (A86)

*W
( p)ﬂp+1~~~i£m pl Ppi..pp Hpt1---Hm

Pour passer d’un systeme d’unité a I’autre, on est souvent amené a faire un changement
d’échelle dans la métrique : g1, — g2, = €>g1,- Sous une telle opération, I’action
de l'opérateur de Hodge est modifiée :

d—2p2
k1Wp — kW, = € 2 Ky Wy, (A.87)

Cette opération de dualité permet de définir un produit intérieur sur Q(M) :

OP(M) x QI(M) — QP=7(M)

Wp, Wq — <wpawq>

() (A.88)

avec, pour p > q,

(Wpywy) = *((xw,) A wy) . (A.89)
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En composantes, cette définition devient :

1
q!

2z 1/{ vqv!

L.gie
(A.90)

_ __q\p(m—p)+q(m—q)
<wp’wq>,u1...ﬂp_q - detn ( 1) wp,ul...,up_qul...uq wqu{...uég

Sous un changement d’échelle de la métrique g1 4., — g2, = €%g1,,, le produit intérieur
est modifié par :

_q2<wp,wq>1. (A.91)

(wWp,wa)1 = (wp,wy)2 =€
Deux produits intérieurs sont particulierement intéressants a considérer :

e si ¢ = 0 alors le produit intérieur se réduit a la double dualité de Hodge et de la
relation (A.90), on déduit :

$kw, = (=1)Pm P det  w, . (A.92)

e si p = ¢, alors (w,,w;) est une 0-forme et dans ce cas le produit intérieur a la
propriété de commutativité suivante :

(wpywp) = (1PN wr wy) (A.93)

P

Le produit intérieur permet de décomposer une p-forme selon une ¢-forme (pour p > ¢) :
Wy = (Wp,we) A wy + {wp A wy,wy) . (A.94)

La formule (A.92) sur la double dualité de Hodge permet de déterminer dans quelle
dimension il existe des formes auto-duales c’est-a-dire que 'on peut identifier a leur
forme duale. Nécessairement, I’espace-temps doit étre de dimension paire d = 2p et la
condition *w, = aw, ot « est un nombre réel a priori quelconque n’a de sens que si
elle est involutive ce qui impose (—1)¥?detn =1 i.e. :

s—t=0[4], (A.95)

le coefficient de proportionnalité a ne pouvant alors valoir que +1 (forme auto-duale)
ou —1 (forme anti-auto-duale). Notons que dans I’espace Minkowskien a quatre dimen-
sions habituel, il n’existe pas de forme (anti)-auto-duale. Par contre dans un espace
Euclidien a quatre dimensions, de telles formes existent et permettent de construire
des solutions solitoniques des équations de Yang-Mills (¢f. par exemple [245, chap.5]
pour une présentation pédagogique ou les deux papiers originaux de Belavin, Polyakov,

Shvarts et Tyupkin [58] et 't Hooft [59]).



[§ A.4] Géométrie (pseudo-)Riemannienne 107

Construction de lagrangien a partir de formes différentielles

Un lagrangien invariant par reparamétrisation sera donné par : § = [ d™z+/|g| scalaire.
Deux scalaires peuvent étre formés avec des formes différentielles :

e a partir d'une p-forme différentielle w, :

1
*(xwp A wp) = ~ det nwy, . u,w" "7 . (A.96)
p!

Ce scalaire permet d’écrire un terme cinétique pour la p-forme.

e a partir d’une collection de formes w,,, ... w,, telle que py +... 4+ p, =m:

1 1

_ 1ot
*wp, Ao Awp,) = il ol ol € Wit ootipy ** Ppimpr 1o+ (A7)

0..m—=1_1

Ce scalaire permet de construire des termes d’interaction de Chern—Simons.
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Appendice B

Variétés complexes.
Structure Kahlerienne

B.1 Variétés complexes. Structure presque com-
plexe.

Une variété compleze M de dimension dimg M = m est une variété réelle de dimension
dimg M = 2m telle que les changements de coordonnées soient des fonctions holomor-
phes i.e. vérifient les relations de Cauchy-Riemann : si {z#, y*},=1..m et {Z", 9"} 1=1..m
sont des systemes de coordonnées

ozt oyt . ay" ozt

oz oy ¢ G T oy (B.1)

Si {x*, y"},=1..m sont des coordonnées sur la variété complexe M (avec dimg M = m)

alors une base de 'espace tangent a M au point M est :

0 g 0 0

— e —— . B.2
Azl 9z oyt’ T Oy™ (B.2)
Le champ de tenseurs de rang (1,1) défini par :
0 0 d 0
correspond a la multiplication par ¢ ; il définit la structure presque complere de M. 11
vérifie :
2
J|M =1, - (B.4)
Il est commode d’introduire les coordonnées complexes z# :
2=t 4ay” 2V =k —ay”
dz" = dz" +dy”  dzZ" = dx" —ady” ; (B.5)

g _1(90 0N 5 _0 _1(9 .0
P 9zr 2 \ O Zay“ P 9zr 2 \ O l@y“ '
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Les vecteurs {@L,gﬂ}#:lmm forment une base de TpyMC, compléxifé de I'espace tan-
gent a M au point M (C-espace vectoriel de dimension complexe 2m). Les 1-formes

{dz*,dz"} forment la base duale de T3yMC :

d Méy = dz" ay :Oa
(0 = d="(0,) (B.6)
dz"(d,) = dz"(0,) = 6",
L’action de J peut étre étendue & TM® et dans la base {3,,d,} on obtient :
J00n =10, et 9,0, = —id, . (B.7)

Grace a I'action de J, le compléxifié TpyM® peut étre décomposé en somme directe de
deux espaces de vecteurs holomorphes et antiholomorphes :

TuM® = Mt & TyM™ (B.8)
avec
Tt = {V e TuM® /3,V =4V} . (B.9)
Cette décomposition a la propriété d’étre compatible avec la structure de Lie de Ty ME :
[T MF, Ty M*] € TyM* et [TyyM™, TyyM™] € ToyyM™ . (B.10)
L’ensemble des p-formes différentielles complexes est défini par :
Q°(M)© = QP(M) 4+ QP (M) . (B.11)

(Vest un R-espace vectoriel de dimension dimg QP(M)® = C} . La décomposition
d’une p-forme sur la base {dz#,dz"} s’écrit :

1 ) ]
w= Y - dz" AL N2 NdEDN LN dET (B.12)

w o
T!S! ] ooy U] .o Vs
T g-forme de bidegré (r,s)

B.2 Variétés Hermitiennes

Si g est une métrique (pseudo)-Riemannienne sur M variété complexe (vue comme
variété réelle). On étend g & TMC par la relation :

v%)‘/?7W17W2€TMM g|M(‘/1+ZW17‘/2+ZW2):

Dans la base {8,,0,}, on définit les composantes de g par :

Guv = g(aﬂ,ay), Guv = 9(8#7617)7 Yav = g(éfmal/? )7 Yav = g(aﬁdé%) - (B'14)
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Ces composantes vérifient les propriétés de symétrie :
Yuw = Gou Guv = Gops Yuv = Yop ; (B.15)
ainsi que les propriétés de réalité :
Guv = 9wy Guv = Guv - (B.16)

La métrique est dite Hermitienne si elle est compatible avec la structure presque com-
plexe J associée a la variété M :

YV Ve € TuM gy, (3, Ve 90 V2) = 9,0,(Vi. Va) - (B.17)

A partir de toute métrique g sur la variété complexe M, on construit une métrique
Hermitienne ¢ par :

. 1
I3 V8) = 5 (9000V0 V2) + 90009029, 12)) - (B.18)

Dans la base {dz*,dz"}, le développement d’une métrique hermitienne est donné par :
g =gudz' @dz" + g5, dz" @ dz¥ . (B.19)

A une métrique Hermitienne ¢ est associée une 2-forme définie par :
(I)|M(V17 V2) = 9|M(J|MV17 Va), (B.20)

la propriété d’hermiticité de g assurant ’antisymétrie de ®. & est la 2-forme de Kahler
associée a g. Dans la base {dz",dz"}, ® se développe selon :

®=1ig,,d" Ndz" . (B.21)
La connection affine Hermitienne est définie par(")

e sa compatibilité avec la structure presque complexe J :

F6 = Fq = Fa-, = 0 :
— T — ; 727 v 1757 )
V3,d=V5I=01ie. { I =T7 =T7, =0. (B.22)

e sa compatibilité avec la métrique hermitienne g :

17, =9"70.9u5 ;

p _ B.23
F;g = ggpaﬁgplj . ( )

Vs.9=V35,9=0ic {

La compatibilité (B.22) de la connection affine avec la structure presque complexe
assure que bon nombre des composantes de cette connection sont nulles. Cela simplifie
grandement le calcul de la torsion et de la courbure. Dans la base {8,,0;}, les seules
composantes non nulles sont :

(DPar définition d’une métrique, guw est une matrice m x m réguliere. Son inverse sera notée g#” :
9" gvs = 6#5 et gopgh? = 6,7. Puisque g, = gpu, On posera gh” = g"*.
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e pour la torsion :

L™ =Ty = Ton (B.24)
Ty =T7, —T7, .

e pour la courbure :

_ _ATHE .
Rwﬁa - R;wap - aprav )

7 B.25
Rivps = —Rpssp = 9,15, (B.25)

D’ou les propriétés de symétrie :
waﬁa = _wagp = —ijﬁg = ijgﬁ (B26)

B.3 Variétés Kahleriennes.

Une varieté Kahlerienne est telle que sa structure Riemannienne s’identifie a sa struc-
ture Hermitienne c’est-a-dire que sa connection affine de Levi-Civita est confondue avec
sa connection affine Hermitienne. On montre (¢f. [111, p.287]) qu’une variété complexe
est Kahlerienne ssila 2-forme de Kahler associée a la métrique Hermitienne est fermée :

. 009y = 0ugov ;
dd =0 i.e. i HIow B.27
e { et = Qe (B27)

Ces conditions assurent que localement la métrique dérive d’une fonction, K, appelée
potentiel de Kdhler :

Guv = augﬂlc . (B28)
Remarquons que la métrique est laissée invariante par toute transformation de Kahler :
K(22) = K(2,2) + £(2) + () (B.29)

Compte tenu des contraintes (B.27), les composantes de la torsion et de la courbure se
simplifient encore par rapport au cas simplement Hermitien :

e la torsion s’annulle (ce qui est bien compatible avec la structure Riemannienne
de la connection affine de Levi-Civita);

o le tenseur de Riemann possede une symétrie supplémentaire :
Rﬂypa' - Rﬂpy&7 Rﬁljﬁg - Rﬁﬁljg . (B30)
Les seules composantes du tenseur de Ricci non nulles valent :

Ry = Ry, = R oy = —0,0; Indet g,5 . (B.31)
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Un espace de Calabi-Yau est une variété complexe de dimension dimgM = m dont
le tenseur de Ricci s’annulle. Des théoremes difficiles montrent [133-135, 138] que
cette caractérisation est équivalente a la propriété que le groupe d’holonomie de M est
SU(m) C O(2m) ou que la premiere classe de Chern de M s’annulle.

Les variétés de Kdhler spéciales sont des variétés de Kahler pour lesquelles le potentiel
de Kahler s’obtient a partir d’une seule fonction holomorphe, F(z), le prépotentiel :

K(z,2) = —In (AF(2) + F(2) — (5 — #)0:F(2) — 0:F(2))) . (B.32)

[’espace des modules de certaines compactifications de cordes a une structure de Kahler
spéciale.
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Appendice C

Propriétés des matrices de Dirac et
des spineurs en diverses dimensions.
Multiplets de supersymétrie

Le but de cet appendice est de donner quelques conventions relatives au calcul spinoriel
ou tout est souvent affaire de signes et de facteurs de combinatoire. Il convient en
particulier de préciser les places des indices.

On donnera la définition des matrices de conjugaison complexe et de conjugaison
de charge. On étudiera plus en détail la base des produits totalement antisymétriques
de matrices de Dirac, en particulier leur propriétés de symétrie sous la transposition.

Dans les calculs explicites de supersymétrie, on a tres souvent besoin de changer de
base i.e. de réarranger les indices spinoriels (réarrangements de Fierz) ; une formule
générale, inédite et fort utile, fonction de la signature de I’espace—temps, sera présentée.

Cet appendice se veut plus un recueil de formules qu’une étude stricto sensu des
matrices de Dirac. Le lecteur intéressé est renvoyé aux articles de Gliozzi, Olive et
Scherk [16,108] ou sont calculées les propriétés de symétrie des produits de matrices de
Dirac suivant une méthode proposée par Pauli, Case et Pais [246-248] ; I'article de Kugo
et Townsend [249] ou sont définies les conditions de Majorana, symplectique-Majorana
et SU(2)-Majorana ; I’article [250] ou figurent bon nombre de réarrangements de Fierz
concernant la supergravité a onze dimensions et enfin les articles de Wetterich [251-253]
ou sont étudiées les propriétés de décomposition des spineurs par réduction dimension-
nelle.

Dans la derniere section sont présentés les principaux multiplets de supersymétrie.
Les représentations de ’algebre de supersymétrie ont été construites par Nahm [254],
Strathdee [255], Ferrara, Savoy et Zumino [256,257]. Signalons deux revues récentes
[25,258] qui décrivent en détail ces constructions.
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C.1 Notations

On s’intéresse aux matrices de Dirac sur Iespace E(**) c’est-a-dire 'espace plat de

signature (¢, s) correspondant a la métrique n,, = diag(+1,... ,+1,—1,...—1) avec ?
fois le signe + et s fois le signe —. Les matrices de Dirac sont des matrices unitaires
{T',}u=0...t+s—1 vérifiant I'algebre de Clifford :

{FMFU} = 277;w . (Cl)

Les composantes d’un spineur ¥ seront naturellement notées : ¥*. Les matrices de
Dirac et leurs produits agissant sur des spineurs seront donc notés : (F(”) Hrein ) g et

leurs transposées : (T'") “1"'“"t)ﬁa. La matrice de conjugaison de charge et son inverse :
Cop et (C1)?P. On utilisera C et C™' pour descendre et monter les indices spinoriels :

(F e GOk af = (r(n) mm#nc—l)aﬁ — (F(n) #1...%)&0,((3—1)&’5 :
(F )b Y g (Cp(n) prebin) o= Caa,(p(n) m...un)a’ﬁ : (C.Q)
U, = (CV), = Cop¥” ie. U = (C7")*PUy

Les composantes du spineur adjoint associé & ¥, U = WITY seront naturellement
notées : ¥,. On définira :

\I/a = (\T/C_l)a = q/g(c_l)ﬁa i.€. q/a = q/ﬁCga . (C?))

Si W, et W, sont deux spineurs et M une matrice, on définira le produit Wy MW, par :
UMWy = (W1)a M5(Ws)" = (1) M (Ws)5 = (U1)" Map(W2)” = (01)" M (Ws) -
(C.4)

C.2 Matrices d’adjonction, de conjugaison complexe
et de conjugaison de charge

Les matrices d’adjonction, de conjugaison complexe et de conjugaison de charge sont
reliées aux trois opérations de base que ’on peut réaliser sur les matrices :

e la matrice d’adjonction est la matrice unitaire définie par :
T = ()02 y-1t — (=027t =10 T (C.5)
L’unitarité des matrices de Dirac se traduisant alors par la relation :

et = (—1)i=tr et (C.6)

o les matrices de conjugaison complexe positive et négative By et B_, lorsqu’elles
existent, sont définies par :

I'“* = £B, "B . (C.7)
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On montre qu’il existe des nombres réels b1, indépendants de la représentation
des matrices de Dirac choisie, tels que

On normalise les matrices By telles que by = +1 ou —1. B4 sont alors unitaires
et la relation (C.8) implique la propriété de symétrie :

Bt = b.By . (C.9)

En dimension paire, on montre que les deux matrices B et B_ coexistent, on
peut alors toujours les choisir telles que :

Par contre en dimension impaire, B, n’existe que pour s — ¢ = 3[4] et B_
n’existe que pour s —t = 1[4]. Ceci signifie que si en dimension paire, toutes
les représentations des matrices de Dirac sont équivalentes (i.e. reliées par une
transformation unitaire), par contre en dimension impaire ce n’est plus le cas.

o les matrices de conjugaison de charge positive et négative, C; et C_, lorsqu’elles
existent, sont définies par :

Cy=BLT . (C.11)

Le choix de normalisation de By assurent que C+ sont des matrices unitaires. Les
matrices de Dirac vérifient :

= +(=1)"7'CceTCr" . (C.12)
On montre que :

CL =cyCy avec cy = (:I:l)t(—l)lt(t_l)/2 by . (C.13)

Comme pour les matrice B4, en dimension paire les deux matrices C; et C_
coexistent(!) et si on a choisi By telles que (C.10), alors C_ = (—1)5f+<5—t>/2(3+f.
Par contre, en dimension impaire, C; n’existe que pour s —t¢ = 3[4] et C_ n’existe
que pour s — ¢ = 1[4].

Mentionnons 1’action de By et C4 sur 7 :

T* = (£1)'B+T B ;

Tt — (:l:l)t(—l)t(t_l)mci,]—c;l ) (014)

(DDans les conventions relatives & la place des indices, il convient de spécifier quelle matrice de
conjugaison de charge on utilise pour monter et descendre les indices spinoriels. On choisit en général
C_ car ce choix permet d’obtenir des résultats simples en présence de spineurs de Majorana (cf.
ci-apres).
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En dimension paire, il existe une matrice unitaire de carré unité anticommutant
avec toutes les matrices de Dirac : c’est la matrice de chiralité I'. Elle vaut :

- P 1 si s—t=0[4] _
0 t+s—1 _ 2 (_1\(s—t)/2
=yI...T ou x { i sios— 1= 2] donc x* = (—1) . (C.1b)

Elle vérifie bien :
{T* Ty =0 et I?=1. (C.16)
Les actions des matrices 7, By et C1 sur la matrice de chiralité sont données par :
7T = (-1)*"TT;
I = (—1)t=2B, BT ; (C.17)
It = (-2, 1e" |

C.3 Propriétés de symétrie

En dimension paire, une représentation des matrices de Dirac se construit a partir de
produits tensoriels de matrices de Pauli. Et les matrices de Dirac en dimension impaire
s’obtiennent a partir de celles en dimension paire juste inférieure et de la matrice de
chiralité. Finalement, les matrices de Dirac de E**) sont des matrices 2[(1+5)/2] x ol(t+2)/2]

(ou [z] désigne la partie entiere de z). On montre les propriétés de symétrie(?) :

(Cir(n) pl...,un)t — (il)n(—l)n(n+2t_3)/20i Cir(n) [ fim ’

t (C.18)
<F(n) ;Ll...,uncil) — (il)n(_l)n(n—}—?t—l})/ZCi F(n) ;Ll...ﬂnc;l )

Le calcul du nombre de matrices symétriques/antisymétriques implique alors que :
cx = V2cosm(d+ (—1)")/4 (C.19)
ou d = s+ 1 est la dimension de ’espace—temps et donc du méme coup :
by =cosm(s—1)/4 Fsinw(s—1)/4 (C.20)

Les valeurs de ces coefficients ainsi que les propriétés de symétrie des produits I'(?) #1-#n
sont données dans les tables C.1 et C.2.

En dimension impaire, les (¢ + s + 1) matrices de Dirac de E sont obtenues en
rajoutant I+ = +T" aux (1 + 5) matrices de Dirac de E®**) ; tandis que pour E*s+1),
I'*+s = +iT". L’analogue en dimension impaire de la relation (C.15) définissant la
matrice de chiralité est 1'identité :

(t4+1,s)

_ . 1 s1 s—t= 3[4]
0 t4s—1 )
xI™. T =1 ou x= { ;s s t_l[i] (0.21)

(2)Avec les conventions adoptées oii les indices spinoriels montent et descendent avec Cy
ou C_, les propriétés de symétrie des produits C+T(®) se lisent aussi : (F(") “1“'“n) N =
(:l:l)n (_1)n(n+2t—3)/2 (I\(n) 11 ,un)’@ o



[§ C.3] Propriétés de symétrie 119

s—t =[8] 0 1 2 3
valeur de by +1 [@) 1 1
valeur de b_ +1 +1 +1 o
(_])!(!71)/2 _(_1)!(!71)/2 _(_1)!(?—1)/2
valeur de ey +1 t=0,1[4] o +1 t=2,3[] +1 £=2,3[4]
—1 t=2,3[4] -1 t=0,1[4] -1 t=0,1[4]
(71)m+1)/2 (71)t(t+1)/2 (71)f(f+1)/2
valeur de c_ +1 t=0,3[4] +1 t=0,3[4] +1 t=0,3[4] O
-1 t=1,2[4] -1 t=12[] -1 t=1,2[4]
1 n=0,3M 1 1
t=op zE?éH t=om]  F) % t=om]  F)
1 n=0,1[ 1 1
_ t=1[4] f] Z:g’z% t=1[4] f] % t=1[4] tl
symétrie de €, T'(") 2 p4] +1 n= 1Y2[4] O 204] +1 ] 2[4] +1
t= 4 7 t= t=
-1 n=0,3[] —1 ] —1
_ +1 n=23[] _ +1 n=0,1[] _ +1
=31 O n=0,1[4] =30 0 n=2,3[4] t=3M 0
B +1 o+l n=0,1[1] _ +1 1[4]
t=0[] T t=o0[1] n =23 t=0[1] T, 3]
_— +1 i +1 n=1,2[4] | & _ +1 L2[4] 1 &
strie de O 1 t=1p1l 2 t=1p] 7 71;0,3[4]}{:: t=1p 3[4] [§ o
symétrie de C_ (=op 41 . +1 n=23[] t=204] +1 .3 [4]
= 2 t=201 0y no1j - -1 1[4]
— a4 +1 _ +1 n=0,3[4 _ +1 ,3[4]
t=3u1 7 =30 0 nELzH =31 2 2[4]

Table C.1: Propriétés de symétrie des matrices de Dirac.

s—t =[5 4 5 6 7
valeur de by 1 @) +1 +1
valeur de b_ -1 -1 -1 o
(1= (—1yt=1)/2 (—1yte=1r2
valeur de ¢, +1 t=23[] @) +1 t=0,1[] +1 t=0,1[4]
—1 t=0,1[4] —1 t=23[] —1 t=2,3[4]
_(—1)tenye —(—1)tenye (=1t
valeur de c_ +1 t=1,2[) +1 t=1,2[] +1 t=1,2[] o
—1 t=0,3[] -1 t=0,3[] —1 t=0,3[]
_ +1 n=1,2[] _ +1 4] o
t=ol) T N= 00 r=of] 1l t=0[]
t=1[4] "’: "fg’?’H t=1[4] +: ’1‘ t=1[4]
symétrie de O, T(™) 1 om=03 1] O 1 4
t=2[] o=y t=2[4] t=2[]
—1 n=1,2[] -1 4
_ +1 n=0,1[] _ +1 4 an
t=3el T t=3p ¥ t=3[]
_ +1 _ +1 n=23[M] % _ +1 4
t=o[] T t=om Ty NZ0Tp i r=om T %
t=1[] *! =14 T1 n=0.30] t=104 ! 1
- e -1 -1 n=1,2[] -1 4
symétrie de C_T = o
(oo M (o 1 m=010] (ot 4
= —1 = —1 n=23[] = -1 1
oy H1 g 41 n=1,2[] _ +1 4
e=3¢] 1 t=301 T TE05 =3[ »

Table C.2: Propriétés de symétrie des matrices de Dirac (suite). Les coefficients by et
cy+ sont reliés aux propriétés des matrices de conjugaison complexe et de conjugaison
de charge : B{By = byl et C. = ¢4 Cy. Les actions de ces matrices sur les matrices
de Dirac sont données par : I'** = £B,T#B1" et T'* = £(—1)"1CLTHCE" .
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C.4 Produits totalement antisymétriques. Calculs
de trace

On normalise les produits totalement antisymétriques de n matrices de Dirac par :

1
F(n) H1.Bn _’ Z 6(0-) F#c(l) . Fﬂc(n) (C22)
n.

UEGTL

Ces produits obéissent a la loi de multiplicativité suivante (loi de fusion) :

min(m,n)
F(m) ,ul...,umr(n) — E E (_1)k(m+1)+zf:1 1471
V1 ...Vn
k=0 1§i1<...<ik§m ceS
1< <. <gp <n

Hag Hiy (m4n—2k) p1...fiig . fliy b
k ~ N
6(0-) Yig(1) © 7" T MIo(k) I V1.wljy el oln

(C.23)

Des produits particulierement intéressants a considérer car intervenant dans les réarrangements
de Fierz sont :

F(n) 0’1~~~0'nF(m) ,ul...;LmFgrlL)wan — A(t + s,m,n) F(m) 1] e fbm (024)
avec
min(m,n)
n.
=0

i

=oFi(—m,—n;d—m—n+1;-1) C (C.25)

d—m *

Il existe sur les produits totalement antisymétriques une relation de “dualité” ou for-
mule des compléments :

e en dimension ¢ + s paire

(_1)n(n—1)/2+s

n T , sT(t+s—n T
N (e b L ARSI (C.26)
ou le symbole € désigne la signature de la permutation (1 ... p4s) normalisé a
60...25-}—5—1 — 1

e en dimension ¢ + s impaire

[0 teepin — ! s X)L (C.27)

m Htts--Hntl

Les traces des produits T valent :

TI'(F(n) ,ul...,un) — 2[(8+t)/2] (53 + X_leﬂlmﬂnéf—}-s) , (028)
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le second terme dans le membre de droite n’étant présent que dans le cas de dimension
impaire.
Dans le cas de dimension paire, on obtient également :

(D s )y = gleF0/Agm(_ymm=1/2 3™ (gygm L ghm o (C.29)

V]...Vn Vg(1) .t Va(m)

U'EGm

Pour le cas de dimension impaire, la formule précédente comporte également un second
terme plus compliqué a calculer.

C.5 Réarrangements de Fierz

Les formules de trace permettent d’identifier des bases de I'espace des matrices 21042/«
o2l(t+9)/2] pouvant servir pour des réarrangements de Fierz :

e en dimension ¢ + s paire, une base des matrices est donnée par :
{F(”)‘“"'““} pour n=0...t+s et 0<ypuy<...<p, <t+s—1. (C.30)

Cette base conduit aux réarrangements de Fierz suivant :

09367 s = Z — (F(n) M'"“n)aé(rﬁ)ﬂ.ﬂn)’yﬁ (C.31)

n=0...t+s
0<uy <...<pun<t+s—1

les coefficients ¢, étant données par I’expression :
¢n = (=1)n=1/2 gllt+9)/2] (C.32)

Lorsqu’on appliquera cette formule a des spineurs de Weyl, il est parfois utile de
la réécrire en faisant intervenir la matrice de chiralité a partir de la formule des
compléments (C.26) :

e 1 ) 1. hn N n
6%567s = > 7 ((Rempetmye g () Y7
n=0...(t+s)/2 "
0<p < ..<pun <t+s—1

_I_(_l)n(r(n) m...unfw)aﬁ(rylz)w#nf)wﬁ) (0_33)
ot d, = (1+ 657 c,.

e en dimension ¢+ s impaire, deux bases peuvent étre considérées : I'une construite
a partir des matrices de Dirac en dimension paire juste inférieure :

(T By bour p=0...t4s—1
et 0<pp<...<p,<t+s—2; (C34)
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Les réarrangements de Fierz correspondants sont donnés par la formule précédente
(C.31) (formellement, il suffit de changer ¢t + s — ¢ + s — 1 puisque on utilise la
dimension paire inférieure).

Une autre base est obtenue en considérant également la matrice I'"**~! mais la
relation (C.27) limite le nombre de produits indépendants :

(T meamd pour n=0...(t+s—1)/2
et 0< mm<...<p,<t+s—1. (C.35)

Dans cette base, les réarrangements de Fierz prennent une forme un peu plus
simple :
1
§%p07s = > ()T ) s (C.36)
n=0...[(t+s)/2]
0<py < oo ppn <t4s—1

les coefficients étant toujours donnés par 'expression (C.32).

C.6 Contraintes sur les spineurs

Si le spineur ¥ est solution de I’équation de Dirac en présence d’un champ électromagnétique

A,
(iT*(D, + ieA,) — m) 1 = 0; (C.37)
alors les spineurs conjugués 5 = B1'v*, lorsqu’ils existent, vérifient :
(iT"(8, — ieA,) £ m) S = 0. (C.38)

On montre de plus qu’ils se transforment de la méme facon que ¥ sous l'action du
groupe de Lorentz :

P — S(A)p = (1+ iwwf“”)@/}- (C.39)

Il est légitime de se demander a quelle condition on peut identifier ¢ et 1§ . Remarquons
déja que nécessairement sa charge doit étre nulle. Pour que la condition® ¢ = P ait
un sens, il est nécessaire que BB =1 i.e. by = 1. On définit :

e la condition de Majorana :
=L (C.40)

Un spineur de Majorana ne peut exister que pour s —t = 0,1,2[8].

(3)On pourrait tout aussi bien considérer la condition ¢ = Apg on X est un nombre complexe de
module un quelconque ; les conclusions seraient inchangées.
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e la condition pseudo-Majorana :
b =5 (C.41)
Un spineur pseudo-Majorana ne peut exister que pour s — ¢ = 0,6, 7 [8].
e la condition SU(2)-Majorana :
=€t avec ey = —€* = 1. (C.42)

Un couple (¢',1?) de spineurs SU(2)-Majorana ne peut exister que pour s —¢ =
4,5,6[8].

e la condition SU(2)-pseudo-Majorana :
Yt = eiﬂ/}ji avec €49 = —¢ =1, (C.43)

Un couple (¢!, 1?) de spineurs SU(2)-pseudo-Majorana ne peut exister que pour
s—1=23,4[8].

Dans les cas ou s —t = 0,1,2,6,7[8] i.e. lorsque la condition (pseudo)-Majorana
a un sens, on montre [16] qu’il existe une représentation des matrices de Dirac dans
laquelle B = 1. Les matrices de Dirac sont alors réelles ou imaginaires pures et les
composantes d’un spineur (pseudo)-Majorana sont réelles.

Dans le cas d’espaces a un seul temps (¢ = 1), la contrainte (pseudo)-Majorana
s’écrit i = T = *Cy et la condition by = 41 est équivalente a Iantisymétrie de
la matrice de conjugaison de charge Cy. Si (¢1,%2) sont deux spineurs de Majorana
anticommutants, on obtient alors les propriétés de symétrie des tenseurs :

—(—=1)""+1)/2 Majorana;

—(=1)"(*=1/2 pseudo-Majorana. (C.44)

J)lp(n) Py = —SnJ)lF(n) Yy avec s, = {

Notons de plus qu’avec les conventions adoptées, si ¢ est un spineur de (pseudo)-
Majorana :

(J)F(n) ;Ll...,un)a — Sn(r(n) Mlmﬂn@b)a :

(J)F(”) m...un)a — _Sn(r(n) Mmﬂn@b)a . (0.45)

En dimension paire, on définit les spineurs de Weyl comme vecteurs propres de la
matrice de chiralité :

= 4T9 . (C.46)

Remarquons que si ¢ est un spineur de Weyl de chiralité y alors, 1 sont également
des spineurs de Weyl de chiralité (—1)(5_t)/2x. Remarquons qu’a quatre dimensions
minkowskiennes la conjugaison de charge change la chiralité ; c’est ce qui explique que
les antineutrinos, transformés des neutrinos sous la symétrie C'PT, aient une chiralité
droite alors que les neutrinos ont une chiralité gauche. La condition (pseudo)-Majorana
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est donc compatible avec la condition de Weyl ssi s —¢ = 0[4]. La condition SU(2)-

(pseudo)-Majorana est compatible avec la condition de Weyl ssi s —t = 0[4] si les
spineurs (', %) sont de méme chiralité, et ssi s — ¢ = 2[4] s’ils sont de chiralité
opposée.

Si on applique les formules de réarrangements de Fierz a des spineurs obéissant a
certaines des contraintes ci-dessus, ces formules se simplifient et conduisent a cer-
taines identités remarquables qui jouent un réle important lorsqu’on cherche a montrer
I'invariance par x symétrie de certaines théories d’objets étendus. Par exemple a onze
dimensions appliquées a des indices spinoriels vérifiant la condition de Majorana (C.40)
elles donnent 'identité :

(T ) (T )9y = 0 (C.47)

De méme a dix dimensions pour des indices de Majorana-Weyl (de méme chiralité), on
obtient la relation :

(Tu)a(a(I*)1s) = 0 . (C.48)

C.7 Représentations de I'algebre de supersymétrie

Les résultats du paragraphe précédent sur les contraintes applicables aux spineurs
permettent de déterminer le nombre minimal de degrés de liberté (off-shell i.e. sans
tenir compte de I’équation de Dirac) d’un spineur en fonction de la dimension d’espace—
temps. Le tableau C.3 donne la valeur de ce nombre dans le cas d’espace Euclidien
(t = 0), Minkoskien (¢t = 1) et de F-espace (t = 2). Ces résultats permettent de
calculer le nombre de générateurs fermioniques d’une théorie supersymétrique.

Considérons uniquement des espaces Minkowskiens. Avec les conventions adoptées,
’algebre de supersymétrie est donnée®) par :

{Qa: Qs =2P"(CTy)ap a,f=1...4q . (C.49)

Les représentations de ’algebre de supersymétrie sont caractérisées par la valeur
de 'impulsion P* (qui commute avec les charges de supersymétrie). Dans le cas d’une
représentation sans masse, on peut toujours choisir P#* = P°(1,1,0...0), de sorte que
la loi de commutation (C.49) se réécrit :

{Qar QL) = 2P°(C + CTo1)ag - (C.50)

On montre que le membre de droite est un opérateur diagonalisable avec la moitié de
ses valeurs propres nulles, ’autre moitié engendre une algebre de Clifford permettant de
construire 2f2/41 états fermioniques et autant d’états bosoniques (pour d > 4). Afin de
satisfaire aux propriétés générales de théorie des champs, un multiplet de supersymétrie
doit étre auto-conjugué sous la symétrie C'PT' ; ceci impose dans la plupart des cas de

()Remarquons que Tr(C~'{Qa, Qg}) = 249 P? oll §q est le nombre de charges fermioniques, et on
obtient bien la propriété de positivité de I’énergie d’une théorie supersymétrique.
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d [8] Espace Euclidien Espace Minkowskien F-espace
foir.  spineur 80 ir. spineur oir. spineur
0 2022 MW ou pMW  24/2 pM ou W 21/2 W
1 2(d—1)/2 M 2(d—1)/2 pM 2(d+1)/2 D
2 21/2 W ou M 20d=2)/2 MW ou pMW  27/2 pM ou W
3 9(d+1)/2 D 9(d—1)/2 M 9(d-1)/2 pM
4 24/2 W 24/2 MouW  20=2/2 MW ou pMW
5 9(d+1)/2 D 9(d+1)/2 D 9(d-1)/2 M
6 21/2 W ou pM 21/2 W 21/2 M ou W
7 9(d-1)/2 pM 9(d+1)/2 D o(d+1)/2 D

Table C.3: Dimension réelle off-shell, notée §q;,., des spineurs. Suivant la dimension
et la signature de ’espace—temps, ces spineurs vérifient des contraintes : spineur de
Majorana (M), pseudo-Majorana (pM), spineur de Weyl (W) ou spineur de Dirac (D)
lorsqu’aucune contrainte ne peut étre imposée. Remarquons que dans le cas d’espace
Minkowskiens, fg . est un multiple de quatre des que d > 4. Ce tableau donne les
valeurs de g, pour des espaces Euclidiens (1 = 0, d = s), Minkowskiens (¢t = 1,
d=s—1) et des F-espace (t =2,d =5 —2).

doubler le spectre naivement construit de la fagon précédente (¢f. 259, chap.2] ou [260,
chap.3] pour plus de détails). L’hélicité des états d’un supermultiplet varie de Amax
a Amax — fo/8 et de fo/8 — Amax lorsqu’on a doublé le spectre. Les multiplets pour
lesquels Amax = 2 sont appelés multiplets gravitationnels, ceux pour lesquels Amax < 1,
multiplets de matiere. Le tableau C.4 dresse la liste des multiplets de matiere pour
diverses dimensions d’espace-temps. La dimension maximale dans laquelle existent des
multiplets de matiere est d = 10.

Le tableau C.5 dresse lui la liste des principaux multiplets gravitationnels en diverses
dimensions. La dimension maximale dans laquelle il existe de tels multiplets est d =
11, au-dela un supermultiplet contient forcement uns particule de spin supérieur a
deux qu’on ne sait inclure dans aucune théorie physique (¢f. [261, p.246-255] pour une
discussion sur les particules de spin supérieur a deux).

Pour une représentation massive et en 1’absence de charge centrale, nous n’avons
plus cette propriété de réduction du nombre des valeurs propres et ’algebre de Clifford
engendre alors 2f/2~1 fermions et autant de bosons et un multiplet de supersymétrie
double encore en général ces valeurs pour respecter la symétrie CPT' : par exemple un
multiplet chiral V' = 1 massif & 4d correspond & 4 bosons et & 4 fermions ; le multiplet
vectoriel A" =4 massif & 4d (autoconjugué sous CPT) correspond a 128 bosons et 128
fermions ; et le multiplet gravitationnel N' = 1 massif & 11d correspond & 32768 bosons
et 32768 fermions.
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d[8] #o N Susy Multiplet Spineur Champs i

10 16 1 vectoriel MW A A 8
9 16 1 vectoriel pM A, A ¢ 8
16 1 vectoriel pM Ay, A 29 8

16 (2,0) tensoriel SMW B;(LI_BLQ, 40, 5¢ 8

8 (1,0) tensoriel SMW Bl(f;)m 2N, ¢ 4
vectoriel SMW A, 2 4

hypermultiplet SMW 20, 49 4

5 16 2 vectoriel SpM A, 4N D¢ 8
8 1 vectoriel SpM A, 2X, ¢ 4
hypermultiplet ~ SpM 20, 49 4

4 16 4 vectoriel W Ay 4 69 8
12 3 vectoriel W A, 4N 60 8

8 2 vectoriel W Ay, 2N, 2¢ 4
hypermultiplet W 20, 49 4

4 1 vectoriel W AL 2
chiral W A, 20 2

Table C.4: Multiplets de matiere de masse nulle de 1’algebre de supersymétrie
en diverses dimensions. d est la dimension de l'espace-temps Minkowskien.
fo est le nombre de charges de supersymétrie : fg = Nig. ot les valeurs
de fgi, ont été calculées dans le tableau C.3. Tous les multiplets correspon-
dant a 16 charges fermioniques sont auto-conjugués sous CPT sans avoir a
doubler le spectre. Le nombre de degrés de liberté réels bosoniques on-shell
vaut : fp = 2/t x Q(X% pour les multiplets directement CPT invariants.)
Pour les deux multiplets tensoriels a six dimensions B,, est une 2-forme anti-
auto-duale et donc correspond a seulement trois degrés de liberté réels. On a
également indiqué la nature des spineurs apparaissant dans le multiplet : M
pour Majorana, pM pour pseudo-Majorana, SM pour symplectique-Majorana,
SpM  pour symplectique-pseudo-Majorana, W pour Weyl et D pour Dirac.
Le nombre de degrés de liberté fermioniques réels on-shell est §r = fgir X
nbre de fermions/2(x1/v/2 lorsqu'une condition S(p)M est imposée sur 2 fermions).
Bien-stir : g = fip.
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d[8] Susy Spineurs Champs 5
no1 M e, Y. B 128
10 (171) M\V 6# 9 771} 7 Ml H3 B#1M27 BM )‘L7 )‘R7 gb 128
(2,0) MW e,m, 29, B,J wss Buyonss Buiny, Buy, Mo AR 6 128
(1,0) MW e, 77/)#, By, AT 0 64

9 9 M e,™, 29, Buyonas 2Buinys 3B, 4X, 36 128
1 pM eu 9 771}#7 H1 29 B,LM )‘7 ¢) 56

8 2 pM e, 29, Buyonas 3Bun,, 6B, 6X, Té 128
1 pM e, s Yuy Buiun, 2By, A, ¢ 56
T4 SM e, 49, 5By, 10B,, 16, 146 128
2 SM e, s 2%, By, 3B, 2X, ¢ 40

6 (22) SMW e,m, 49k, 48, 5BM2, 16 B,, 20 A%, 20 A%, 25 ¢ 128
(2,1)  SMW e, 4¢%, 297, 5BM2, BS),, 8B, 10X*, 4)", 5¢ 64
(1,1)  SMW e, 205, 208, B, ., 4B,, 2)F, 20", ¢ 32
(20)  SMW e, 497, 5B, 24
(1,0)  SMW ¢, 29F, B, 12

5 8 SpM e, 84, 27 B, 48X, 42¢ 128
6 SpM e, G@ZJM, 1SBN, 20, 14 ¢ 64

4 SpM e, 44, 6B, 4), ¢ 24

2 SPM 6;Lm7 2?7/);A7 B# 8
48 M e, 81, 28B,, 56, 706 128
6 M e, ", 6¢,, 16 B,, 26 X, 30 ¢ 64

5 M e, 59, 10B,, 11X, 10¢ 32

4 M e, 4@/)#, GB#, 4N 2¢ 16

3 M e, 3¢, 3B, A 8

2 M e, 2@/@“ BM 4

1 M e, ", Yy 2

Table C.5: Multiplets gravitationnels de ’algebre de supersymétrie en diverses dimen-
sions. fp est le nombre de degrés de liberté réels bosoniques on-shell. Le nombre
de degrés de liberté réels on-shell associés aux vielbeins e,” en dimension d vaut
(d—1)(d—2)/2—1, ceux associés a une p-forme B, ,, sont au nombre de C_, (x1/2
lorsqu’une contrainte d’(anti)-auto-dualité est imposée ; rappelons qu’une condition
d’autodualité ne peut exister dans un espace Minkowskien que si d = 2[4] ¢f. §A.4.3)
et un champ scalaire réel correspond a un degré de liberté. Le nombre de degrés de lib-
erté réels on-shell associés a un gravitino 1, en dimension d vaut f¢ ;. (d—3)/2(x 1/v2
lorsqu’une condition S(p)M est imposée sur deux gravitinos). Le calcul de ces nombres
de degrés de liberté est par exemple expliqué dans [258, sec.4] et [25, App.A]. La con-
struction de ces multiplets est plus complexe que celle des multiplets de matiere et la
regle permettant d’obtenir le nombre de degrés de liberté bosoniques et fermioniques
ne s’applique plus dans tous les cas (elle reste toutefois valable a 4d et a 11d).
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1 Introduction

There is a revival of interest in explaining the pattern of fermion masses and mixings
by postulating a horizontal U(1)x gauge symmetry [1]- [5]. The U(1)x charges are
assigned to fermions in such a way that only a small number of Yukawa interactions
is allowed by the symmetry. The remaining effective Yukawa vertices are generated
through non-renormalizable couplings to fields which are Standard Model gauge sin-
glets but carry horizontal charge, in the effective theory defined at some large scale Mp
(we shall identify it later with the Planck scale). When these singlet fields get vev’s
of O(eMp),e < 1 and spontaneously break U(1)x, the resulting Yukawa couplings
are suppressed by powers of the small parameter, ¢, where the powers n; depend
on the U(1)x charge assignment [6]. There are several reasons to assume this hori-
zontal symmetry to be a local one. Of course, this avoids physical problems related
to massless Goldstone bosons. Moreover, in the context of supersymmetric models
with “stringy” U(1)x symmetry [7]- [8], this mechanism of fermion mass generation
shows an interesting connection between phenomenologically viable mass pattern and
the Green-Schwarz mechanism of anomaly cancellation, which successfully predicts the
Weinberg angle [9]. It has also been suggested that the Fayet-Iliopoulos term that
is fixed by the anomalies will naturally generate the small parameter ¢ in the U(1)x
breaking.

In broken supergravity models with horizontal abelian symmetries the squark soft
masses and the trilinear soft terms are correlated with the quark mass matrices by
the symmetry. Generically, the off-diagonal entries (in the basis in which quarks are
diagonal) are predicted [10] to be of the order of some powers of the Cabibbo mixing
angle A and in some cases comparable with the existing experimental limits. In a recent
paper [11] it has been proposed to impose on such models the symmetries (and the
spectrum) generic for effective supergravity lagrangian which originates from orbifold
models of string compactifications. By combining the horizontal symmetry and the
modular invariances that characterize these models, the soft terms can be calculated
not only as powers of A but also with their relative coefficients fixed in terms of the
horizontal charges and modular weights.

If one consistently assumes that the hierarchies in the fermion mass spectrum are
entirely due to the U(1)x symmetry, there are interesting relations between charges
and modular weights. As a consequence, the sfermion (squarks and sleptons) spectrum
is also predicted in terms of the U(1)x charges. Given a pattern of fermion mass
matrices in terms of a set of U(1)x charges, the sfermion masses are obtained in terms
of two parameters characterizing the supersymmetry breaking, the gaugino mass M
and the gravitino mass mg/;. Now, this provides a unique way to test our horizontal
symmetry models by a study of the sfermion mass spectrum, since the fermion masses
and mixings are used to fix the charges and the U(1)x sector is in general too heavy
to become visible.

By adopting the dilaton/moduli parametrisation of supersymmetry breaking pro-
posed in [12] and in the case of one U(1)x symmetry spontaneously broken by the vev
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of a scalar field of charge X = —1, we get [11] (in the U(1)x basis)

~9 ~2 (N2
Mg, — mq] - (ql q]) m3/2 >

- » - 1.1
T2 i+, = M (g g ha) i, (1)

where m,, (m,,) is the diagonal element of the sfermion mass matrix and ¢; (u;) the
U(1)x charge associated with the left-handed (right-handed up) quark of the i fam-
ily, and mp, and hy are the corresponding quantities for one of the Higgs doublets.
Regarding the trilinear soft terms we get, e.g., the prediction

for the coefficient of trilinear coupling Yininﬂg. The complete relations exhibit
flavour off-diagonal terms in the soft masses and the full trilinear soft terms are not
proportional to the corresponding Yukawa couplings. As will be explained, these addi-
tional contributions give physical observable effects of the same order as the ”diagonal”
ones displayed in (1.1) and (1.2). Similar relations hold for down-type squarks and slep-
tons. It must be noticed that the simple results (1.1) - (1.2) follow from a cancellation
between the geometrical supergravity contribution and the part of the mass splitting
from the U(1)x D-term that contain model dependent parameters. The horizontal
splitting in (1.1) is proportional to the charge differences which appear in the Yukawa
mass matrices. Since the lighter fermions are associated to larger charges, the corre-
sponding sfermions are predicted to be heavier than superpartners of heavier fermions.

Extensions of the Standard Model of the electroweak interactions are constrained by
flavour changing neutral current (FCNC) processes like K° — K° mixing, b — s, y —
ey or the electric dipole moment (e.d.m.) of the neutron. The observed suppression
of FCNC ftransitions is nicely explained in the Standard Model (SM) by the GIM me-
chanism. The supersymmetric extensions of the SM do contain additional contributions
to FCNC transitions from sfermion exchange in loop diagrams. They can be potentially
dangerous if, in the basis in which fermion mass matrices are diagonal, the sfermion
mass matrices have large flavour off-diagonal entries. In addition, new phases which are
usually present in the sfermion mass matrices and in the trilinear couplings can give too
large CP violating effects (e.g. too large neutron e.d.m.). After a rotation to the quark
diagonal basis, we obtain our prediction for the squark mass matrices up to an overall
scale. The question one may ask in our class of models is this: can one suppress the
off-diagonal entries in the squark mass matrices below the order of magnitude estimate
based on the U(1)x symmetry alone? A priori, this might occur if some coefficients
vanish, i.e. for certain choice of horizontal charges. The conclusion of ref. [11] is that
such an additional off-diagonal suppression does not hold for the phenomenologically
acceptable quark masses. In the case of one U(1)x symmetry, squarks masses can be
neither universal nor aligned with quark masses.Thus, the models of this class predict
some deviations from the Standard Model predictions for the FCNC transitions to be
eventually observed at higher level than in the case of universal soft masses at the
Planck scale.

In the next three Sections of this paper we discuss the case of one U(1)x symmetry.
We extend the formalism of ref. [11] by allowing for flavour dependent modular weights
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for the superpotential and give some details of the calculation of the soft terms. The
breaking of the horizontal U(1)x is investigated and the induced D-term is evaluated.
In Section 5 , the Higgs sector mass parameters are obtained in terms of their U(1)x
charges, which are restricted by the fermion masses. Then, it is shown that the re-
quirement of proper electroweak symmetry breaking strongly constrains the scales ms),
and M. In consequence, the magnitude of the FCNC effects is also determined. It is
interesting to notice that this highly predictive class of models with one U(1)x sym-
metry, although only marginally acceptable from the point of view of FCNC effects, is
qualitatively consistent with the existing phenomenology and, moreover, gives testable
predictions for superpartners masses.

In Section 6 we consider a class of models with two abelian horizontal symmetries.
They have been suggested [10] to reduce flavour non-diagonal entries in the scalar mass
matrices and so to alleviate FCNC effects. By an ad hoc choice of charges, one can
further suppress K K and DD mixings. The relation between the modular weights and
horizontal charges are derived for this case and used to calculate the soft mass terms.
It becomes clear from our results that, with any number of abelian symmetries, it is
impossible to get either universal or aligned (with quarks) squark masses for acceptable
quark mass matrices and therefore the models predict interesting phenomenology in
the FCNC sector.

In the last section we summarize the main features of the models with horizontal
U(1)'s and modular invariances from the phenomenological point of view.

2  Yukawa matrices from horizontal U(1)x gauge sym-
metry

A natural way of understanding the fermion mass matrices is to postulate a family
(horizontal) gauge symmetry spontaneously broken by the vacuum expectation values
(vev’s) of some scalar fields ¢ which are singlets under the Standard Model gauge group.
The hierarchy of fermion masses and mixing angles is then explained by assigning
different charges to different fermions. Only the third family of fermions acquires a
mass at the tree level and all the other Yukawa couplings are forbidden by the U(1)x
symmetry. After spontaneous symmetry breaking of the U(1) x symmetry, higher order
invariant terms in the lagrangian (or superpotential in the supersymmetric case) can
be written and have the form (%)”iﬂz/;ﬂbjﬂ (after decoupling of the heavy fields),
where 1; are the SM fermions, H is a Higgs field and Mp is a large scale. Postulating
e = % ~ )\ (the Cabibbo angle) one can easily explain hierarchies in the effective
Yukawa couplings, precisely in the simplest case of abelian symmetry, with all the
coefficients of the higher dimension operators of the order O(1).

In the context of the string inspired models, the most natural candidate for such
a symmetry is the anomalous U(1)x gauge group present in most of the known 4-
dimensional string models [7,8]. In this case, one-loop triangle graphs generate Adler-
Bell-Jackiw gauge anomalies. The gauge symmetry is restored by the 4-dimensional
version of the Green- Schwarz mechanism [13], by the use of the dilaton-axion super-
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field. The relevant terms in the Lagrangian are

gauge - Zk S/ tTWaW )

K = —ln(5+ St +6asV) + ... .

(2.1)

In (2.1), V and W, are respectively the U(1)x gauge superfield and the gauge superfield
strenght, S is the dilaton superfield, &, is the Kac-Moody level of the factor GG, of the
gauge group G = SU(3)c@ SU(2).Q U(1)yQ U(1)x, and dgs is the Green-Schwarz
coefficient. Under a U(1)x gauge transformation, S is shifted as S — S 4 idgsa(z).
The complete Lagrangian is gauge invariant provided the anomaly coefficients A; satisfy
the condition

A Ay Az Ax
ko E ks hx
192 ——= I'rX. The mixing S — V in the Kahler
potential gives rise to a term (gx = 1/(S + ST))

Sas = (2.2)

where égs 1s computed to be égs =

2
M
Vp = 9X (Z KXot + —2 9972 TrX) \ (2.3)

in the scalar potential, where A labels all chiral fields of charges X4 and K4 =
OK | d¢*. The last term in the parenthesis in (2.3) is the coefficient of the Fayet-
[liopoulos D-term [14], which forces at least one of the fields to get a vacuum expec-
tation value and to break the U(1)x gauge symmetry at a scale slightly below the
Planck scale, depending on the value of TrX. If n > 1 U(1) symmetries are consid-
ered, we can always define n — 1 anomaly free symmetries and the present discussion
applies. Recently, it has been shown [1] that using this symmetry and imposing phe-
nomenologically successful fermion mass matrices one correctly predicts the Weinberg
angle at the scale where U(1)x is spontaneously broken. This indicates a close rela-
tion between the Green-Schwarz mechanism and U(1)x fermion mass matrices. Also,
a direct connection between fermion mass matrices and mixed gauge anomalies was
established [2] and further studied in [4,5]. Within this scheme the scale Mp of the
effective theory is assumed to be the Planck mass, while the parameter % is equal to
—(METrX)/(19272X,).

Let us now consider the case when one SM gauge singlet takes a vev and all other
matter field vev’s are zero at the Planck scale. Supersymmetry is assumed, so that the
Yukawa couplings are encoded in the U(1)x invariant superpotential

wo= % ¢

QL+u]+h2
U irT]
2 Y 0(qi+uj + ha) <—Mp> Q'U’ H,

¢ gi+d;+h o
+Y2 0 (g +dj + ha) <E> Q' D’ H,

¢ Z +6]+h1 ) .
+YP 0+ e+ h) <MP> LZE]Hl] ) (2.4)



136 Abelian Flavour Symmetries in Supersymmetric Models [Publi. 1.]

where we denote the matter fields by capitals @', the corresponding U(1)x charges by
small letters ¢; (after choosing the normalization of the U(1)x to be such that the sin-
glet charge is Xy = —1.) The #-functions remove the Yukawa couplings that are forbid-
den by the U(1)x symmetry combined with the holomorphicity of W. We also assume
R-parity symmetry in W (see [15] for attempts to enforce R-parity through horizontal
symmetries). All the allowed entries in the Yukawa coupling matrices Y?, Y'P Y are
assumed to be "natural”, of O(1). The scalar potential in (2.3) vanishes for

¢2 = 62M2 = —T‘_MIZJ 5 (25)

if we postulate TrX > 0. As stated before we assume ¢ to be of the order of the
Cabibbo angle. By a choice of the U(1)x charges we get the powers of € in the effective
low energy Yukawa couplings,

Vi = YT durattg(g 4+ uj + hy) (2.6)
(analogously for yD , VE ) needed to implement their hierarchy.

Before proceeding to study the consequences of this broken horizontal symmetry in
the supergravity framework, let us pay some attention to the question of the uniqueness
of the solution (2.5). Indeed, in the supersymmetric limit one expects degenerate
minima of the scalar potential. They correspond to the vanishing of all the auxiliary
fields: the gradients of the superpotential (F-type) and the D-terms associated to each
one of the SU(3)c@ SU((2)rQ U(l)y @ U(1)x gauged symmetries. It has been shown
that the D-terms vanish at and only at those values of the field that correspond to
extrema of holomorphic invariant polynomials [16] (with the exception of Dx-terms
that contain a Fayet-Iliopoulos constant) . This allows for a systematic classification
of the zeros of the SU(3)c@ SU(2),@ U(1)y D-terms. For instance, the invariant
Q' D’ H, corresponds to a direction Q' = D’ = H; = v in the field space where all
these D-terms vanish, while Dx = 0 may be written as®

gx (=6 + (g + dj + b )v* + E€ME) =0 . (2.7)

Combining similar solutions corresponding to all other invariants, one defines a
manifold of solutions of D-terms. Those that corespond to non-vanishing gradients of
the superpotential W break supersymmetry and are not minima of the scalar potential
(at large scales). So, in our example (2.7), one easily checks from (2.4) that for v # 0
and ¢ # 0, the scalar potential will vanish only if all the entries in the i** row and
jt* column of the matrix Y vanish. This is obviously excluded in phenomenologically
viable models. Of course the same arguments applies for solutions associated to the
YV and Y¥ terms in (2.4). The solutions of (2.7) with ¢ = 0 are also excluded if
gi+d; +hi >0, ¢g+u; +hy >0and l; +e; + hy > 0. Therefore these conditions

are sufficient ( though they seem also necessary at this stage, they can be avoided

(1)The vev’s considered here are to be understood in the canonical basis as discussed in the next
sections.
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as discussed herebelow ) to ensure the uniqueness of the solution (2.5) if R-parity
is assumed. Next, one has to take care of solutions coming from R-parity violating
invariants such as L*Q'D’, where the Higgs H,; is replaced in (2.7) by one of the
sleptons L*, and L* = Q' = D7 # 0. For ¢ # 0, the scalar potential gets a non-
vanishing contribution if YZ? # 0, ie if ¢; + d; + hy > 0. Analogously, from L*LE’
invariants one deduces the condition hy 4+ [; + €¢; > 0. Since the experimental data
allow for some violation of R-parity, one can replace the positivity condition above
by a condition on the non-vanishing of rows and columns of the R-parity violating
Yukawa couplings. In this case, the solutions of (2.7) with ¢ = 0, when allowed, will
be degenerate with that in (2.5). They correspond, however, to very isolated points
in the field space and (2.5) should remain stable, if not unique. As mentioned earlier,
the positivity conditions are sufficient but not necessary. Other invariants with more
than three matter and Higgs superfields can be included in the superpotential without
any consequence on the Froggat-Nielsen mechanism. They may help to avoid the
supersymmetric minima. For instance, a (R-parity conserving) term like (H,Q'D’)?
in W would allow for a zero in the Y? matrix with h; + ¢i + d; < 0. Notice that the
(sufficient) positivity conditions are consistent with most of the models considered in
the literature [1]- [5].

Finally, let us consider the two bilinear invariants H; Hy and L* H,. The vanishing
of D-terms leads to Hy = Hy = v and —¢?+ (hy +he)v?+ €2 M3 = 0, for the former, and
similarly for the latter with H; — L* (the combination of these solutions are, in general,
forbidden by non-zero entries in Y'#). However, at this level, one cannot argue that the
degeneracy is lifted by the term pHy Hy in the superpotential, since it has to be absent
in the supersymmetric limit, even if (hy 4+ hy) > 0. For phenomenological reasons, it
has to be related to the supersymmetry breaking scale (the so-called gy—problem). We
postpone the question of this particular degeneracy until section 4.

3 U(1l)x and modular symmetries in effective super-
gravity from string models

The phenomenologically interesting low energy limit of the superstring models is the
N =1 supergravity defined by the Kahler function K, the superpotential W and the
gauge kinetic function f. The fields in the massless string spectrum are a universal
dilaton S, moduli fields with no scalar potential generically denoted by T, and matter
chiral fields ®' which include the SM particles, ® = Q*,U', D', L', E*, H;, H,. An
important role in the following discussion will be played by the target-space modular
symmetries SL(2,7) [17] associated with the moduli fields T,(a = 1..p), acting as
T, — (axTs —1by)/(1eo Ty + dy), with (andy — bocy) = 1 and a,...d, € Z. In effective
string theories of the orbifold type, the matter fields ®' transform under SL(2,7) as
o — (tea Ty + da)”ga)q)i, where the nga) are called the modular weights of the fields
®° with respect to the modulus 7, [18]. These modular transformations, which are
symmetries of the supergravity theory, can be viewed as a particular type of Kahler
transformations.
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We assume the existence of superstring models which in the low-energy limit yield
effective supergravity theories with the above minimal content of superfields, the gauge
group SU(3)e@ SU(2),Q@ U(1)y @ U(1)x and a SM singlet supermultiplet ¢ with
X, = —1. The superpotential W is defined in (2.4) and the Kahler potential K is as
follows,

K =Ko (T.,,T%) —=In (S +8) + 11 ta° é¢ + > K207,

$'=Q',U',D' L' \E*,Hy,Ha

Pl ()

0 (i — ;) RIS ty, Y (

p n(a)+n(a)i é Pj— @i
9 A~ ; taz P27 _r
+0(pi—¢i) T ( Mp)

(@) T 3.1
K =6 Ii AL ¢ ) (3.1)

Mp

+...

where ¢,7 = 1,2,3. In (3.1), t, are the real part of the p moduli fields T}, and the dots
stand for higher order terms in the fields ¢ and ®. Note that the flavour non-diagonal
terms in the Kahler potential, proportional to the coefficients Z;I;, are constrained only

by th}eﬁgauge symmetry and R-parity and have the form Kf]gQin, KgUin, K};Di[ﬁ,
KZ»IJiLZLJ and KgEZE]. The explicit dependence on ¢, in these terms is fixed by the
modular invariance conditions, which are discussed in detail below. In general, the

coefficients ng are automorphic functions of the moduli, of chiral weight nfbal).j and

(@)

antichiral weight ng ;. i.e. they transform under the modular transformations as ng —

(teaTo + da)ngv"j(—'i,caT; + da)ﬁgviing. The coefficients YV, V;? V¥ in (2.4) can also be

ij 2 tij o g
automorphic functions of the moduli fields, of weight nggj, etc. Note that a coefficient
with two analytic indices, like nggj, is related to the modular transformations of a
Yukawa coefficient, here Yg, while a coefficient with an analytic and an antianalytic
indices, like ng%, is related to the modular transformations of a non-diagonal Kahler
coefficient, here Kg.

(@)

In order to impose the modular symmetries, let us first define g™’ by the modular

transformations of the Kahler potential for the moduli fields, Ky — [(O—I—n(()a) In|ic, T, + d, |2 ,
which is a Kahler transformation. A typical example is

p
Ko = =Y n§m t, (3.2)
a=1

The modular invariance of the full Kahler potential requires the following relations
between modular weights and U(1)x charges

(i = X (n a4 0 ) 53

where ¢,7 = 1,2, 3 are family indices, X, is the U(1)x charge of the singlet ¢ and ¢;
are U(1)x charges for fermions with the same SM quantum numbers. So (3.3) is a
horizontal (family) relation applying separately for Q, U, D, L and E fermions.
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From the superpotential, to be consistent with modular invariance of the complete
theory, we get the following conditions for the quarks and leptons:
—X(;l (gi +dj + hy) ngba) + ng?) + ngj) + ngf) + néa) + ng)ij =0, (3.4)
—X;l (ZZ +e; + hl) n(a) + Tl;za) + n((f]a) + ngj) + ng]) + ng;aj] = 0.
Each of these equations must hold if the corresponding Yukawa term is not zero. From
(3.4), we get the relation

(0= a)n” = Xy () = nf) +nith —ni7)) (3.5)

as a consequence of the existence of the Yukawa couplings YV and ng in the super-
potential. Similar relations are obtained by replacing ¢; by w;, d;, [l;,e;. Comparing
(3.5) with (3.3), we get additional conditions between the modular transformations of
the off-diagonal terms in the Kahler potential and the transformations of the Yukawa
couplings, namely,

”gy)k - ”&)k = ”g)k - ”g)ﬂc = ”220)1 - f‘éza)g = Sg)

o)l = i) — ) = k)

Rk = Pk = P — Pl = S

Ml iy = Mgl — g = 8
(a’) (@) (@) _ () S;Y

Nk —PEir = "L — N = S,

(3.6)

which are all independent of the values of £ = 1,2,3. Actually, by putting the U(1)x
charges to zero in (3.3) and (3.4) one finds that the relations (3.6) are independent of
the U(1)x symmetry and apply more generally. They restrict the moduli dependence
of the Yukawa couplings. Fourteen of these equations are independent, ten in the
quark sector and four in the leptonic sector. So, if the quark Yukawa couplings are
a priori defined by eigthteen modular weights, one for each coupling, only eight of
them are independent. Analogously, the lepton Yukawa couplings are defined by five
independent modular weights.

A simple and interesting case is when the Yukawa couplings do not depend on the
moduli fields or the dependence is flavour blind and Y are of O(1). We shall mainly
consider this case, to be consistent with our physical assumption in this paper, that
the fermion mass hierarchy is entirely due to the U(1)x charges. Then the relations

() (@)

(3.6) also imply ng,;, = ng;;, etc., and a real type modular transformations ng —

lica T, + da|2nsgiZg. In this case (3.5) simplifies to

(=)l = Xy (ol —nl). (3.7)
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The relations (3.7) give a connection between the modular weights and the U(1)x
charges and can be interpreted as an embedding of the /(1) x symmetry in the modular
symmetries. They enable us to write the Kahler metric for the matter fields as

P (nl4nl™) /2 (

K2 = 11 to S+ 22eleimely (3.8)

(o)
where the small parameter £ = ] tng ‘/2<qb> / Mp settles the hierarchy in the fermion
and scalar mass matrix elements (if, for some (27), (3.7) is not fulfilled, the coefficient
vanishes).

If eq.(3.5) are not satisfied, modular invariance of the superpotential implies zeroes
in the Yukawa matrices and in the off-diagonal entries of the Kahler metric. These
type of zeroes must be distinguished from the ones given by U(1)x invariance and the
holomorphicity of the superpotential W as described by the #-functions in (2.4). We
could try to construct phenomenologically interesting models in this way, in the spirit
of ref. [19]. However, as argued in [11], due to the fact that modular symmetry zeroes in
Yukawa matrices imply zeroes in the corresponding off-diagonal elements of the Kahler
metrics, the zero textures of the above matrices are preserved in the fermion canonical
basis. Phenomenologically, they can acommodate the fermion masses and one mixing
angle, but they cannot explain the whole Vo, matrix. Hence, for the quarks, the
relations (3.5) must be imposed for all the indices (z,7) .

The physical Yukawa couplings Y are obtained by the canonical normalization of
the kinetic terms, which requires the redefinition of the fields d = e;CI)j where the
vielbein e}(1,, ¢) verifies

K = épetel. (3.9)

The potential effect of these field redefinitions is to remove the eventual zeroes in
the Yukawa matrices coming from the holomorphicity and U(1)x invariance of the
superpotential (Examples of this type of a phenomenological interest can be found

in [4]).

4 Predictions for the soft terms

The spontaneous breaking of local supersymmetry gives rise to a low-energy global
supersymmetric theory together with terms that explicitly break supersymmetry, but
in a soft way. The signal of supersymmetry breaking is in non zero vev’s of the auxiliary
components of the chiral superfields F* = egG"“, where G = K*®3;G and G = K +
In |W|%. We consider only the case of zero tree level cosmological constant, i.e., we
impose (G4 4) = 3 and the order parameter for the supergravity breaking is provided
by the gravitino mass mg’/Q = ¢%. A complete scenario of supersymmetry breaking
is still missing. A pragmatic attitude was taken in [12], where a parametrization of
the supersymmetry breaking was proposed, quite independent of its specific mecha-

nism. The fields which participate in the supergravity breaking were assumed to be
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the moduli T, and the dilaton S. The parametrization is(?)
GP = \/§®gtﬁ, GPGy =3cos? 0, G°Gg = 3sin* 0. (4.1)

The angle § and the ©,’s parametrize the direction of the goldstino in the T,, .S space.
The normalization of the ©, is fixed by (4.1). If (3.2) is assumed we get > néa)®a2 =
cos? §. In the presence of the U(1)x symmetry spontaneously broken close to the Planck
scale there is an additional contribution to supersymmetry breaking with (G?Gy) ~
(¢)?. More generally, any field with a large vev (non negligible compared to Mp)
contributes to supersymmetry breaking.

The soft terms are computed from the usual expressions of supergravity, but with
the flavour non-diagonal Kahler potential, eq.(3.1). It is worth noticing that only
the lowest power of £ or ¢ have been included in (3.1). Therefore, the predictions
herebelow have also been derived to the lowest power of £. In this approximation, it is
straightforward to find

G4 = (1 -v3n{70.)6 . (4.2)

Even with G% # 0 in eq. (4.2), the parametrization (4.1) is consistent with the vanish-
ing of the cosmological constant in the leading order in é.
The soft terms are computed from the scalar potential, which in our case reads

(a =T7,S5, ¢,matter fields).

~ 2
Vo= © (GA(G—l)ABGB - 3) n %X (K4gada + 6asM2)’ . (4.3)

Since the soft parameters are relevant for low-energy phenomenology, it is more appro-
priate to express them after the field redefinition that brings the kinetic terms to their
canonical forms as consistently done in the following.
Let us first consider the soft scalar masses that have the standard supergravity
expression [20]
T’ﬁ?j = (ﬁbfj)F + (ﬁl?j)D

= <G¢y — G“E’iyaaGB) m3, + gx min(p;, ¢;)Gig(D), (4.4)

where Eijaﬁ is the Riemann tensor of the Kahler space and (D) stands for the contri-
bution from the D-term of the U(1)x gauge group,

Dx = gx(Kapad™ + 6asM3)
P ple ] o
= gx (— ]:[1 ta¢ qb(b + mm(c,oi, @j)[&ﬁq)lqﬂ + 5(;5M]23> . (45)

In the simple case with only one singlet field ¢, expanding the scalar potential in powers
of ¢ we get

~ 2 1 2
V(g) = Aol + 5D? (4.6)

(2)Our definition of ©, in (4.1) is different from that in [12].
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where m, = (1 + Sngy)@i> 3/2 is the F-term soft mass of ¢ induced by dilaton/moduli
breaking. In (4.6) we used the fact that ¢ appears in the superpotential only through

the Yukawa couplings to matter. The minimization of the potential (4.6) gives gx (Dx) =

@

lo ? ﬁ’ei The D-breaking is induced by the soft mass ﬁzi which is generated by the
F-type dilaton/moduli breaking. The breaking of U(1)x yields a massive real scalar
field of mass \/§gX£Mp.

In the following, we place ourselves in the case where
00 Ziz, 05 215,04 Yi; ~ 0, (4.7)

but still they have nontrivial associated modular weights. For the Yukawa couplings,
this happens for example for functions of the form (keeping only an overall moduli
field T) Y ~ ¢+ e~ T in the large radius (moduli) limit (see [12] for a more detailed
discussion on this point). The Kéhler off-diagonal terms Z;; are related to Yukawas
through (3.6) and the explicit moduli dependence is probably closely related to that of
the Yukawas.

From (3.9), (4.1) and (4.4), one obtains the expression for the soft scalar mass
matrices as follows,

2

2 <1+tpz+3®2( * +<pmfb)) 52]+[—

M3/9

3
i = @il + 5 (ni5) + i) O

V30,00 p; — 1) + 105 (00 — 7)) — 30,005 22 | (43)
A 1l pal)

where Z2 =[], t& 7 ¥ Zf}é"p‘_‘pﬂl and 6;; = 0(v;—p;). This general result simplifies
in our case of physical interest, i.e. with the mass hierarchies given solely by the U(1)x
symmetry. Using eq. (3.7) we find that the combination nga) + gom;a) is flavour blind

and we get
7%?7 - ﬁl?]’ = (992' - @j)mg/Q (4'9)
for ® = Q',U', D', L', E*. Therefore the splitting in the diagonal elements of the
sfermion masses is independent of the parameters ©, and proportional to the charge
differences, which fix also the fermion masses. For example, in the Froggatt- Nielsen

v JOI . .
case (p; > ; for i > j), we have =% ~ £%%%is and we get the fermion-sfermion mass
m]
predictions (m2, = m?, , etc.)

mg/2 My, — TTLZJ) Iné (4.10)
and similar relations for down-quarks and leptons. Also, using (4.9), we deduce that
the higher the U(1)x charge (i.e. the smaller the corresponding Yukawa couplings)
the larger the soft scalar mass. Hence, in that model the spectrum of the matter field
superpartners has inverted hierarchy compared to that of the associated fermions.

p

IT

a=



Nucl. Phys. B481 (1996) 85-108 143

Furthermore, combining (3.4) and (4.8) and introducing the tree-level gaugino
masses M = /3 sin fms/,, we obtain the relations

ma 4+ mi 4+, = M® 4 (qi+uj+ ha)m3), . (4.11)

Similar relations are obtained for d-type squarks and sleptons. Notice that the com-
bination of charges in the r.h.s. is precisely the power of € in the effective Yukawa
couplings. So, since the top Yukawa is of O(1), g5 + us + hy = 0.

Due to the non-diagonal form of the Kahler potential, the scalar mass matrices are
not diagonal, in contrast to the usual computations in the literature. Moreover, under a

(o)

stronger assumption ny ;. = ﬁf;l)j = 0, we find that the flavour-dependent effects in the

off-diagonal terms do not depend on the unknown parameters ©,, nl(»a). Remarkably
enough, in this case the contribution to (ﬁ%fj)p from supersymmetry breaking along
the ¢ direction to (4.8) vanishes in the leading order in (¢)/Mp.

All these equations for scalar masses are to be understood at energies of the order
Mp, and lead to low energy relations after renormalization.

The non-diagonal terms in K and W affect the trilinear soft terms V,j;, too. The
general expression for the trilinear terms corresponding to the fields with (G*) = (G;) =

0 is [20]

I/I/Z,.
Vi = (GADA+3)WJ’“ m, | (4.12)

where D stands for the covariant derivative in the Kahler manifold. Here we give only
the expressions for the most contrained case, i.e. where eqs.(3.7) and (4.7) are valid,
with n;al)] = 0. Once again we work with canonical normalization of the scalar fields.
With this convention and in the leading order of the small parameter ¢ the connections
in the covariant derivatives in (4.12) take the simple form

j o j 3 o Alg;—
G°T; = V/3n{"0,68 + g lpi — il n$ O 8l 72

GOT% = (1= V3n50.) (i — 9)0(gi — pj)éleail 72

(4.13)

The final result for the triscalar coefficient VU, for example, reads (with VU =
K12y )

1

msz/2

A

Vzg = [—\/gsine + (¢ + ua + hQ)} ngj

1 o .
w2 (Z 9: = G Z3V5aE 70 4 D s — wal Z Vil al)
i b

(4.14)

and similar expressions hold for VP and V¥ with obvious replacements. Notice that
the matrices Y have hierarchical entries and that the last line in (4.14) contain terms
not directly proportional to the Yukawa coupling Y;,, but rotated in the flavour space.
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The last terms in (4.14) come from G Dy, namely, from supersymmetry breaking along
the ¢ direction. It is useful to introduce the matrices

1 h 1 ~ g
ms) (AL)ij = (qZ + ?2)5” — §|q2 _ qj|Zg€|qz a5l ’
3/2
! ha 1 (4.15)
(AR)sa = (ta + 5)8ap — 5 lua — up| Zyelel .
mas/2 2 2
Then
Vil = =MYY + ALYV + YV AR (4.16)

This parametrization was already used in [21] in the context of the models proposed
in [12]. The simplicity of the results follows from nontrivial cancellations between G*
and (¢ contributions due to eq.(3.7).

As a particular case, in the absence of the U(1)x symmetry we recover the minimal
MSSM. Therefore, in this case, imposing appropriate modular transformations for the
renormalizable Yukawa couplings and under the assumption that they do not depend
explicitly on moduli fields, we get family-universal soft terms related by

me4ml 4+ mp =m: +mi+m;, = m;+ml+my = M?,
U D 5 (4.17)
A=A = A" = - M.

These simple relations appeared already in the litterature in different contexts [12,

22] and can be explained here by the modular invariance conditions of the Yukawa
couplings combined with dilaton/moduli breaking. It is interesting to compare our
results with those obtained in [22], where the role of the horizontal symmetry is played

by modular symmetries. The essential difference is in the predictions for the soft terms
which in [22] turn out to be flavour blind.

5 Mass terms in the Higgs sector

In this section we discuss the predictions for the mass parameters of the Higgs sector,
the soft masses m?, m%, the y parameter of MSSM and its associated soft breaking
term Bp.

In order to avoid the usual p-problem of the MSSM, we assume here that both
the p and By terms are effective interactions resulting from the Kahler potential after
supersymmetry breaking [23]. Actually, a H; H, term in the superpotential is forbidden
by the U(1)x symmetry if b1 +hy < 0 (in the case of only one singlet field considered in
this section). For hy+hy = 0, the absence of the corresponding mass term in low energy
string models is equivalent (after decoupling of heavy modes) to the presence of massless
Higgs doublets in the effective theory. Instead, for hy + hy > 0, an effective p—term
of O(e"*"2Mp) would be possible, which is inconsistent with the proper breaking of
the electroweak symmetry. This gy—problem could be solved by further symmetries,
e.g. modular symmetries (provided that they would allow for appropriate terms in the
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Kéhler potential, of course). The allowed values of (hq + hs) are strongly correlated
to the generation of fermion mass hierarchies in this approach with horizontal U(1)x
symmetry and Green-Schwarz anomaly cancellation. One derives [1] - [5] the relation
(h1 + hy)Ine ~ Trin(Y?/YF), which, after substituting the physical fermion masses,
favours the values (k1 +hs) = 0, —1, with the values (+1) and (—2) marginally allowed.

For the purpose of generating the p and By terms, we consider here two classes of
Kahler potentials for the Higgs doublets. As a first instance, we just extend the general
approach of sections 2 and 4 to include a H; H, term in the Kahler potential, with the
U(1)x symmetry restored by powers of ¢ or ¢, as follows:

hi+ho
K = —I—I_It”1 |H1|2-|-1_[7f"2 |Hy|* + 7 ((Mi> HiH3 0(h1 + h2)
P
@, @ [ ¢ (h1+h2)
7t H{Hy0(—hy — h h.c. 5.1
—|—a1_[1 <MP> 1Hy 0(—hy 2) + he ], (5.1)

where Z is of O(1) and the dots stand for terms independent of Hi, Hy. Modular
invariance of eq. (5.1) demands the following relation

n{™ 0l 4 (hy 4 ho) 0 = 0, (5.2)
if 7 is assumed to be t,—independent. In turn, imposing (5.2) forbids the presence of
the p-term directly in the superpotential, even in the case hy + hy > 0. From (5.1),
on expects the u-term to be of the order O(6|h1+h2|m3/2), also favouring small values of
(h1 + h2).

With the Kéhler potential completed as in eqs. (5.1) and (5.2), we return to the
question of the uniqueness of the solution (2.5) for the vanishing of the D-term of the
U(1)x group. It reads

Dy = (a]‘¢ Zh‘%hw —|—6GSM> (5.3)

1=1,2

The vanishing of the SU(3)) SU(2)Q) U(1) D-terms requires alanlih :318;;[2, hence,
for the canonically normalized Higgs fields, H; = £ H; = v. In the absence of any rele-
vant term in the superpotential, there are continuously degenerate solutions satisfying
SgsM? = ¢* — (hy + hy)v?. This degeneracy is removed by supersymmetry breaking
assumed in the dilaton and moduli sector, which yields the scale ms,; < eMp and
the soft terms. The resulting scalar potential along the flat direction can be analysed

through an expansion in powers of €. At leading order, we get (for hy + hy # 0)
V=02+h+ hg)m§/2v2 + const . (5.4)

Therefore, for (hy+hy) > —2, the minimum is for ¢ =4 /2Mp, v=_0and Dx = m¢/gX
The same conclusion holds for h; + hy = 0, as will be evident from the discussion
below eq. (5.10). For (hy; + hy) = —2, the continuous degeneracy persists at this
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level of approximation. For (hy + hy) < —2, the minimum of V is for ¢ = 0 and
(h1 + ho)v? = dgsMp, which is physically uninteresting.

We proceed to calculate the effective lagrangian in the Higgs doublet sector. The
scalar terms are obtained from (4.4) and the y and By effective parameters are derived
from the general supergravity expressions for a fermion supersymmetric mass term
(Mi)s);; and analytic scalar soft mass (Mg );; (¢, j are matter indices) [20]

1
(Ml/Q)ij = ms/2 <DZG] + 5G2G3> ,
(Mg)i; = m3y (GADa +2) DiGj .

(5.5)

We find the following results:

it = (14 hi+302 (0 + hinl?) ) md,
p1=mas (1+ (hy + ha)0(—hy — hy)) Zelm+hal | (5.6)
B =m3z/3(2+ (h1 4 h2)0(h1 + R2)) .

The simple prediction B = 2 for (k1 + h2) < 0 arises from a cancellation between
the geometric and Dx—term contributions to the By analytic coupling, due to the
relation (5.2). The latter is absent for hy + hy > 0 because of the analyticity of
the coupling Hy Hy(¢/Mp)"1+m2 . Though the parameters m? and m2 depend on the
unknown quantities ©®%, their sum does not

mi+m; = (24 b1+ ha)m3, . (5.7)

In order to decide if these predictions are consistent with the requirements of
SU(2)Q U(1) breaking, one has to renormalize the parameters down to the Fermi
scale. In our models the relevant parameters take a very simple form. As discussed in
section 3, Y5 ~ O(1) implies hy + g3 + uz = 0, which, in turn, gives

At = —M = —\/gmg/QSiﬂa 5 (5 8)
my, + mpy, + mg, = M? . '

Therefore the low energy parameters in the Higgs sector depend only on their
initial values (5.6), on the top mass, relatively well-known, and on the gaugino masses
parameter, M. One gets the following approximate results:

L o
(m} + m3)jm, = (M5 + m3) — 5(10p =2 — P IM?
1_

M2|MZ =2(1 - P)UQ

p?

?

where p = m?/m?_ ., is the ratio between the physical and the infrared fixed-point
values of the (running) top mass squared. Let us consider the following necessary
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conditions for SU(2)) U(1) breaking in the MSSM model:

2|B:u||]\4z < (ﬁl% + ﬁbg + 2ﬂ2)|Mz )
Bl > (74 )4 i), (5.10)
For (hy 4+ hy) = —1, g = 0 indicating that, in this case, the gauged symmetry

U(1)x implies an accidental U(1)pg symmetry. It is well-known that this symmetry is
inconsistent with phenomenology.

For (hy+ hy) = 0, one has m?+mi+2u* - 2By = 2(1 — Z)ng/2 at the unification
scale. This implies (for Z # 1) that the scalar potential at this scale has a minimum
for Hy = £H; = v = 0. The relations (5.9) are satisfied if |M| < (1 — Z)ms/5. In this
case we predict low values for tan 3.

For (hy + hy) = 1, B = 3mgja, = Zemsgyy, mi + ms = 3m§/2. The breaking of
SU(2)Q U(1) then needs a fine-tuning between M and ms, (to O(€?)), with tan 3 ~
O(1/€).

The case (hy + hy) = —2, already plagued by vacuum degeneracy at high energies,
leads to B = 2mgs, pp ~ 62m3/2 and m? + m2 = 0. These values are inconsistent with
(5.10) even after renormalization.

Summarizing, in this class of models, only those with (h14hy) = 0 seem to stand up
to SU(2)Q U(1) breaking requirements, if M < (1 — Z)ms/,. As discussed in section
7, in this case the gaugino mass can help to suppress FCNC effects. Radiative correc-
tions will affect to some extent the constraints (5.10), but a detailed phenomenological
discussion of the Higgs sector is beyond the scope of this paper.

We now turn to a model which has been found in (2, 2) superstring compactification
[24]. The Kahler potential of such models is

K=-In[(T+T)U+U)— (H + Hy)(H + Hy)| + ..., (5.11)

where T, U are two moduli fields and the dots stand for terms independent of Hy, H,.
The U(1)x symmetry of (5.11) demands (hy + h2) = 0. The modular transformations
associated to T and U now read

al — b
Hi
wel +d’

H —H
1,2 — T+ d 1,2

1C
_ H H, |
U= U= o gt

(5.12)

The soft terms are caleulated to be
i, = (14 hi = 3(03 + OF) + 3hi(n{ 0% + 0\ 02) ) md, .
§= (1 +V3(0r + @l;)) mays | (5.13)
By = (2 +2V3 (07 + Op) + 6®T®U) ms.
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This case is much less predictive than the previous one (the soft terms depend on the
unknown parameters O7 ), mainly because of the lack of a relation as (5.2) between
the moduli weights and the U(1)x charges . As noticed in [12] and [25] , the inequality
(5.10) is saturated at the classical level, corresponding to a flat direction in the classical
potential, even if the degeneracy between m? and m2 is removed by the Dy —terms.
From (5.9) one deduces that in order to fulfill the first condition in (5.10), one needs
M/ms/y ~ 0(11—0), namely, a moduli dominated supersymmetry breaking. Furthermore,
from the second condition in (5.10) and the requirement of the proper value for My
we get m3 ~ O(—M?%) and low tan 8 values. It follows from eq.(5.8) that mgq,, my, ~
O(Mz). Consequently, in this case we expect light gauginos and light third generation
scalars.

It is possible to arbitrarily extend the model to (hy + hg) > 0 by replacing in (5.11)
and (5.12), HiH, — ¢™Mth2 [ H,. But there is no theoretical basis for such models

anymaore.

6 U(l)@U'(1) horizontal symmetry

It has been demonstrated in ref. [10] that, in models with two U(1) &) U’(1) symmetries,
further suppression of the FCNC effects 1s possible.

Hence, we now extend our study to this class of models. We introduce two SM singlet
fields ¢1 and ¢y. Their charges can be chosen to be ¢; (—1,0) and ¢ (0,—1) (except
for the case of proportional charges). Then, no superpotential term W (¢y, ¢2) can
be written for zero vev’s of matter fields; the vev’s of the fields ¢1, ¢, are fixed by
the Fayet-Iliopoulos term. The superpotential W and the Kahler potential K (with
€1 = ¢1/Mp and g3 = ¢2/Mp) are:
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U qitu;thy Gtulthy oo
W = E {Yz 04: u5,ho 6’q,, LRy €1 Eg QU Hy+

J
ij

D gitdj+hy _gi+dj+h)
Y: thde Hq’.,d’,h/ oy 1(—: Q DZH +

L)

Lite;+hy Ef +ej+hi

1
Y Ot ejh1 Oet,e0 1 €1 L'E'H, |,

- ) D
K = Ko(T.,,T%) —1In(S+5) + Hﬁt¢1¢wh+ H 1a™ $262

7@ ]
+ » K299/,
@i:Qi7Ui7Di7Li7Ei

P (a) P n(o‘) L 11
- o . n; 0] ! g pi—; Pi—¥y
K; = 6 H1 ta' + Z; [ 0:; 0 11 L' e ey
a= =
(@), (a)
Poon tng (e —9i) wi—!
! J ¢‘l J ) 2 7
+0;: 0;; 1} Lo £;° ey
B G ) s, e
+0:; 0% 11 to ey g,
a—=1
!/ n — @2 7<pj kpé
+0;: 0%, i t 51 &, + ..., (6.1)

a=1

where the previous notation is used and we define 0, p..) = 0(a+b+c), 0;; = 0(p; — ;)
and 0% = 0(p) — c,o;)

The D—term contributions to the scalar potential are,

2 2

Vb = %1 (Kipi®' — Ko 61 +&1)" + 5 (AZ‘P O - Kbt 6)

where &1, & are the Fayet-Iliopoulos terms. We can, of course, always define one
linear combination of the two U/(1)’s which is anomaly free, but we prefer to work in
a basis where the ¢; charges are simple. Only the simplest and most predictive case
nEI?Z)] = ngfgj = ﬁgfgj =0for ® =@, U, D, E, L is considered here.

In analogy with the case of one U(1) symmetry, the relation betwen horizontal
charges and modular weights reads:

n{ — 0 = 0l (o — )+ 0 (e - o). (6.2)

The relations (6.2) enable us to rewrite the matter field metric as:

P (nl a2 .
o {5@' + Zf;} ,
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where
e Zq> 1113[ t%( |% WJH‘” |% @il)
7 iy Lot
a=1
! !
/ —® —¢, 15 ;P
[ 02] 02] 1 ] ! —I_ 022 02] a IE ' ]—I_
! H0] i /7%0] ¢17¢] kpz
92] 9]2 1 2,‘:2 + 9]2 9]2 1 €9

The soft scalar mass matrices are as follows:
?,’IV’L?]— = <sz - GAI%Z']*ABGB> mg/Q —|—
g1 min(e;, ;) Gig( D) + g2 min(, ¢5)Gig(Da) (6.3)

where A, B = a, ¢1, ¢. In absence of the term W (¢y, ¢2) in the superpotential, one

finds by minimization of the scalar potential
IS

gi ];[ to (D;) = m(b,where m(b = (1—|—3n¢ @2)m3/2

The final expression for the scalar masses in the canonical basis reads:

i = md (14t 0l 3020 + il +¢nf)) s,

1 .
—5 (e =l + 16l - ¢)) 23
— (0 — @), — 0,0, 2% — (0, — @) () — )00, 2,2 ) (6.4)

As for the one U(1)x symmetry case, the only dependence on the unknown parameters

0., nﬁ“) is contained in a diagonal flavour independent term. This is a consequence
of the eq. (6.2) which leads to nontrivial cancellations between F-terms and D-terms.
Now, however, supersymmetry breaking along directions G% do contribute to the soft

masses; in eq. (6.4) the last two lines come from G G2 aifaljb + h.c.

For the trilinear coefficient VZZJ, we obtain, by using (6.2):
Vzg = m3/2 ( <_\/§Sin0 + (qz ‘I' Ug —I' h2) + (qZI + u; + th)) ?ulz]
1 A
=5 (e = el + lal = ) 25Vis

1
g =l 4l — ) 2257 ) (6.5

where we have defined YV = ¢X/2YV | as in section 4. It is straightforward to check
that, using the results (6.4) and (6.5), we get predictions similar to eqs.(4.9) and (4.11)
with ; — @; + @l

An important consequence of eqs.(6.4) and (6.5) is that the flavour off-diagonal
terms can vanish only if ¢; = p; and ¢} = .. In this case, also the diagonal terms
are flavour independent. However, the corresponding fermion mass matrix will not
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have the required hierarchical structure. Thus, it is impossible to have the sfermion
mass matrices diagonal and degenerate and simultaneously to keep the hierarchical
structure of the corresponding fermion mass matrices. This result can be generalized
to an arbitrary number of abelian symmetries. It is, nevertheless, still possible to
have degeneracy between some diagonal enlries in sfermion mass matrices m? = 771?
by choosing models with ¢; + i = @; + . We shall return to this discussion in the
next section.

7 Phenomenological aspects

We have proposed a class of supergravity models with horizontal abelian gauge sym-
metries and modular invariance in which the hierarchies in the fermion mass spectrum
are entirely due to the U(1) symmetries. They have several interesting phenomenolog-
ical aspects which can be grouped as very general qualitative features and more model
dependent results. On the general side, the most important are :

i) high predictivity for the supersymmetric spectrum; the sfermion spectrum and
the Higgs boson spectrum is strongly correlated with the fermion masses and mixing
angles (in the simplest case of one U(1) it is entirely determined) and shows the family
dependence inverse to fermions (lighter sfermions correspond to heavier fermions).

ii) generic presence of flavour mixing effects already at the Planck scale in the
squark mass soft terms and trilinear terms; again, these effects are strongly correlated
with the pattern of fermion masses and not only at the order of magnitude level (like
in models with /(1) symmetries alone) but with the relative magnitude of different
terms fixed by the horizontal charges.

iii) qualitative consistency with the present experimental constraints, which is re-
markable in view of the rigidity of the models; in particular one can construct models
which give FCNC effects at low energy suppressed strongly enough to meet the exper-
imental limits. However, at the same time our class of models typically gives FCNC
effects which are stronger than expected from the universality ansatz at the Planck
scale and with predictible dependence on the up-down, left-right sectors. Thus, this
class of models is suggestive of very rich future phenomenology in the domain of FCNC
effects, once the experimental sensitivity is improved. One should stress that we expect
FCNC effects to be only little below the present limits.

On the more model dependent side, we can distinguish the two cases of one U(1)
and two U(1) symmetries. With one U(1) our results are particularly definite. The
only acceptable U(1) charge assignement for the Higgs fields is k1 +hy = 0. The FCNC
effects are predicted to be large, although still marginally acceptable for certain charge
assignments. They have been discussed in some detail in ref. [11], [26]) and we do
not repeat this discussion here. One should stress that with the moduli-dominated
supersymmetry breaking, i.e. with small strong interaction renormalization effects

in the RG running from Mp to My (see section 5) the FCNC effects are indeed at
(AM“’d)%Q

the border line of the present experimental limits [27] for (5}\%\4)172 = o
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(M = L,R) and 5?’5 = \/(525)172(5;%’%)1’2 (defined in the quark mass diagonal basis;
M,, is an averaged squark mass).

It was shown in [10] that the constraints from K° — K° mixing can be satisfied
in models with two U(1) symmetries and two mass scales. Models with two U(1)
symmetries give, of course, more freedom in the U(1) charge assignements consistent
with the pattern of Yukawa matrices and, in consequence, ease the problem of FCNC
effects.

One can identify certain qualitative features of such models. One way to suppress
FCNC is to impose some partial degeneracy for the diagonal entries in the squark
masses. One can see on general grounds that it is the diagonal non-degeneracy in
the U(1) basis which is the main source of FCNC effects. Let us suppose that the
Cabibbo angle ) is obtained by diagonalizing YV (Y'P). Then in the quark physical

) w22 Q)2 ) _
basis (6%;)12( (6%;)12 ] ~ max( 152 Vs (M2)12) ~ V,s. This prediction seems to be

valid for any model based on an arbitrary number of abelian horizontal symmetries.
Too large a D° — D° mixing is predicted (the K° — K mixing can be suppressed as
in [10] or as in our example below). In our class of models, this result can be avoided
by a proper choice of charges. Indeed, with ¢; + ¢} = g2 + ¢} one has m? = m2 and the
problem disappears.

We need to check if this charge assignment is consistent with Yukawa matrices.

Writing Y“ll] / Y:g ~ 5313+u“3£g£3+u:‘3®(q¢ + uq + h2)O(q) + vl + h}), etc. one can check
that, after imposing ¢1 + ¢} = ¢2 + ¢4, we get Vs ~ (&1 /52)%2. So, we necessarily
need two mass scales. It is easy to construct an acceptable explicit model. We choose
g1 = A, &2 = A? and the charge differences

q13 = 1,(]23 = 2,U13 = 5,U23 = 27d13 = 3,d23 = 0,

Gz =1,q55 = 0,uly = 0,up, = 0,dy5 = —1,dyy = 0. (7.1)
The quark mass matrices are then of the form
AN A8 A3 )3
yU ~ 27T )2 ’YD -~ 0 A2 A | (7.2)

A 0 1 1

For the squark masses we get

1 A3 )38
(mrp)? ~m2 [ A 1 A |,
A2 1
1 A3 ) 1A )38
(ke ~m? [ A 1 A2 | (mbp) ~m> [ A 1 0
A2 1 01

From the assignement ¢; + ¢; = ¢2 + ¢, we get (ﬁzLL)fl = (ﬁ”bLL)§2- The charge
assignement (7.1) gives also d; = ds and d, = dj. Therefore, (TT’L%R); = (m%R);
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and (ﬁ@%R)zg = (T%%R);z- The most important FCNC effects remain in (5}%)12 ~

M (8%R)12 ~ A (6%p)12 ~ A® and 8%, ~ X1 These signals are below the present
experimental bounds but can be tested in the next generation of experiments.

Finally, we address the question of new supersymmetric phases which may be dan-
gerous for CP wviolations. On general grounds, the soft mass matrices for left and
right handed squarks are hermitian, i.e. the diagonal terms are real. In the flavour
off-diagonal terms (in the quark mass diagonal basis) arbitrary phases can be present.
However, in any model with proper suppression of the FCNC effects those off-diagonal
terms are suppressed. Thus, in the case of squark masses the problem of new phases
is automatically solved together with the FCNC problem.

For the trilinear terms (L-R mixing terms in the complete squark mass matrices)
the situation is not so simple. It is still true that the phases in the flavour off-diagonal
terms are typically not dangerous, for the same reason as in case of soft masses. For
instance, for one /(1) and in the quark mass diagonal basis we have

Vv M ;
= ———Y{ + (Up AL UDY] + Y] (Ur ArUf,) (7.3)

msz/2 msz/2

and similar expressions for V? and V. In (7.3), U, and Ug are unitary matrices which
diagonalize the mass matrix Y/ = U, YYU}. The result can be expressed in the form

)

V2 Alas Al
mS/Q(VU)iJ' _ Aij€|q”|m§] + BZ']@' JlmZU o (7.4)
where mY = (m,,m.,m;). The O(1) matrices A;; and B;; are easily computed; for

example, in the Froggatt-Nielsen hierarchical case, using the notation (Uz),; = ¢:6;; +
dijém”', we find A;; = (¢ — q;)d5;c; — %|q2-j|c2-c’;Z§. The dots in (7.4) denote higher
order terms.

However, there is no general principle to protect diagonal A-terms against new
phases. They can be dangerous for the electric dipole moment of the neutron. Actually,
the relevant phases are Im(A;M*), with A;; defined in eq. (1.2). Consequently, we
get Im(AYM™*) = (¢ + u; + ho)Im(msz/sM*) and all other possible phases in G* are

irrelevant here.

8 Conclusions

The main purpose of this paper is to propose a theory of flavour where the super-
symmetric spectrum is completely determined and experimentally testable. We study
effective superstring models with abelian horizontal gauge symmetries and modular
invariances. It is shown that the horizontal charges and the modular weights have to
be correlated if the hierarchy of fermion masses follows solely from the UU/(1) symme-
tries. In consequence, the soft terms in the supersymmetric spectrum, including the
Higgs boson mass terms, are determined by the quark masses and mixing angles. This
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results in a predictive framework for the scalar masses. Indeed, the splittings between
the diagonal as well as the non diagonal entries in the squark and slepton soft mass
matrices turn out to be independent of the direction of supersymmetry breaking and
of the modular weights associated to the matter fields.

We consider models with one and two U(1) symmetries. The latter have more
freedom in the assignement of the U(1) charges and allow for stronger suppression of
FCNC effects. However, as a generic feature, models of our type give FCNC effects
only little below the present experimental limits, and are suggestive of very rich future
phenomenology in this domain.
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1 Introduction

In trying to describe four-dimensional physics from compactified string theories, it soon
appeared [1] that the ten-dimensional string can hardly be weakly coupled, leading
to far too large a Newton constant. So phenomenological attention must be paid
to strongly coupled strings. Recently [2], [3], a lot of progress has been made in
understanding this new physics: the strongly coupled regime is now viewed as the low
energy limit of M-theory and, in particular, the strongly coupled Fs x Fg heterotic
string, traditionally considered as the most relevant one for phenomenology, can be
described, in the low energy limit, by the eleven-dimensional supergravity with the two
FEg gauge factors living each on a 10-d boundary. The radius of the eleventh dimension
is related to the string coupling by Rqyq ~ )\315/3. So in the strongly coupled regime, Ryq
has to be large; in particular, it could be larger than the typical radius of the other six
compact dimensions. Therefore, it appears in that case that the eleventh dimension
has to be compactified after the Calabi-Yau internal manifold ( [4], [5], [6]). Describing
four-dimensional physics from Eg x FEg heterotic strongly coupled string should thus
be equivalent to compactifing the eleven-dimensional supergravity on a Calabi-Yau
manifold and then compactifing the fifth dimension on S'/Z,. Our goal is to compactify
the Lagrangian to 4-d in a way compatible with N =1 4-d supersymmetry. As shown
in [3], the presence of the boundaries and the interaction between the boundary fields
and the bulk fields make this task difficult, as the 7-d internal space is not really a
direct product Q x S'/Z,. However, we shall be mainly concerned with compactifying
the (bulk) gravitational sector of the theory, where this difficulty does not appear and
simply add the kinetic terms for the gauge fields on the boundaries. We ignore all
the matter fields in 4-d and their interactions. This is the point of view adopted here
and we compare this pattern of compactification with the previous one, studied in [7],
which corresponds to 11 — 10 — 4.

Performing an explicit compactification on a CY manifold can be rather difficult, so
we adopt an alternative way, by truncating with a symmetry of the compact space such
as to maintain N = 1 supersymmetry in 4-d. Of course, in this case we can describe
only the analogue of untwisted fields of string theories, originating from 11-d and 10-d
fields.

In section 2 of this paper, we identify, for different projections, the Kahler structure
for the moduli fields describing the shape of the internal manifold. We will observe very
interesting geometrical properties, namely in all the cases the size of the compactified
manifold is contained exclusively in the dilaton-axion superfield S, all the other moduli
fields being invariant under dilatations of the 6-d compactified space.

Our main goal, to be studied in section 3, is the N = 1 spontaneous supersymme-
try breaking in 4-d by compactification from 5-d to 4-d, by using the Scherk—Schwarz
mechanism [8]. We argue that we obtain results that look like non-perturbative from
the perturbative heterotic string point of view, like a universal superpotential genera-
tion for S. The corresponding model spontaneously breaks supersymmetry with a zero
cosmological constant, has the invariance S — 1/5 and a minimum that is reached for

S=1.
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Section 4 shows that the use of the eleventh (or fifth, after the CY compactification)
dimension to break supersymmetry offers a new perspective on the decompactification
problem and the unification problem of perturbative string theories. The dependence
of the gravitino mass on the fifth radius Rs (seen from 4-d in Einstein units) is

R:?

S, (1.1)
4
ML)

mgyo ~

By using this result, we argue that a value of the fifth radius of the order of 10'* GeV
could solve both above-mentioned problems.
We end with some conclusions and prospects.

2 Dimensional reduction

The bosonic part of the strongly coupled Fs x Fg heterotic string Lagrangian is (we
neglect for the moment higher-derivative terms) [3]:

S — /1_2/ d"z\/g <—§R(H) - EGIJKLGIJBL> (2.1)
11 J M1

V2
3456&%1 M1

1 10 AB

where I, J, K, L. =1, ..., 11 and Gpjky, is related to the field strength of the three-form
Crix by (in differential form language)

1 LT
d e CrLnnGr..nGL.1,

/{%35(1,11) 11

G =6dC + ————d:
2\/5#(4@2/3 !

way , (22)

which is similar to the ten-dimensional relation H = dB — %/wgy. In (2.1), k11 is the

11-d gravitational coupling that defines the 11-d Newton constant k1, = MI_IQ/Q, which
is the M-theory scale. For the purposes of this section we set M7; = 1. The mass units
will be discussed in detail later on.

The above Lagrangian must be supplemented by the Horava-Witten Z; projection,
which projects out one gravitino and part of the other fields on the boundary. It acts
in the following way:

11 — —Z11, \I’I(—fn) = Fn‘I’I(CEn), (2-3)

where Wy is the 11-d gravitino and I'y; = T’y -+ - 'y 1s the 10-d chirality matrix, while
the three-form ' is odd and the metric tensor is even.

Throughout the paper, 26, ---, 2" will denote coordinates on the CY manifold
@, z° the extra eleventh dimension, and z!,--. , 2* the ordinary 4-d space-time. We
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introduce a complex structure on ) by defining
B RN T e T L

y' = ) , Y= 7 , 1=1,2.3. (2.4)
In the following, g, v,--- will refer to 4-d and 5-d Lorentz indices (to be distinguished
whenever necessary) and 7, j, k- -+ to compact indices.

We truncate the Lagrangian (2.1) in order to obtain N = 2 models®" in 5-d in
the supergravity (Einstein) units, which we argue are the natural units in M-theory.
Then we impose the Horava-Witten projection (acting by substituting z1; — x5 and
I''1 — I's in (2.3)), which gives N = 1 models in 4-d.

A simple dimensional reduction can be performed to obtain an action in 5-d. Our
way of truncation (see below) is such that, in the metric tensor, there is no mixing
between compact and non-compact indices. So, going into supergravity coordinates in
5-d, we take

gl = G130 gl — g (2.5)

where (7 is the determinant of the metric in the compact space g (to be distinguished
from ¢®)).
Similarly, the relevant components of the three-form are
C;wp; C,uij = Afjj)a Cz]k = A€jk, Cijfc 3 (26)
where a and C;;; are complex scalars. Moreover we shall take C';;z = 0 in the following,

these fields being irrelevant to our analysis.
After algebraic manipulations, we obtain the desired 5-d bosonic action (see [9]):

1 1

§6) — _§/d5$1/9(5) [R(S) + —12tr(g_laﬂg)tr(g_la“g)
1 —_ —_— 1 vpo

+10(9710u9970"9) + 57 G o G

+18 Gl/S(gikgﬂ - gzigkj)F;Eij)Fuv (k)

+ 36 (det gij (0,a)(0%a) + 2det gij(aﬂa)(a“cﬁ) + det g”(apaT)(aﬂaT))]

1 . A _
—36\/§/d5x T <z Cowp(0ra)(0ra’) + ZGikmﬁjlnA(”)F(M)F(mn)>

" vp oT

1
_W / d*z /¥ GY*4rFyg FAB (2.7)
In the following, we perform the rescalings (a, Affj)) — (a, AE@)/G. We now consider
particular truncations and also compactify the fifth dimension to obtain a 4-d action.
For each case in our discussion, the gauge group on the observable boundary is broken
by the usual embedding of the spin connection into the gauge group.

To begin with, consider the simplest truncation, corresponding to a compactified
space with just one radius e”/2, the “breathing” mode(?). Following Witten [10], we pick

(DWe call N = 2 supersymmetry the smallest possible supersymmetry in 5-d.
(2)This simple truncation in the M-theory regime has recently been performed also in [6].
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up an SU(3) subgroup of the SU(4) ~ SO(6) rotational group acting on z° - z'.

We define this SU(3) such that (y',y? y*) transforms like a representation 3 and
(y",y%,4%) like a representation 3. The 11-d fields have to respect this SU(3) sym-
metry and also the Z; symmetry acting on 2°. The observable gauge group is Fg. The
massless spectrum in 5-d is the universal hypermultiplet (C,,,, €, a,a') and the grav-
itational multiplet, which corresponds to a CY manifold with A ;) =1 and A1) = 0.
The resulting 11-d tensor metric is written

g =765, gD = 727 g0) 28)
gl =¥, gl = erglh).

We have adopted here supergravity coordinates in which the 5-d and 4-d actions have
a canonical supergravity expression. The scalar field e” is related to the radius of the
CY manifold, while €” is related to the radius of the fifth dimension. Similarly, in 4-d
and after the Horava-Witten (ZZ"W) projection, the three-form has only the massless
components

Ch) = Chus, CLY = Bé; . (2.9)
(s 1s a two-form in the 4-d space-time while B is a 4-d scalar field.

The dimensional truncation of S®) is easily performed and leads to

g — _ / d*z/ g™ {%R(‘l) + %(aiﬁ)(@“’y) + Z(@MJ)(@“U)

1 60 vps 3 —2 1
+—e G;prG# P + 16 'V(@#B)(Q“B) + W

T eSC’FWF“”} . (2.10)

To be consistent with a true CY compactification, this 4-d action has to derive
from a Kahler potential; the supergravity coordinates are the appropriate ones for the
identification of this Kahler structure. The complex fields are indeed easily identified
as

S — 30 : ’
© (2.11)
T=¢"+18,
and the corresponding Kéhler potential is K = —1In(S + ST) —3In(T + TT). The
imaginary part of S is obtained from a Hodge duality of G
€7 G vps = €uupe0’ar . (2.12)

Notice, first of all, the well-known exchange of roles between S and T compared to
string compactifications. Moreover, unlike the case of the direct compactification of
10-d string case, the definitions of T" and S are completely decoupled, S being related to
the volume of the 6-d compactified space and T to the radius of the eleventh dimension,
but seen from 5-d. We call it the radius of the fifth dimension Rs in the following, in
M-theory units (denoted by REM) in section 4). In the last section, we shall see how,
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with another interpretation of this radius, we can reproduce the Kahler structure of
usual string compactifications.

The SU(3) invariance requirement on the CY manifold allows one single field o
in the metric. We can in fact mimic compactification on orbifolds by restricting to
discrete subgroups of SU(3) that act non-trivially on the representation 3 and 3 in
such a way that we maintain N = 2 in 5-d, by using the methods employed in [11].
We shall consider three cases (the action is on the representation 3):

a. Zig symmetry acting like (1e¥7/3, —je2m/3 ¢2in/3)
b. Zs symmelry acting like (e27/3, ¢2i7/3 ¢2im/3)
c. Zy X Z5 symmetry acting like (—1,1,—1) x (1,—1,—1) .

a. 713 symmetry. This model has a massless spectrum in 5-d consisting of the
universal hypermultiplet, two vector multiplets and the gravitational multiplet, corre-
sponding to hg 1y = 3, h(z1) = 0. The observable gauge group is g x U(1) x U(1). In
the supergravity coordinates, the metric tensor then takes the form (written directly

from 11-d — 4-d):

2y—2(c1402+03) /3 (11) _ %S

(1) _ =v=2crtoatoa)/3,(4) (1) _ » Y

g;u/ uy 955

R (213)

where the shape of the orbifold is described by the three radii o1, 05 and o3. After the

ZHW projection, the massless modes of the three-form in 4-d are

Cuvs, Csiz = Bib;. (2.14)

It is easy to perform the dimensional reduction of S©®) and, as previously, to identify
the Kahler structure. The 4-d action now derives from

K=-In(S+51) = > In(Tx + T, (2.15)

1<k<3
and the complex fields are identified as

S = €U1+02+03 + ial ,

Tk — 676—(01+02+03)/3+0k + ZBk, (216)
where a; is still defined by a Hodge duality 62(“1+"2+"3)Gwp5 = €u500%a;1 . Notice here
the relations ¢;/t; = R}/R:, tilyts = RE, s = RIR;R3, where R; denote the three
CY radii. An interesting fact is that under a dilatation of the 6-d compactified space
gi; — Agiz, the only field that changes is S. This will be valid for the more general
truncations discussed below and is related to the special geometry structure in 5-d.

b. Z3 symmetry. The massless fields in 5-d are the gravitational multiplet, the
universal hypermultiplet and eight vectors multiplets, corresponding to h( 1y = 9 and
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h(2,1y = 0 and the observable gauge group is Eg x SU(3). In the supergravity coordi-
nates, the Zs-invariant metric tensor takes the form

g = e GG gD — rgmt/e GO — g (2.17)

The shape of the orbifold is here described by the nine parameters appearing in the
unrestricted g;;. The massless modes of the three-form in 4-d are C,,5, Csi; = B7 .
The resulting compactified 4-d action now derives from the following Kahler potential

K = —In(S + S — Indet(T;; + T3;1), (2.18)

and the complex fields are identified as

S=G"?+4ia,,
o (2.19)
T”* = e’yG_ / gzj—l_ 3 B”* 5
where G*G,,5 = €u,007a;. Notice the relation dett;; = € = R2, which is again

related to special geometry in 5-d.

c. Zy x Zi symmetry. Here, in contrast with previous cases, we obtain three
additional hypermultiplets (in addition to the universal one) containing the bosonic
fields (gsi, Ci). The model is described by hg 1y = 3,h(,1) = 3 and the observable
gauge group on the boundary is Fg x U(1) x U(1). In the supergravity coordinates,
the 73 x Zi-invariant metric tensor now takes the form

gl =G, gl = e (2.20)

1122

and

: (2.21)

where ¢{) are 2 x 2 symmetric matrices, G; their determinant, and G the global deter-
minant.

The 4-d massless modes of the three-form are C,,5, Cs;; = B;6;7. The corresponding
4-d Kahler potential now is

K=-In(S+ 5= > T+ T = > In(Ux+ U), (2.22)

1<k<3 1<k<3

where

S = GY?+ia,

T, = GG +iB,, (2.23)
(G2 gl

Ue = —g—+1 7G>
922 922
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with G Gups5 = €upo07ay.

Notice that all the models studied above are particular cases of no-scale models [12].
So the no-scale structure seems to be present in both the weak-coupling limit and the
strong-coupling one of superstring compactifications [4], [6].

Recently, it was shown that the anomaly cancellation in M-theory asks for another
term in the M-theory Lagrangian [3], [13], which can be viewed as a term cancelling
five-brane world-volume anomalies [14] or, by compactifying one dimension, as a one-
loop term in the type 1A superstring [15]. In our conventions and by using differential
form language, it reads

1
W5:_W/MHC/\X8 , (2.24)
where Xg = —étrR4 + ;—Q(trRQ)Q. This term can be compactified to 4-d in different

compactification schemes by using the field definitions given above and the quantization
1

rule o> [trRAR = m, where m is an integer and the integration is over a 4-cycle in the
compactified space. Without entering into details and restricting to one overall radius,
we find in 4-d a higher-derivative term of the type T'R* in superfield language (recently,
similar 4-d terms were studied [16] and claimed to be relevant for supersymmetry
breaking).

Armed with the above field definitions, we can now study our main concern, super-
symmetry breaking from 5 — 4 dimensions by compactification.

3 The spontaneous breaking of N = 1 supersymme-
try in four dimensions by compactification

We are interested in the phenomenology of the M-theory compactifications, in partic-
ular we would like to break the N =1 supersymmetry in 4-d. To achieve this aim, we
perform a mechanism proposed by Scherk and Schwarz [8] in a supergravity context
and then generalized to superstrings in [17] (another possibility for breaking super-
symmetry is the gaugino condensation of one of the Fs gauge group [18]). As there is,
for the moment, no quantum description of M-theory, we use its effective low energy
description at the level of supergravity.

The Scherk—Schwarz mechanism is a generalized dimensional reduction that allows
for the fields a dependence in the compact coordinates. Nevertheless, to avoid ghost
particles and to include ordinary dimensional reduction, this dependence must satisfy
some properties: it has to be in a factorizable form and has to correspond to an
R-symmetry of the theory. The simplest example is the use of the compact SO(6)
symmetry of the 6-d compact manifold, which is readily applicable to the superstrings
case. In this case, any component of a tensor with p compact indices and ¢ non-compact
indices takes the form

Toyvipreong(@,y) = [T U W) Tipignosg (), (3.1)
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where y denotes compact coordinates and x non-compact ones. This tensor decompo-
sition is stable under product and exterior derivation.

This extended dimensional reduction, when applied to the curvature term, generates
a potential for the scalar fields corresponding to the metric in the compact space. The
requirement for this scalar potential to be positive imposes further restrictions on the
form of U. A solution was proposed by Scherk and Schwarz, by taking

U = M, (3.2)

where M is an antisymmetric matrix in the compact space with zeros in the row and
the column corresponding to y'. Then the 4-d scalar potential, in supergravity units,

reads [§]

11 1,1
Vo = = (9"tr (M2 = MgMg™) — (g7 MigMg™)") 3.3
o 4\/59( gMg™') = (g7 M'gMg™") ) ; (3:3)
in (3.3) and the rest of this section, ¢ is the metric in the 7-d compact space and G its
determinant.

When applied to the kinetic term for the 11-d spin—% field, this extended dimensional
reduction also generates, through the spin connection for compact indices, masses for
the resulting 4-d gravitinos.

More important for our purposes are symmetries that mix fields of different parities,
for reasons that will become transparent below. For the truncations we are discussing
here, these must be subgroups of the Sp(8) symmetry present in the N = 8 supergravity
in 5-d (see third reference in [8]).

We shall perform this mechanism in two cases

a. with y' being the extra eleventh dimension, z°;

b. with y' being a Calabi-Yau or orbifold coordinate.

We use for this purpose the truncations derived in the preceding section. The pro-
jections P we use have to commute with the Scherk—Schwarz matrix U/, which means
explicitly

[P,M] =0 if Py'=y",

3.4
{P,M}=0 if Py'=—y". (34)
a. An eleventh-dimension coordinate dependence. The characteristics of this case

is the anticommutation relation

{ZFW MYy =0. (3.5)

We consider here two different possibilities. The first uses an SU(2) R-symmetry
present in the 5-d theory, which we argue to be the subgroup of Sp(8), which commutes
with all the projections. The second uses the usual symmetry of the 6-d internal
manifold, which is relevant for the type I'1A supergravity in 4-d.
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i. SU(2) R-symmetry.

To keep things as easy as possible, consider for the moment the simplest truncation
(2.8) corresponding to an SU(3) invariance in the compactified space. In this case,
in 5-d the only matter multiplet is the universal hypermultiplet, whose scalar fields
parametrize the coset % [19]. This structure can be simply viewed from 4-d by
a direct truncation (without the ZFW projection). The truncated dependence on the
universal hypermultiplet can be derived from the Kahler potential [19]

K =—In(S+S"—2da) , (3.6)

where the Hodge duality in 5-d is GG, = ewpgfg(—a‘sal + ial 85 a/\/ﬁ) and S =
e* +a'a +ia;. The SU(2) symmetry acts linearly on the redefined fields

1-5 2a
— ~ = 3.7
which form a doublet (21, 22). The ZIW projection acts as ZJWS = S, ZIWq = —a,

which translates on the SU(2) doublet in the obvious way:

() = (o 5)(2) @

The Scherk—Schwarz decomposition in this case reads explicitly

N COSMTs SinMmTs 1
(2) - (5 )(2) 0
Z9 —sinmaxs cosmzs 29
corresponding to the matrix defined in (3.2) M = imo, and where m is a mass pa-
rameter. Notice that, thanks to the anticommutation relation (3.5), which is clearly
verified, the fields 2; have the same ZXW parities as the fields z;. The resulting scalar
potential in 4-d in Einstein metric is computed from the kinetic terms of the (21, 22)
fields derived from (3.6). After making 2, = 0, corresponding to the projection ZHW
it 1s easily worked out and it is positive semi-definite. Expressed in terms of S and T,
the result is

4m? |1 - S|?
(T + Tt S+ 85t

V= (3.10)

This can be seen as a superpotential generation for S. The 4-d theory is completely

described by®)

K=—In(S+SYH)—-3mn(T+1T1",

W =2m(1+S5) . (3.11)

() This result is in agreement with general results on no-scale models (second reference in [17]).
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Notice that this superpotential for S should correspond to a non-perturbative effect
from the heterotic string point of view. The minimum of the scalar potential corre-
sponds to S = 1 and a spontaneously broken supergravity model with a zero cosmo-

logical constant. The order parameter for supersymmetry breaking is the gravitino
mass mg/Q = MW|? = 8m?/(T + TT)?. Notice that the theory (3.11) is symmetric
under the inversion S — 1/, easily checked also on the scalar potential (3.10). This
corresponds to a subgroup of the SL(2,7) acting on S as S — (aS — b)/(¢cS + d),
where ad — be = 1, restricted here to a = d =0, 6 = —¢ = 1. This already suggests a
weak coupling — strong coupling symmetry of our resulting model, as in the S-duality
models proposed some time ago [20].

We stress out that this 4-d model presents some general features, independent of
the details of the compactification®. The most general R-symmetry present in 5-d in
N = 8 supergravity is Sp(8). This symmetry is reduced once we impose truncations,
and the truncation to N = 2 leaves an SU(2) symmetry appearing in the supersym-
metry algebra. The scalar fields from the universal hypermultiplet, present in any
compactification, transform as a doublet under SU(2). The Scherk-Schwarz mecha-
nism uses only the antisymmetric part (O(2)) of this doublet, so we are led to (3.9). On
the other hand, the O(2) part is exactly that required by the Horava-Witten Z" pro-
jection, which defines the Fg x Fg heterotic string. In more general CY models in 5-d,
the SU(2) symmetry acts also on other scalar fields than the universal hypermultiplet,
but the piece (3.11) we computed should always exist and is universal.

1. Symmetry of the compactified space.

Since P (SU(3), Zs, Z1z or Zy x Z3) doe not act on z°, the commutation relation

(3.4) simply reads

[P, M] = 0. (3.12)

For P = SU(3), there is no antisymmetric matrix M respecting this condition, so we
can not perform the Scherk—Schwarz mechanism. For P = Z; x Z), the allowed M

matrices involve three parameters and, in the basis (2°, 2%, -+, z'!), read
/ 0 . 0
0 mq
—m 0
M= : 0 my . (3.13)
— My 0
0 ms
0 —ms 0

In this case, the Scherk-Schwarz matrix does not anticommute with ZW, so the
mechanism is better adapted to type /1A supergravity in 4-d. We are only interested
here in a field spectrum common to type ITA and heterotic string. As we will see in
the next section, the qualitative features of this case concerning the decompactification
problem are, however, similar to that of the previous example.

()The following arguments were developed in collaboration with R. Minasian.
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The scalar potential (3.3) reads, in this case:

1 _ ° mf i i 2 N2
Vo = Ze MZH <<9§1) _9£)> ‘|‘49§2) )7 (3.14)

=1
which, expressed in terms of moduli fields (2.23), takes the simple expression

3 2

1
Vo = m?
0 tilots 2 m]

=1

Uz —1
U; + U}

(3.15)

This scalar potential has interesting consequences. In analogy with our previous ex-
ample, the scalar potential is invariant under U; — 1/U;. The three U-fields develop a
vev (U;) = 1 (the self-dual points of duality transformations) and acquire masses

m2

2 = U 3.16
mUz <t1t2t3> ( )

At the same time, the single gravitino that remains after imposing the Z, x 7 x ZHW
symmetries also acquires a mass, which is computed to be

my + mg + Mg
2./ (t1tals)

(3.17)

msz/a

b. A Calabi-Yau or orbifold coordinate dependence. We choose here y! to be 2, a
CY or orbifold coordinate. Then the commutation relation (3.4) reads

[P,Mzf] =0, [ZFW Mz =0. (3.18)

For P = SU(3), there is no antisymmetric matrix M respecting this condition, so we
can not perform the Scherk—-Schwarz mechanism. For P = Z; x Z), the situation is
different; since z® is now odd under the first Z, and even under the second one and

under ZHW the commutation relation simplifies again
{Zy,M} =0, [Z,,M] =0, [ZFV M]=0. (3.19)

Thus we can always choose M to be of the off-diagonal following form, in the basis
(25,25, , ),

(3.20)
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Then the scalar potential, written directly in terms of moduli fields, reads

1
% = <m2|t2Ug - t3U3|2 + m’2|t2U3 - t3U2|2 (321)

48t1 U1t2U2t3U3

_% ((m - m’)2t2t3 - mm'(t2 - t3)2) (U2 _ UTQ)(UB _ UT3)> )

The minimum (for m # m') of the scalar potential corresponds to the flat directions
<t2> = <t3>, <U2> = <U3> and <ImU2> = <ImU3> = 0. (322)

We do not write here the scalar mass matrix, but just notice that the leading matrix
elements, which fix the physical masses, are of the type (consider m ~ m’):

m2

mg ~ — | (3.23)
Stl
where t; is the modulus field corresponding to the Scherk—Schwarz coordinate. This
case 1s the analogue of the supersymmetry breaking by compactification in the weakly
coupled superstrings [17]. Notice that in the superstring case, the mass parameters
m,m’ in (3.20) are discrete, being related to automorphisms of the compactification
lattice.
All the masses we computed above are measured in M-theory units. In the following
section, we translate these results in 4-d supergravity units.

4 Phenomenological implications of M -theory com-
pactifications

We shall discuss in this section some phenomenological issues of M-theory compacti-
fications focusing essentially on the 4-d Newton constant and the gravitino mass. For
simplicity, and without affecting our conclusions, we restrict ourselves to the simplest
case of t; = €.

String compactifications do not easily allow [1], [21] an adjustment of the string
mass scale, the vev of the dilaton and the volume of the compact space to tune the
three 4-d observable quantities that are the Planck scale, the GUT scale and the gauge
coupling constant. For instance, in the weakly coupled regime of the Eg x Eg heterotic
string, the well-known relation

) o3

Gy ~ NP —GUL (4.1)
Meyr

disagrees with experimental values by a factor of order 20. Witten has shown [21] how in

strongly coupled regime the compatibility between string predictions and experimental

values could be restored. It is interesting to worry about this issue in our patterns of

compactification.
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In the 11-d action, only the M-theory scale appears , which is the 11-d Planck mass
M1, such that

1 1 ;
00> 2 / /g MR - — / 02 /gMO MY, P, (4.2)
=0

B 8m(4m)?/3

Now we compactify this action in the M-theory coordinates in which, as in the five-
brane units for the 10-d string, there is no kinetic term for the “radius” of the extra-
dimension, that is we adopt
11 25 (5 11 -
gf(w) =e7? g;(w)a gz(j ) = € 5i77 (4‘3)
) (5) (4)

5
g =, gl =gl
It is transparent that these are the natural units of 5-d supergravity. By performing
the Hodge transformation (using the field definitions (2.11))
s

;lep5 = quc,@“a', (44)

the 4-d low energy effective action contains the terms

1 — 1 1 )
5(4) D) —5 /d4l’ g(4) |:tM121 (R(4) ‘|‘ ﬁ(a#S)Q —|— (aﬂa/)2> —|— WS F‘M,F'u (45)

We can pass from the M-theory action (4.5) to the Einstein action (2.10) by the Weyl
rescaling g](;) = tg](\j). Notice the absence of a kinetic term for ¢ in (4.5), the clear
indication of a no-scale structure. This can therefore be associated with the M-theory
(or 5-d supergravity) units.

The Lagrangian (4.5) allows us to identify the gauge coupling and the 4-d reduced
Planck mass to be (%)
1 1 2
pomil 7 7ER MY = MG (4.6)

These quantities are related to the radii of the Calabi-Yau space and the extra fifth
dimension expressed in terms of the M-theory units

M,
e/t = g6 = ZGUT -y — R (4.7)

11

However the radius of the fifth dimension expressed in M-theory units is not convenient
for physics in four dimensions, so we prefer to express it in terms of M](;ll), the four-
dimensional Planck scale, by defining

4
l = Mf(’l) .
R:!

(4.8)

(5)In the weakly coupled regime, the gauge coupling constant can have large threshold corrections.
If this holds true in the strongly coupled regime, some of our considerations below will be modified.
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Combining these equalities, we obtain the M-theory equivalent of (4.1):
-1 _1/3
R agyr

Gy ~ —2Ceur
M](’l)M(Q}UT

(4.9)

and, in order to be compatible with experimental constraints, the “radius” of the fifth
dimension has an intermediate scale value, as already suggested by [4], [5]

Ry ~10"71%GeV, (4.10)

The fifth radius also appears in the gravitino mass generated by the Scherk—Schwarz
mechanism, so we have to take care that R;' be compatible with phenomenologically
preferred value for the gravitino mass. In the expressions for the gravitino mass from
(3.11) and (3.17), the mass parameters that appear in the Scherk—Schwarz mechanism
using the fifth dimension are naturally of the order of the M-theory scale, so we obtain(®)

M R3?
Majy ~ e = — (4.11)
(t*) My,

where to arrive at the last identity we have used the identification of the moduli fields
(2.11) and the definitions (4.6), (4.8). This expression is similar to a usual supergrav-
ity form in which an auxilary field would have developed a vev of the order of R;Z.
Phenomenologically, the gravitino mass should be of the order of 1 TeV(7). This leads
to a value for the extra-radius quite compatible with the one deduced from Newton’s
constant,

R;' ~ 10" GeV. (4.12)

Consequently, the presence of the extra-dimension could offer a solution to the decom-
pactification puzzle usually encountered in string compactifications. Indeed, generi-
cally, the Scherk—-Schwarz mechanism in strings leads to [17]
1
mgjp ~ —— ~ Maur. (4.13)
Rey
This is actually similar to the result we obtained in the last section in the case where a
CY coordinate was used for the Scherk—Schwarz mechanism. To check it, rewrite the
2

masses (3.23) in 4-d supergravity units as m2 ~ M](fl) /(st?) ~ g*/RZ, where g is the
gauge coupling.

This relation is phenomenologically hard to accommodate. Two issues have been
proposed to solve this problem:

(6) A similar formula was conjectured by Antoniadis and Quiros [5], but replacing Rs with the eleventh
radius. In our expression, Rj is the radius of the fifth dimension measured in 4-d Planck units (4.8).

()This mass will be transmitted to the observable sector if part of the gauge group originates from
5-d vector multiplets or if moduli contributing to supersymmetry breaking give threshold corrections
to gauge coupling. If not, the transmission occurs through gravitational interactions [24], in which
case we need mg g ~ 1012GeV so Rgl ~ 1013GeV.
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— compactify six dimensions on an asymmetric Calabi-Yau space with two or more
different radii [22]. However, to agree with phenomenological values for the gravitino
mass, these two (or more) radii must have hierarchical values within about fifteen
orders of magnitude.

~ construct models of strings such that the gravitino mass is mg/; ~ 1/(REY M](fl)n)

~ (MGUT/M](;IZ))”MGUT. However, phenomenology asks for n = 4, 5, and it is difficult
to explicitly construct such models.

So the extra-dimension brings a new and more satisfying alternative to the decom-
pactification problem of compactified strings.

To conclude this phenomenological study, we would like to compare our pattern of
compactification (11 — 5 — 4) with another one, already studied [7], in which the
extra-dimension was compactified first (11 — 10 — 4). From a strongly coupled 10-d
point of view, the radius of the eleventh dimension z° is R}, ~ géél) ~ €*7727 and this
radius is related to the string dilaton by [21]

Ryy ~ e2/3, (4.14)

Combining those relations, the expressions of the real part of T becomes t ~ ¢2#/3¢”
which is the expression obtained by Binétruy [23] by compactifying the 10-d heterotic
string in the five-brane units that are supposed to be appropriate to the strongly
coupled regime.

Actually we can, in the same way, reproduce the moduli’s identification obtained by
string compactification down to 4-d in the various units. Suppose that we are working
in units characterized, in 10-d, by the tensor metric gfllﬁo). These units are related to
the five-brane ones by a Weyl rescaling

g = AP (4.15)

So the typical radius of the Calabi-Yau space, measured in five-brane units, is now
Roy ~ (A7'e”)Y/2 = (e75)/2; the radius of the extra-dimension, viewed from 10-d in
five-brane units, is Ry ~ €”778, which is still related to the string dilaton by (4.14).
The real parts of the fields are now identified as

30p — )\—3 30

S =€ (&

L =¢Y = \le7t24/3, (4.16)

For instance, string (5) and supergravity (F) units are related to five-brane (B) units

by

9511190) B _ 6—2¢/ag;(211;0) s _ 6—¢/69£11;0) B (4.17)

Equations (4.16) reproduce the results of string compactification summarized in table
I1.1.

However from a 5-d point of view, i.e. after the compactification of the CY manifold,
the radius of the eleventh dimension should be Ry ~ €7, so the identification of the
moduli fields is now different, leading to the previous conclusions.
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Units Five-brane String Supergravity

A\ 1 e20/3 c®/6
S 630' 630'—2¢ 630—(;5/2
i 6cr+2¢>/3 e ecr+d>/2

Table I1.1: Identification of the real parts of moduli fields in string compactification in
various units.

From an 11-d point of view in M-theory coordinates (4.3), the 11 — 5 — 4 pattern
of compactification is consistent if R5 > Koy, which reads ¢ > s1/2,

From a 10-d point of view in five-brane coordinates (4.15), in the 11 — 10 —
4 pattern of compactification, the radii of the Calabi-Yau space and of the extra-
dimension are now Roy ~ €7/ and Ry ~ €29/3 , while the consistency condition
of compactification is Recy > Rip, which, in term of moduli fields (table I1.1), now
becomes t < s'/2.

In both cases, the 10-d string strongly coupled regime condition e® > 1 simply
reads t > s'/3. So we can draw, on the () line, the different consistent patterns of

compactification (we assume that s > 1)

1/3
S

- 12

/{ 11->10-> 4 | 11->5->4 t

Weakly coupled regime Strongly coupled regime

We have seen that phenomenology asks for large values of ¢, so our pattern of
compactification is self-consistent.

5 Conclusions

We studied truncations of M-theory from 11 — 5 — 4 dimensions, applying our results
to the supersymmetry-breaking mechanism by compactification from 5-d to 4-d. The
geometric properties of the moduli fields, related to the special geometry of the 5-d
theory, are peculiar and important for phenomenological purposes. Re S is the volume
of 6-d internal manifold, the various h;; moduli fields 7" are related to the radius of
the fifth-dimension and are invariant under dilatations of the 6-d manifold and the hs ;
moduli U characterize, as usual, the complex structure of the 6-d manifold.

Using different symmetries of the 5-d theory, we are able to break supersymmetry
by compactification in various ways. The most interesting one is by using an SU(2)
symmetry related to the universal hypermultiplet of the 5-d theory. In this case, we
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obtain (for the simplest possible truncation) a model described by

K=—-In(S+S8")—3m(T+T"), -
W =2m(l+5). (5:1)
This universal superpotential for S should correspond to a non-perturbative string
effect. The minimization gives S = 1 and a spontaneously broken supergravity model
with a zero cosmological constant. We hope that this result will shed some light
on problems such as dilaton stabilization and supersymmetry breaking in effective
strings. Another example, using symmetries of the compactified 6-d space, gives rise
to a potential for the U moduli, the corresponding vacuum is U; = 1 with a zero
cosmological constant.

Defining 4-d scales and couplings, we find that the resulting gravitino mass in
supergravity units is msg/; ~ RgQ/M](fl), which betters the usual decompactification
limit (Rs — 0) problem and correlates it with the unification problem in a way that
looks phenomenologically promising.
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1 Introduction

Many reasons motivate the study of supersymmetric six dimensional chiral theories
with sixteen supercharges [1]. The more recent one is that the worldvolume of the
five-brane [2-6] of M-theory [7] is described by such a theory. Not much is known
about M-theory besides that it contains membranes and five-branes and that by com-
pactification it reduces to superstring theory. A recent conjecture by Maldacena [8]
states that M-theory on AdS7 x S* with radii Ry, = Raas/2 = lp(ﬂ'N)l/S (1, is the
eleventh dimensional Planck length) is dual to the superconformal worldvolume theory
describing N coincident five-branes. Some consequences of this conjecture were exam-
ined in [9]. The study of six dimensional (2,0) theories may thus provide important
clues concerning the still mysterious M-theory. Another conjecture on M-theory is
that of Matrix theory [10]; here too, (2,0) six dimensional theories appear from Matrix
theory compactified on T4 [11].

The aim of this paper is the geometrical study of six dimensional (2,0) theories in
superspace. The (2,0) multiplet contains five scalars, one Weyl-symplectic Majorana
spinor and an anti-self dual three form [12]. In section 2, we recall the superfield de-
scription of this multiplet [13] with one superfield in the vector representation of the
R-symmetry group SO(5). This superfield is subject to a constraint which, as shown
in section 2, reproduces the correct multiplet and the equations of motion. In section
3, we show that there exists an alternative formulation with the aid of a closed super
three-form which is subject to some constraints. These constraints are somewhat sim-
ilar to those of the 10D super Yang-Mills constraints [14] and to the six dimensional
(1,0) constraints for the tensorial multiplet [15]. For (1,0) six dimensional theories it is
possible to find nontrivial sigma models living on a quaternionic target space [16]. In
section 4, we show that a generalization to sigma models of the free theory leads only
to trivial conformally flat target spaces. This illustrates the rigidity of (2,0) theories.
In section 5, we define superconformal transformations as supercoordinate transfor-
mations leaving the super-flat metric invariant up to a scale. A similar construction
for N=1 4D theories is considered in [17] and references therein. We calculate the
resulting super-Killing vectors and show that their Lie algebra is that of OSp(6,2|2).
An algebraic construction of the superconformal (2,0) algebra was given in ref [18], it
relies on the triality property of the six-dimensional conformal group SO(6,2) and re-
sults in the orthosymplectic group OSp(6,2|2). Our geometrical construction provides
a realisation of the generators of OSp(6,2|2) in superspace and facilitates the study
of superconformal invariance in a manifestly supersymmetric context. In section 6, we
determine the transformation of the scalar superfield under superconformal transfor-
mations. We find that this transformation involves a zero curvature 1-cochain on the
superconformal Lie algebra. We determine explicitly this cochain and show that it is
non-trivial. We illustrate the usefulness of the formalism of section 3 by showing that
the transformation of the super-three form is purely geometrical and simpler than that
of the scalar superfield. We collect our conclusions in section 7. Our notations and
some technical results wich are used in the text can be found in the Appendix.
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2 Free supermultiplet

The on-shell (2,0) supermultiplet comprises five scalars ¢’ transforming as a vector
of SO(5), one symplectic Majorana-Weyl fermion and a two-form with self dual field
strength. The goal of this section is to provide a manifestly supersymmetric description
of this muliplet [13]. One may try to consider a scalar superfield transforming in the 5
of SO(5) whose § = 0 component is the scalar field. Such a superfield would have the
general form)

®i(z,0) = ¢i(z) + 0’ + ..., (2.1)

where ... stand for terms with two and more . We see that at the one 8 level we
have five independent fermions. Since the on-shell supermultiplet has only one fermion
we have to constrain the superfield in such a way that only one out of the five ¢’ be
independent. An SO(5) covariant way of doing this is to impose that

. . 1.
Y' = 1" with o = —T" (2.2)

5
Note that ¢ may be written as the # = 0 component of D;®° = (95 — ('0)58,)9", so
that a manifestly supersymmetric and SO(5) covariant constraint on the superfield is

1. ,
DY’ = T'T;D¥, (2.3)

or equivalently
i1 j
DO’ = ZF ;Do (2.4)

When indices are made explicit this constraint reads

A .
D,,®' = ij)abpabcbf. (2.5)

Our notations can be found in the appendix. The rest of this section is devoted to the
analysis of the constraint (2.5). We will show that it reproduces the (2,0) supermultiplet
and the equations of motion.

Let U,, = (7i),2Das®'/5 then the supersymmetric transformation of ¢’ is given by
the § = 0 component of D®' = I"W. In order to get the quadratic terms in 8 we take
the Dg, of the constraint (2.5). The following decomposition of the product of two
derivative is useful

DaaDgy = =(v a1t O + Yat) Dias) + (7)ot Ditas) + (77 )@y Diigliosy  (2.6)

(UTn ref [13] the scalar superfield is in the antisymmetric representation of Sp(2), ®@qp). 1t is related
to ours by ® = (%), ®2%.
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where (af) or [aff] means that the quantity is symmetric or antisymmetric. The
quantities appearing in (2.6) are defined , for N =, and ¢j, by

1
Dnop = g[Daaa D] (yn)™ (2.7)

Taking the supersymmetric derivative of (2.5) and using the identities

iyl = 2 plligd %eiﬂmﬂmn’ (2.8)
YIyn = € g™ + 477[i[k7j]l] + 27][i[k77j]l]7 (2.9)
we get the following equations
: 1 :
Dap® =0, Diap® = i Diap) @, (2.10)
Dyap®’ = % (74 ()5 0u Pt — 117 (1) 0, i) - (2.11)

Taking the # = 0 part of these equations shows that the only new field that appears at
this level is the § = 0 component of

Hop = Digap) @ (2.12)

Regarded as a matrix, this superfield H can be decomposed in the basis made by the
antisymmetrised products of the Dirac matrices. Taking into account the symmetry
and chirality properties (o and /3 are both of the opposed chirality compared to the
6’s), only products of three Dirac matrices appear in this decomposition. So H is
equivalent to an anti self-dual three-form given by

h#l#2#3 = (7#1#2#3)05]{&5- (2-13)

h

w1 uaps 18 anti self-dual because

fha 15 g _
€urpapus Vyapsue = —0 Vs popia» (2-14)

when acting on chiral spinors. In order to get the transformation of the spinor 1, we
take the supersymmetric derivative of the equation W = v;D® /5 to get

Z' 1
Dy Waa = —(v")ipal(1:)pa1 0u®" + 2 Qppay Hgar (2.15)
In order to look for possible new fields at the level of the product of three #’s we have
to calculate the supersymmetric derivative of H,z. The consistency of (2.15) gives

2 (T")1e00u Vaa — (1) gbaa(7i) e 0uVad — (T*)reaa (1) 0,V pa

1 1
_gﬂabD’ycHﬁa - gﬂacDﬁbH’ya - 0 (216)
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ba

Taking the symmetric part in ac and multiplying by (271)"* we get

DyaHaop = 5(7")150,Vaa + 5(7")7a 0,V 54 (2.17)

which gives the supersymmetric transformation of the three-form and shows that no
new degrees of freedom appear at the three 8’s as well as at higher levels. Multiplying
(2.17) by C*# gives the equation of motion of the fermion v#d,¥ = 0 which when used
in (2.15) gives the bosonic equations §%9,®° = 0 and 7.,*d,H,3 = 0. The simplest
way to obtain the latter is to notice that

|4
Has = —zDﬁbxpab (2.18)

and use the Dirac equation. The equation of motion of H,z reads for the three-form A
defined in (2.13) as dh = d*h = 0 which gives the Bianchi identity and the equations
of motion of the three-form. This equation assures that the three-form A is the field
strength of a two-form which can be identified with the two-form of the tensoriel
supermultiplet. It remains to prove that equations (2.16) have no other content than
equations (2.17). This is easily proved when the relation

(7)as ()" = 2840y — 26, Qe — 6.°Qa (2.19)

is used.

3 Super two-form

In this section we formulate the (2,0) free theory with a super two-form B = %BMNEMEN
with field strength H = dB. Here M = (pu, &), E* = dz* — 01'*df and E* = df* are
the basis of 1 super-forms invariant under global supersymmetries. In a way similar to
Yang-Mills theories [14], we impose the constraints
H,;, = 0, (3.1)
H,5 = (Tu13)59, (3.2)
and solve the Bianchi identity dH = 0. Here @ is a scalar superfield which belongs to
the vectorial representation of SO(5). We shall prove that we can identify ®* with the
scalar superfield ®° of the previous section.
Terms with four spinorial indices in the Bianchi identity give Hﬂ(aé(ru)é,i) = 0 which
is satisfied thanks to the relation

(Fni)(&é(rﬂ)ﬁ) =0, (3.3)

which is proved in the Appendix.
Terms with three spinorial indices in the Bianchi identity give

D(&Hﬁﬁ)# + QHWL(&(IW)@Q) = 0. (34)
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Taking into account the Dirac matrices property
(Pow)aga(T)s3) + (1) 505 (Tui)ssy = 0, (3.5)

which is proved in the Appendix, the solution to (3.4) can be given with the aid of a
spinorial superfield ¥, as

21, = (T.);° ¥, (3.6)
DyHyg, = (Duli);4(T7)5" 05 (3.7)

Comparing (3.7) with (3.2) we see that ® and U* must be related by
(M)W = D59, (3.8)

which is equivalent to the constraint (2.5) obeyed by the scalar superfield ®° allowing
us to identify the two.
The terms with two spinorial indices in the Bianchi identity lead to

= Huy(I")55 =0, (3.9)

Ot 55+ DiaHg a8 =

Juv

which is satisfied provided we make the identification

pr = hwp (3'10)

and use equation (2.15).

The term with one spinorial index is identically zero du to (2.17) and finally the term
with no spinorial indices in the Bianchi identity is zero du to the equation of motion
of h,,, and the identification (3.10).

In brief, the constraints (3.1) and (3.2) for the closed super three form H are equivalent
to the constraints (2.5): from the superfield ® we can construct a closed super three
form verifying (3.1) and (3.2), and, conversely, from the constraints (3.1) and (3.2) on
a closed super three-form, we get a scalar superfield verifying (2.5).

4 Sigma model

In this section, we search for sigma-model generalizations of the constraint (2.5). For
(1,0) theories, this was done in [16]. The five dimensional target space is assumed to
be described by a moving basis e/ (®), where I = 1,...,5 is a flat index of SO(5) and

i is a curved space index. We generalise the constraint (2.5) to have the form
1 4
e'i(®) Dy ®’ = Z(ylj)aber(CI))DabCI)J. (4.1)
From (4.1), we can deduce, as in section 2, the transformations of the fields under

supersymmetry, their equations of motions and, in addition, the constraints on the
geometry of the target space.
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The transformation rule for ¢ can be deduced from the § = 0 component of the
equation

Doa® = e (41), Wy (4.2)

In order to get the constraints on the moving basis e/;(®), we take the spinorial deriva-
tive of (4.1) to obtain

1 ,
eli(q))chDa“q)Z N Z(’VIJ)abeJJ((I))DWCDab(I)] = flwcaa (4.3)
where we used the definition
1 .
fI,yam = (Z’}/IJ — 77[J> b GJ]'JCD,W(I)]CDQZ,(I)J. (44)

It is convenient, for the analysis of (4.3), to use the following decomposition on the
SO(5) gamma matrices

fI'yozca = fI,Yana + fIJ’ya (’YJ)CG, + fIJI(’ya(’yJI()ca- (45)

Then equation (4.3), using the decomposition (2.6), gives the following relations which
replace eqs (2.10) and (2.11)

¢! D) ® = [0, (4.6)
; [ ;16 4
e D (va)®’ = NIKe iDi(va) @’ + Bfm’(w) - Bf]x"l(wa)a (4.7)
. 1 . .
e Dunpa)® = 5 (nvreni(7")7205 @7 — nvrens;(1")100,9’) (4.8)
1 2
—gé‘n TMN JIK o] + g(TIMIfN[»ya] — N1 Mpya)) + gfIMN[»ya]y
as well as the following constraints on flwca:
fII'yoz =0, f(IK)[’yoz] =0, (49)
Frina = 2F 0ty €M frainpa) = =2 pals (4.10)
1 (-
T vnGe) = 3 (=n"N Frrre) + 1 M TN (e)) — gﬁm MNJIK) (). (4.11)

The structure of flwca given in (4.4) implies a number of constraints which are iden-
tically satisfied. These are given by

fI'yoz = QfJJI’yay fJJ’yoz = 07 6f[IMN]'ya = _6IMNJI{fJB"’ya- (412)

So only the second constraint in (4.9) and (4.11) are not identically satisfied. It turns
out that these two imply that the moving basis must be such

2 .
del Nel +de? Nel — gnIJUKLdeI‘ Ael =0. (4.13)

It is possible to solve equations (4.13) to get e/ = XdY' for some functions ¥ and T!
which means that the target space is conformally flat. By a change of coordinates in
the target space ® — YT the theory is transformed to the free theory of section 2. So
no non-trivial sigma-models are allowed by (2,0) supersymmetry.



188 Superconformal 6d (2,0) theories in superspace [Publi. III.]

5 Superconformal transformations

In this section we give a geometrical construction of the superconformal transformations
and determine explicitly the realisation of the generators in the (2,0) superspace.
The flat supersymmetric metric in superspace is given by

g=nuwk"®E". (5.1)

Notice that the other term appearing a prioriin the (2,2) superspace, C&BE& ® EB, is
forbidden by chirality in (2,0) theories. A supercoordinate transformation is generated
by an even vector field £ = ¢*F, + fﬁEﬁ, where £# is even and ¢” is odd. Under this

transformation, the supercoordinates ZM transform as
Sak = &+ 0°(I"), 56",
60% = ¢, (5.2)
and the metric varies as
59 = Leg, (53)

where L¢ 1s the Lie derivative with respect to the vector . A superconformal trans-
formation is defined by the requirement that the transformed metric be proportional
to the initial one, that is

bg = a(Z)g, (5.4)

where « is a priori an arbitrary superfield. The vector field ¢ is said to be a super-
conformal Killing vector. The use of the relation [Lg, Les| = L ¢, where [,] is the Lie
bracket, shows that if £ and ¢’ are two superconformal Killing vector fields with scales
a and o then [¢,¢'] is also a superconformal Killing vector with scale (o) — ¢'(a), so
that the set of all ¢’s forms a Lie algebra.

In order to determine explicitly the superconformal Killing vectors we first calculate
the variation of the basis super one-forms:

SE* = (dig + 1 d) " = (9,6") B — (Da” + 2(1%),56°) B2, (5.5)
so the condition (5.4) is verified provided

Da +2(I"),56" =0, (5.6)
a,ufu + auf,u = Nuy- (57)

We shall show that the equation (5.7) is a consequence of (5.6), so that the solutions of
the latter determine all superconformal Killing vectors. Note that, by equation (5.6),

fé is determined in terms of £# by

N 1 i 5
¢ = 5Dt (53)
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This allows to write equation (5.6) in terms of £, as

Dsé" = %(FW)&BD@{U, (5.9)

which is very similar to the constraint of the scalar superfield (2.5), the vectorial
structure in SO(5) being replaced by the same one in SO(1,5). In order to analyse
equation (5.9) it is convenient to decompose the product of two spinorial derivatives as

DiDg = —(I'")530 + (T iag Dugig

—I_(FMM“S)[&B]DMMMS + (Fﬂlﬂ2#3i)[&B]DM1ﬂ2#3iv (510)
then taking the spinorial derivative of (5.9) yields
1
8#51/ + auf,& = gapfpn;wv (511)
1
Dv[zy]fu = gDp[ij]fpnwm (512)
1 1 V1o Vs
DM1#2M3£#4 = _Z <77#4[,u1 6#25;%] - 6%1#2#3 ! 77#4[1/161/251/3]) ) (513)
DM1#2M3i€M4 =0. (5-14)

The first equation is equivalent to (5.7) which shows that (5.7) is contained in (5.6). Let

Cu(), Cﬁ(:z:) and (" (z) be the § = 0 components of £, fé and D,;7£7, then equations
(5.11, 5.12, 5.13) and (5.14) show that the superfield ¢, is determined in terms of the
(’s. These are solutions to the following decoupled equations which are consequences

of (5.11)

1

auCu + auCu - gapcpn;w; (515)
~ ~ 1 ~

(T)a50C” + (0)3505C" = 20 (T)550°C7, (5.16)

9,7 = 0. (5.17)

The solutions to (5.15) are the well-known conformal Killing vectors
Cu=ua, + apz”’ + Iz, + (:L'QT]W —2x,1,)k", (5.18)

where a,, a,,, A and k, are parameters of infinitesimal translations, Lorentz transfor-
mations, dilatations and special conformal transformations. Similarly, the solutions to
(5.16) are determined in terms of two constant spinors € and 5 (respectively simplectic-
Majorana-Weyl and anti-simplectic-Majorana-Weyl spinors) as

= 4, (1) an?, (5.19)

€ is the parameter of a supersymmetry transformation and 5 that of a special super-
symmetry transformation. Finally the solution of (5.17) is given by

o1
¢ = Ze[”], (5.20)
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where ¢/l are constants which represent infinitesimal SO(5) rotations. The complete
6 expansion of the superfield ¢, follows from the solutions (5.18, 5.19, 5.20) and from
the equations (5.11, 5.12, 5.13) after some tedious algebra as

_ _ .. 1
o= (P —20T* +0 (I“MJCZ,], + I FumuaaMCW) 0
1
64

In order to have the complete expression of the superconformal Killing vector field ¢
we have to calculate £% from equation (5.8), the result, after some arrangements is

1 - _ _ _
5 0793020 0T, 8,6 — = 001920 01,0 9,0°C. (5.21)

& i, A L
¢ = Jomra et oo - g,
Lz Iz 1 [ ) 1 T 1 B2 43
—89 or"o,( — §F 6 01,0, — ﬂfmwaﬂgf or 0
1 B &
—}—3—2F“‘1“29 OT )y s 0,07C | . (5.22)
It is also possible to determine the scale a,
1 _
a=g [0,¢" —20T%9,(] . (5.23)

The Lie algebra of superconformal transformations can be deduced from the calculation
of the Lie bracket of two super-Killing vectors & and & which we denote by &;. Let
the parameters determining the &, (a = 1,2, 3) be given by a”, a*,, A, k%, €., 1, and
¢’/ then the parameters of &5 are given(?) by
ay = adfay, —ajay, + Aal — A\al — 261" ey,
ay’ = 2 (ayky —al'ky —asky + aik] + &T"'n — &T"ny)
+ai"ay, — a3’y
A3 = =2 (alkey — ajky, + €m2 — €2m1),
kg = Cléwkh, — Cliwkgl, + )\1]65 — )\Qkf — 277111'“772,

1, 1
€3 = CthFMT]Q — CLQMF'MT]l —|— Z(Eljrzjﬁg — 62]F2'j61) — 5()\162 — )\261)

1

pv ny
—Z(alwr €y — CZQM,F 61),

1, i 1
Ny = ki "es — ko' e + Z(ﬁljriﬂh —eIijm) + 5()\1772 — A2m)

1
_Z(al;wr‘uy?h - GQWFWTh)a
e = efelr— el — 4@l n — eal'Vn). (5.24)

These relations encode the Lie algebra of superconformal transformations. It can be
readily verified that this Lie algebra is that of OSp(6,2|2) given in reference [18].

(2)We have defined &5 = [&1,&2].
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6 Superconformal invariance

The vector fields &, in general, do not commute with Dj; using the relation (5.6) on
the Killing vector, the precise commutation relations is given by

[Da, €] = (Da€®) Dy (6.1)

This equation shows that under a superconformal transformation the vector fields D
are not invariant. However they transform in such a way as not to mix with the
0y. This could have been also a starting point for the definition of superconformal
transformations. For future use it is important to explicit the right hand side of (6.1)
as

1 v 1 o 1 1 o
D&f@ = _Z(F# )ﬁ@aufu + Ecﬁaaaf + E(F ])B&Dg[ij]f 3 (62)

where D,[;;£7 is given, from (5.21), by

D,;i787 = —12¢; + 20T;;170,( — %91}1}]’9 0,0°C". (6.3)

From equation (6.1) we can easily deduce that the constraint (2.5) is not invariant
under the transformations §®' = ¢(®*). This motivates the introduction of a connection
A%;(€) so that the transformation of ®° becomes

50 = £(07) + A% ()0 (6.4)

We shall explicitly construct A(€) later. Here, we examine some of its mathematical
properties. In fact A is not strictly a connection because in general we do not have
A(fE) = FA(E), it is only a cochain on the Lie algebra of superconformal transfor-
mations realised with the superconformal Killing vectors. It is valued in the tensor
product of the algebra of superfields and the algebra of 5 x 5 matrices. This cochain is
however not arbitrary. The requirement [é¢, 6¢/] = éj¢ ¢ gives the following consistency
condition on A(¢)

E(A(EN) = €(A(€) = A&, €'T) + [A(6), A(E)T =0, (6.5)

where we have used a matrix notation for A. In order to make the algebraic meaning
of (6.5) clearer, recall that given a n-cochain on a Lie algebra, g, a(¢1,...,¢,) which
is valued in a g-module M then the Chevalley exterior derivative sa is a n+1-cochain
given by

SA(G1,- s Gny1) = Z (_1)2'—192_@(91 coiGie o Gng1)
1<e<n+1

+ Y (=)Mallgingilgre G G Gan). (6.6)

1<e<j<n+1
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where the notation §; means that the element g; has been omited. The Chevalley
exterior derivative verifies s> = 0 and the graded Leibniz rule. This allows to write
condition (6.5) as

sA+ A2 =0, (6.7)

where the exterior product of two cochains is defined in a way similar to the exterior
product of two forms. The algebraic interpretation of condition (6.5) is thus that A
has vanishing curvature. A particular solution to (6.7) is given by a “pure gauge”

A = 6758, (6.8)

where 3 is a 0-cochain. Equation (6.8) reads explicitly

A(€) = B7E(B). (6.9)

Note that if A is a pure gauge then if we define ®’ by 3® we get 6@’ = £(®’), so that
a rescaling of the superfield allows the elimination of A. We shall show below that the
correct A is not a pure gauge but has vanishing curvature.

In order to explicitly determine A(¢), we demand that if ® verifies the constraint

(2.5) then so does 6@ = £(P) + A(£)P. This is true provided

i Lo 3
DsA'j — (T ke DsA* =0, (6.10)
(7'1)a" Dan™ = Daa” (75" + ((7'1)a"A"j = A'k(75))a%) 6.7 = 0. (6.11)
By replacing Ds{; in equation (6.11) by its expression (6.2) we determine A;; up to an

arbitrary function y as

1 v
Aij = =3 Dyiné” +miix. (6.12)

This expression shows that A is actually valued in the Lie algebra of u(1)& so(5) rather
than gl5. The function x is calculated with the aid of equation (6.10) after using the
explicit expression of D,[;;;£” given in (6.3) as well as its spinorial derivative which is
given by

DaDyfi€” = 2T Ti;)450.€". (6.13)
The resulting expression for y turns out to be very simple

1
X=3 N = a4 N, (6.14)

where X’ is an arbitrary constant which has to be set to zero in order to have A(0) = 0.
Finally, we are in position to deduce the complete expression for the 1-cochain A;; as

2 1~ 1
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The above expression for A shows clearly that it is a non-trivial zero-curvature 1-
cochain because it cannot be written as a “pure gauge”-cochain of the form (6.9). It
remains to check that A indeed verifies the consistency condition (6.7). Note first that
the u(1) part of (6.7) reads

sy =0, (6.16)

which is true because x is given by equation (6.14) and « is closed : «([¢,¢']) =
E(a(€)) — & (a(f)). The antisymmetric part of A has also a vanishing curvature. This
can be verified by a direct calculation using (5.24) but a more simple way is to examine
the transformation property of the super three-form.

We shall show that the simple geometrical transformation

§H = LeH (6.17)

leaves the constraints (3.1) and (3.2) invariant. Note first that the transformation of
the moving basis £* does not involve the spinorial basis E%, so the constraint (3.1) is
left invariant by (6.17). The transformation of the u&3 components of H under (6.17)
reads

OH

péf

={(H,55) + H,550,6" + H, 33D56 + H 5:Da8’. (6.18)
The use of relation (6.2) allows to write

§H 5= (T,T3)5569, (6.19)

na

with §®' given by
. . 1 . . ,
60" = ¢(0) + 3 (0,£"9" — D,";£797). (6.20)

Relation (6.19) shows that the constraint (3.2) is left invariant by the transformation
(6.17). In addition we can identify the transformation of ® which agrees, as it should,
with the previously calculated one. This geometrical construction of A assures the

vanishing curvature property due to the Lie structure of the transformations of the
three-form H.

7 Conclusion

We have given two equivalent formulations of the tensorial multiplet of 6D (2,0) theo-
ries. We have illustrated the rigidity of (2,0) supersymmetries by showing the triviality
of the sigma-model. We note here that this triviality can be understood from the su-
per three-form point of view; indeed, the generalization of the constraints (3.2) to a
curved target space manifold, Hu&ﬁ = (FNI)&B el;et ;87 does not lead to an interacting
sigma-model.

Note that the five scalars ¢ describe the transverse fluctuations of the five-brane. The
constraint (2.5) coincides with the equation obtained in [3] using the superembedding
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formalism applied for a five-brane in a super-flat background, in the physical gauge
and in the linearised approximation. This suggests the existence of a formulation of
the full non-linear equations of motion of the five-brane which is analogous to the one
presented in section 3 and which is based on constraints on a three-form in a non
super-flat background. We hope to come back to this issue in more details elsewhere.
We have also realised the superconformal transformations as derivations in superspace.
This gives a geometric construction of the superconformal Lie algebra compared to
the algebraic one presented in [18]. Moreover, this allows to realise, in a manifestly
supersymmetric way, the transformation of the supermultiplet. This gives an alterna-
tive proof to the one relying on the component formalism presented in [18] that the
linearised equations of motion of the five-brane are superconformally invariant.

We have found that the transformation of the three-form involves only coordinate
reparametrisations whereas, for the scalar superfield, the introduction of a cochain is
in addition needed. This suggests that the formulation in terms of super three-forms
may be helpful in the construction of superconformal interacting theories and shed
some light on the conjecture [8] relating them to M-theory. In this respect, recently
it has been shown [19] that the bosonic action for M-theory five-branes in their near
horizon background have a non-linearly realised conformal invariance. Our results may
be useful in extending this invariance to a superconformal one.

A Appendix. Conventions

In this Appendix we collect our conventions and notations. The 6D (2,0) supersym-
metry algebra is conveniently described as a chiral truncation of the reduction of the
11D algebra. The 11D superalgebra reads

{Qa,Qp} = 2(I"C)4 P, (A1)
where & =1,...,32, i1 =0,...10 and C,; is an antisymmetric matrix verifying
CTTHC = -7, (A.2)

The reality condition on 11D fermions reads
U =CuT, (A.3)
or equivalently
U = O, = (A.4)

where 0% is the inverse of Cs5- We shall use C' to raise and lower indices and the
notation (I'*),; for (I'“C'),5. Under reduction to six dimensions the spinorial index
& decomposes as aa where a is an SO(5, 1) spinorial index and a an SO(5) spinorial
index. A representation of the Gamma matrices is conveniently given by

F#:,y#(g)l’ F5+i:,~y®7i’ (AS)
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where p and ¢ are respectively six and five dimensional vector indices, and 4 is the
chirality matrix in six dimensions:

7= .9 (A.6)

We shall also denote I'°** by I'". In this representation the charge conjugaison matrix
C' may be written as

C=C®Q, (A7)
where C is symmetric and verifies
C'yC = —4* T, (A.8)
whereas {2 is antisymmetric and verifies
Oy =4"T. (A.9)

Spinorial indices of SO(5,1) and SO(5) can be raised and lowered with repctively C
and Q. The reduction of the algebra (A.1) to six dimensions leads to the (2,2) algebra

{QT,Q7} = 21Ty PIIT, (A.10)
{Q7.Q"} = 2MI7y'qIl, (A.11)
{Q7,Q7} = 2M A7, (A.12)

where the five-dimensional momentum appears as a central charge, and II* are the
projectors on fermions of a given six-dimensional chirality. The (2,2) algebra is invariant
under the transformation Q= — —@Q~, ¢ — —c. Modding out with respect to this
symmetry leads to the desired (2,0) algebra. This is obtained by setting Q= = ¢! = 0
in the above formulae. As is evident from its construction this algebra has a Spin(5) =
Sp(2) R-symmetry. The 11D Majorana fermion becomes a Spin(5) Majorana-Weyl six
dimensional fermion :

U =CuT, (A.13)
which reads in components
U, = Q,C0" T, (A.14)
The antisymmetrised product of n gamma matrices is denoted by I'#1-+#n We have
(Tiain )T = (1)l D/2piniin 1 (A.15)

from which we get

(,}/M}...;-MC)T (_l)n(n+1)/?7u1.-..ﬂric’ (A.16)
(721...ZHQ)T — _(_1)n(n—1)/2721~~"nQ_ (A.17)
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A useful relation is the Fierz rearangement formula which reads for four Weyl-Majorana
fermions [20]

<€1H+62) <63H+64) =
_ Z QN (Elrﬂl...ﬂwq Fil...ing H+64) <E3FM1~~~Mn1 Fil...in2 H+62) 7

Cp, C
ny=0,2 1772
n,=0,1,2

<€1H+62) (EBH_Q) -
3 EY Co(arariimtive) (@l T, )

~ 11...8
8Cn2 1 no

n2=0,1,2

+ (a2 T2 117 ¢4) (€300 upps Diy iy 111 €2)) (A.18)

with coefficients ¢, and ¢, given ) by

en =8(=1)""V2 and ¢, =4(—1)""V/2, (A.19)
Using the Fierz rearangement for commuting spinors £ and F, we get the useful rela-
tions
(ETE)(ET*E) =0, (A.20)
and
(FT,, E)ETYE) + (FT'E)(ET ,E) = 0. (A.21)
References

[1] Seiberg N 1997, Nuel. Phys. Proc. Suppl. 67 158.

[2] Giiven R 1992, Phys. Lett B276 49.
Gibbons G W, Horowitz G T and Townsend P K 1995, Class. Quant. Grav. 12
297.
Kaplan D N and Michelson J 1996, Phys. Rev. D53 3474.

[3] Howe P S and Sezgin E 1997, Phys. Lett. B394 62.
Howe P S, Sezgin E and West P C 1997, Phys. Lett. B399 49.
Howe P S, Sezgin E and West P C 1997, Phys. Lett. B400 255.

[4] Aganagic M, Park J, Popescu C and Schwarz J H 1997, Nucl. Phys. B496 191.

[5] Bandos I, Lechner K, Nurmagambetov A, Pasti P, Sorokin D and Tonin M 1997,
Phys. Rev. Lett. 78 4332.

(3)The summation over the indices p and 7 is ordered in the formula (A18) : w1 < ...pp, and
11 < ...< 1pn,. Otherwise some factoriels appear in the normalization.



Class. Quantum Grav. 15 (1998) 3397-3409 197

[12]
[13]
[14]

[15]
[16]

[17]
[18]
[19]

[20]

Witten E 1997, J. Geom. Phys. 22 103.
Cederwall M, Nilsson B E W and Sundell P 1998, J. High Energy Phys. 04 007.

Witten E 1995, Nucl. Phys. B443 85.
Townsend P K 1995, Phys. Lett. B350 184.

Maldacena J 1997, The large N limit of superconformal field theories and super-
gravity, hep-th/9711200.

Leigh G L. and Rozali M 1998, Phys. Lett. B431 311.
Banks T, Fischler W, Shenker S H and Susskind L. 1997, Phys. Rev. D55 5112.

Rozali M 1997, Phys. Lett B400 260.

Berkooz M, Rozali M and Seiberg N 1997, Phys. Lett. B408 105.

Sen A 1997, Adv. Theor. Math. Phys. 2 51.

Seiberg N 1997, Phys. Rev. Lett. 79 3577.

Aharony O, Berkooz M and Seiberg N, 1997, Adv. Theor. Math. Phys. 2 119.

Nahm W 1978, Nucl. Phys. B135 149.
Howe P S, Sierra G and Townsend P K 1983, Nucl. Phys. B221 331.

Nilsson B E W 1986, Class. Quant. Grav. 3 L41.
Witten E 1986, Nucl. Phys. B266 245.

Bergshoefl E Sezgin E and Sokatchev E 1996, Class. Quant. Grav., 13 2875.

Sierra G and Townsend P K 1983, Phys. Lett. B124 497.
Sierra G and Townsend P K, 1984, Nucl. Phys. B233 289.

West P C 1998, Introduction to rigid supersymmetric theories, hep-th/9805055.
Claus P, Kallosh R and Van Proeyen A 1998, Nucl. Phys. B518 117.

Kallosh R, Kumar J and Rajaraman A 1998, Phys.Rev. D57 6452.
Claus P, Kallosh R, Kumar J, Townsend P K and Van Proeyen A 1998, .J. High
FEnergy Phys. 06 (1998) 004.

Kallosh R, Rahmfeld J and Rajaraman A 1998, Near horizon superspace, hep-
th/9805217.

Grojean C 1998, Dirac matrices and Fierz rearangements in various dimensions,
preprint Saclay T98/067, in preparation.



198 Superconformal 6d (2,0) theories in superspace [Publi. III.]



Publication IV

Anomaly Matching and Syzygies in
N=1 Gauge Theories






To be published in Nucl. Phys. B 201

Saclay T98/090
hep-ph /9808345

Anomaly Matching and Syzygies in N=1 Gauge
Theories

P. Brax, C. Grojean and C.A. Savoy

CEA-SACLAY, Service de Physique Théorique
F-91191 Gif-sur-Yvette Cedex, FRANCE

Abtract

We investigate the connection between the moduli space of N = 1 supersymmet-
ric gauge theories and the set of polynomial gauge invariants constrained by classi-
cal/quantum relations called syzygies. We examine the existence of a superpotential
reproducing these syzygies and the link with the 't Hooft anomaly matching between
the fundamental fields at high energy and the gauge invariant degrees of freedom at
low energy for the flavour symmetry group. We show that the anomaly matching is
equivalent to the vanishing of the flavour anomaly on the normal space to the manifold
defined by the syzygies. For normal spaces in a real representation of the flavour group
we strengthen the connection between the 't Hooft anomaly matching and the existence
of a superpotential by constructing a flavour invariant polynomial whose gradient van-
ishes at least on the solutions of the syzygies. This corroborates a recent definition of
confining theories. We illustrate our general result by considering two examples based
on the SU(N.) and Spin(7) gauge theories. We also examine the role of syzygies in the
context of non-Abelian duality. We emphasize the relevance of non-perturbative effects
in the dual magnetic theories in proving the equivalence of the electric and magnetic

syzygies.
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1 Introduction

Recently there has been a tremendous increase of one’s understanding of supersymmet-
ric field theories in four dimensions. Extended supersymmetric theories with N = 2,4
provide a wealth of information on the non-perturbative nature of quantum field the-
ories. The N = 1 theories have also been thoroughly investigated. Nevertheless their
description is not as complete as their extended counterparts. This is certainly due to
the less restrictive mathematical framework of N = 1 theories. Yet, a new insight on
the infrared (IR) properties of asymptotically free supersymmetric gauge theories has
been provided by the recent work [1,2] on these theories!"). The most striking result
on N = 1 theories is the existence of a new type of duality. This duality relates two
apparently different theories in the short distance regime that are described by the
same effective theory in the IR limit. In the same vein the basic question concerning
the issue of colour confinement has been tackled and clarified in these non-perturbative
approaches for a large class of supersymmetric theories. The dual descriptions and the
strong coupling effects have also received a new treatment and a broader understanding
via the study of the D-brane dynamics [7].

The key ideas in these studies are the non-renormalization theorems and the holo-
morphy of the superpotential on the one hand [8-11], and the matching of the global
symmetry anomalies as advocated by ’t Hooft [12] on the other hand. Effective theories
have been written and argued to describe the IR behaviour of some gauge theories in
terms of gauge invariant composite chiral superfields [1,2,9]. The perturbative quan-
tum corrections only affect the Kahler metrics through wave-function renormalization,
the non-perturbative quantum effects are fixed to a great extent by the holomorphy
and by the global symmetries of the theory. The remaining ambiguities in the IR
theory are lifted and further support for their validity is obtained through the use of
several arguments: the decoupling of flavours (chiral multiplets) establishing a descent
link among a series of theories with the same gauge group and different representations
for the chiral supermultiplets, the reduction of the gauge symmetry through the Higgs
mechanism.

The relevance of the analytic gauge invariants in the study of supersymmetric the-
ories has been noticed a long time ago. Indeed, the F-terms in the scalar potential are
components of the gradient of the superpotential, an invariant analytic function. The
D-terms are Hermitean functions of the scalar fields, but a beautiful result in algebraic
geometry [13] provides the link with holomorphic invariants, at least for the analysis
of the vacua [14-17]. The degeneracy of the classical solutions is described in terms of
massless fields, the moduli. The fundamental mathematical property of the (classical)
moduli space (modulo the group of gauge symmetry) is its isomorphism with an al-
gebraic variety of analytic gauge invariant polynomials in the primordial fields, which
we call the chiral ring, following ref. [2]. The chiral rings can be classified into two
categories, those which have algebraic constraints among the invariants of the integrity
basis, called syzygies, and those with a free basis. This classification is also related to

(DFor a complete review on first duality examples see [3-5] and many other examples constructed
later have been reviewed in [6].
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the possible patterns of gauge and flavour symmetry breaking and to the structure of
the commutant, the largest symmetry group commuting with the gauge group. These
results are summarized in the section 2 of this paper.

A powerful and necessary criterion for the existence of an effective theory describing
the TR regime of an asymptotically free gauge theory was stated by ’t Hooft : there
should be matching of the (formal) anomalies of the global symmetries calculated with
either the UV or the IR massless fermions. This has been extensively exploited to
classify confining theories (for a review see [18]). In section 3, we also stress that the
't Hooft matching conditions for the unbroken global (flavour) symmetries have to be
satisfied at the origin of the UV and IR field spaces. It is then easy to select the
unbroken flavour subgroups that are allowed at low energies. The breaking has to be
provided by an appropriate superpotential which is restricted by the global symmetries,
including a R-symmetry.

One of the main aims of this paper is the analysis of the necessity of a sufficient
condition recently obtained [19] from the isomorphism between the moduli space and
the chiral ring constrained by the syzygies. With this completion the conjecture reads:

The ’t Hooft anomaly matching conditions are satisfied for supersymmeltric gauge
theories if and only if the syzygies of the chiral ring derive from a superpotential.

Rather than proving this statement we shall be interested in making explicit the
intimate link between a physical condition, the t’Hooft anomaly matching, and the
geometry of the space of gauge invariants. We show that the anomaly matching is
equivalent to the vanishing of the flavour anomaly on the normal space to the zeros
of the syzygies. In the case where the normal space is real under the action of the
residual flavour subgroup, we construct a flavour group invariant polynomial in the
gauge invariants whose gradient vanishes at all the solutions of the syzygies. For the
proof to be complete it remains to be shown that all of the zeros of the gradient of
this superpotential are solutions of the syzygies. Now, as discussed in section 4, if a
superpotential exists that reproduces the syzygies, the normal space transforms as a
real representation of the flavour group, implying that the correspondence between the
anomaly matching condition and the existence of superpotential occurs in the widest
possible sense.

The global symmetries of a supersymmetric gauge theory always possesses an
Abelian subfactor U(1)g, the R symmetry, which differs notably from the rest of the
flavour symmetries. The role of the R symmetry has been crucial in analyzing both
confining theories and the N = 1 duality. The main difference between the R symmetry
and the flavor symmetries stems from the non-trivial action of the R symmetry on the
gauginos , the fermions in the gauge vector multiplets, while the flavour symmetries
leave the vector multiplets invariant. Another essential property of the R symmetry
is the different R charges of the bosons and fermions in a chiral multiplet. The boson
have a R charge which is shifted by one unit from the charges of the fermions, i.e.
Rr = Rg — 1. This plays a noteworthy role in the analysis of the matching conditions
as the fermions are the fields involved in the anomaly calculations.

At low energy we shall only consider the cases where the gauge invariant polynomials
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in the matter fields are sufficient to satisfy the matching conditions. In the rest of this
paper we shall not be interested in the explicit role that the invariants constructed
using the field strength chiral superfield W, can have.

It 1s well-known that the R-symmetry only allows for a polynomial superpotential
for chiral supermultiplets in representations of the gauge group with special values of
Dynkin index, and the corresponding theories have been extensively analysed [20-24].
Our result corroborates the conjecture that the confining theories are those that admit
a polynomial superpotential [22,25]. These proofs are given in section 4.

The second object of this paper is to present a consistency check on dual theories:
we verify that the solutions of the magnetic theories satisfy the syzygies of the electric
theory if and only if a non-perturbative superpotential is added to the former. This
is done by considering the theories with any number Ny of chiral multiplets in the
fundamental representations of the gauge groups SU(N.) and Spin(7). We give the
(unique) superpotentials for any Ny which are consistent with the flavour symmetries
and with the successive decoupling of flavours. Then we find the gauge invariants
and their syzygies and proceed to test the electric syzygies in terms of the magnetic
solutions. These results are displayed in sections 5 and 6.

Finally, in section 7, the geometry of the moduli space of the SU(N) theories with
a large number of flavours is determined in an attempt to have access to the (classical)
Kahler potential of the dual theory. This is done by finding the non-compact invariance
group of the equations of motion. It is shown that the dense part of the moduli space
consists of two conjugated orbits of this non-compact group whose closure are the
singular orbits. This provides a coset parameterisation of the solutions which, however,
is not (explicitly) holomorphic and breaks the Kéahler invariance. Therefore it is not
possible to obtain the induced Kahler potential for the dual theory in a straightforward
way. But some issues suggested by these results are under investigation.

2 Flat Directions, Analytic Invariants and Syzygies

In this section we recall some important mathematical results that allow a general
analysis of supersymmetric gauge theories. In global supersymmetric theories the scalar
potential 1s a sum of F— and D—terms : the F—terms are the norm of the gradient W,
of a holomorphic function, the superpotential W (z'). For the D-terms, the relation
with holomorphy is more subtle and appears when we are interested in supersymmetric
vacua. In a supersymmetric theory with scalar fields z¢, Kahler potential K(z, 2*) and
gauge group (¢, the D—terms are defined as

_ 0K
0z

pa = K pay (2.1)

where T4 (A = 1,2,... ,dim ) are the Hermitian generators of ¢ in the representation
of the scalar fields.

A sufficient and necessary condition for the vanishing of the D-terms is [14-16]:
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For any holomorphic gauge-invariant polynomial I(2") in the scalar fields, a solution ¢
of the equation

a1 oK
0z |z=¢& B aZZ|z:£

(2.2)

where C' is a complex constant, is a solution of D* = 0 (of course the whole G-orbit
associated to ¢ is a solution). Conversely to any solution of D = 0 one can associate
a holomorphic gauge invariant salisfying (2.2).
The proof of this results is obtained by studying the closed orbits of the complexified
G of the gauge group G and the ring of G°—invariant analytic polynomials. This ring is
finitely generated : one can find an integrity basis i.e. a set of G—invariant holomorphic
homogeneous polynomials {/%(z)},_,., such that every G*“-invariant polynomial in z
can be written as a polynomial in the 7%(z).

The elements of an integrity basis are not always algebraically independent. In
general, there exist algebraic relations (called syzygies) satisfied by the fundamental
invariants () :

S*(I(z)) =0 a=1,...,N (2.3)

To each G°-orbit corresponds a vector in C? made out of the values taken by the
invariants {/%(z)} along this orbit. Conversely, it can be shown that to each vector in
C? satisfying the syzygies (2.3) is associated a unique closed G°-orbit. In that sense the
algebraic manifold defined by the syzygies is identified with the set of closed G°~orbits.
Notice that the origin {I* = 0} is associated with the unique closed G~orbit of z* = 0.

The existence of the syzygies can be related to the index of the matter field repre-
sentation, y = Y. pu;, where y; is the index of the irreducible representation R; defined
by tr (T*(R;)T*(R;)) = p;6°°. For low indices i < fiaq;, where ji,q; is the index of the
adjoint representation, the gauge invariant rings have been classified [20,21,26,27] and
it has been shown that there are no syzygies. For indices larger than the index of
the adjoint representation the generic situation is that there are syzygies, with a few
exceptional cases with no syzygies.

Equations (2.2) can be seen as a condition for the points of a closed G°-orbit to
extremize the Kahler potential, the constant C~! being a Lagrange multiplier. A result
of geometric invariant theory [13] states that the points extremizing the Kahler poten-
tial on a GG°-orbit form a unique G-orbit and are solutions of {DA = O}. Identifying
the points on a same G-orbit, there is a one-to-one correspondence between any two of
the following sets :

(1) the algebraic manifold defined by the syzygies (2.3);

(i) the closed G°-orbits;

(iii) the solutions of (2.2) modulo gauge transformations;

(2)A trivial example is provided by the SU(N.) gauge theory with N, fields in the fundamental and
antifundamental representations; the fundamental invariants are the mesons M = zz and the baryons
B =det z and B = det ; classically, they are constrained by det M — BB = 0. See below for further
examples.
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(iv) the solutions of D* = 0 modulo gauge transformations.

Therefore, there is a homeomophism between the set of the scalar field space defined
by DA = 0, i.e. the moduli space, M., and the algebraic variety defined by the
fundamental invariants I constrained by S (1*(z)) =0, M:

M~ M, (2.4)

This homeomorphism is instrumental in studying the low energy physics of supersym-
metric gauge theories.

There is a natural stratification of M according to the unbroken gauge symmetry,
i.e., the little group GG, C G at each point z. A stratum (G,) is the set of all points
which have the same invariance ¢(G,¢~', where g is any element of G. The generic or
principal stratum has the smallest residual symmetry G, while the more singular ones
correspond to larger numbers of unbroken gauge symmetries. For py < p,q; the gauge
group is generically broken to a non-void residual gauge group, while for g > fi44
the gauge group is totally broken in the generic stratum. Because of the isomorphism
(2.4), there is a corresponding stratification of the algebraic manifold defined by the
syzygies, M.

A powerful property for the study of supersymmetric gauge theories is the following
theorem [15,28] :

The tangent space to the moduli space at a point & in a stratum is analylically
isomorphic to the tangent space at the point 1*(€) to the corresponding stratum of the
manifold of gauge invariant polynomials.

In particular, it has an important consequence on anomalies of the flavour group in
both theories and the 't Hooft matching conditions.

3 The 't Hooft Anomaly Matching Conditions

Let us recall that the matching conditions concern the global (unbroken) anomalous
symmetries H of a given gauge theory. It specifies that the anomalies tr H? and tr H
are equal when evaluated with the high energy content of the gauge theory, i.e. the
matter fields z* in diverse representations of the gauge and flavour groups, and with
the low energy degrees of freedom of the theory. The (perturbative) degeneracy of the
supersymmetric vacua requires a more careful analysis. In a supersymmetric theory
with gauge symmetry group G and superpotential W (z') with flavour symmetry H,
at any vacuum z such that W;(z) = 0 and D%(z,2*) = 0, the mass matrices for the
chiral multiplets are W;;(z) and D#(z,z*) . If the residual global (flavour) group at
z is H, C H, the mass matrix is H,—invariant and the massive states are in a real
(vector-like) representation of H,. Therefore the anomalies tr H? and tr H, can be
calculated at z where the massive states are excluded or at the origin z = 0 where all
states are massless. In particular the 't Hooft conditions can be checked at the origin
of the UV theory on the one hand, and at the origin of the IR theory on the other
hand, for each relevant flavour subgroup H, C H.
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The role of the superpotentials (both in the UV and the IR theories) is then clear:
they cannot change the anomaly matching, but they could restrict the vacua, hence the
flavour invariance of the theories to a subgroup whose anomalies match, provided that
such superpotentials that are consistent with the symmetries of the theory exist. This
argument corresponds to examining the anomaly matching at the origin of the moduli
space. Given the UV fields, z*, and the IR composites, I*, the flavour symmetries
consistent with the 't Hooft conditions are easily checked by considering the chains of
subgroups H, and calculating their anomalies at the origin.

Since the inclusion of a superpotential is easily taken into account, we assume for
simplicity that the UV theory has no superpotential. As seen in the previous section the
moduli space is homeomorphic to the variety of gauge invariant polynomials. These
gauge invariants are chiral superfields which are good candidates for a low energy
description of the gauge theory. The direct relationship between the moduli space and
gauge invariants entails a close relationship between the IR and UV anomalies.

Let us decompose M, and My into strata and then apply the theorem quoted
in the previous section. The relevant point of this theorem is the analyticity of the
mapping. It implies that chiral superfields in the tangent space of the D4 = 0 set
at z are mapped to chiral superfields in the tangent space of the manifold of gauge
invariants at 7%(z). The tangent space within a given stratum corresponds to singlet
fields under the residual gauge group. They fall into representations of the residual
global symmetry H, and are mapped into corresponding representations in the tangent
space to the variety of gauge invariants. An immediate consequence is the equality
between the contributions to the anomalies from the fields associated to both tangent
spaces. Our results in the next section rely on this powerful property.

We first discuss an example before embarking upon the general cases. For simplicity
we describe the case of the SU(N,) gauge theory with Ny < N, flavours of quarks
and antiquarks [29]. This theory possesses two global axial symmetries that we shall
denote by SU(Ng)a x U(1)g. The charges of both the quarks and the antiquarks
are (Ny,1 — N./N¢) . The chiral ring is generated by the (meson) invariants M;;
transforming under the axial flavour group as (00 + H, 2(1 — N./Ny)). The anomalies
of the various possible SU(N¢)a x U(1)g subgroups calculated (at the origins) for the
quark and antiquarks and for the mesons do not match, so that the low energy theory
cannot preserve any flavour symmetry. At the generic stratum of the D4 = 0 manifold,
the gauge group is broken to SU(N,. — Ny), and there is no residual global symmetries.
At the singular strata, the gauge group is broken to SU(N, — r), r < Ny, and the
axial flavour group is broken to U(Ny — r). The tangent spaces to the strata are,
respectively, all the quarks but (N — r) families in the fundamental representations
of SU(N, — r), and all the mesons M,; except those for which 7 > r and j > r. The
global anomalies of U(N; — r) are easily checked to coincide. However, by taking into
account the other mesonic fields, which are not in the tangent space this matching is
destroyed. Therefore one has to look for a theory where besides the SU(N, —r) gauge
theory with (Ny — r) flavours, the IR physics is defined in terms of this restricted set
of mesons.

The only non-perturbative superpotential consistent with the flavour symmetries
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is [29]

det Mp )1/(Nf_NC) 51)

implying detM # 0 and restricting M to the generic stratum. The singular strata
are excluded as they must be because of the anomaly mismatch. Actually, the only
way to introduce a supersymmetric theory with the mesonic fields restricted to the
coset U(Nys)/U(N¢ — r) would be through a non-linear realization of the global sym-
metries, namely, through a non-trivial Kahler potential. Of course, this is a difficult
task in the absence of important constraints such as holomorphy and perturbative non-
renormalization which allow for the determination of the superpotential. Anyway, as
such, the superpotential (3.1) destabilizes the theory which has no ground state.

On more general grounds, at a non-trivial vacuum, the anomalies receive two con-
tributions, one from the charged fields under the residual gauge group, (., and another
one from the singlet fields. Neither all singlet fields nor all chiral invariants belong to
the lesser dimensional tangent spaces to the singular strata which the theorems of the
previous section apply to, yet they may contribute to the anomalies which may not
match as in the previous example. As already stressed, the anomaly matching for the
corresponding flavour subgroups are easily checked at the origins.

Although the flavour symmetries that constrain the non-perturbatively generated
potential are model dependent, a general structure can be already established from the
general form of the non-anomalous R-symmetry. The charges of the matter fields z;
under the U(1)g can be chosen as

Ri=1- et (3.2)

n;
where n is the number of matter field representations. The charges of the fermions
in the same chiral multiplets are B; — 1 = —2%%  The low energy superpotential is a
combination of terms having R = 2 which can be expressed in terms of the matter field

content of the gauge invariants as [20-22]

W ~ (H ZZ%“)Q/(M—;AWJ) (3.3)

7

The special cases where W = 0 have been classified and studied in Refs. [21,22]. When
p < pqq; the superpotential has a runaway behaviour with a minimum at infinity. In
a theory with confinement, this general form has to be reproduced in terms of various
combinations of the chiral invariants, and there can be several. Its determination then
relies on different arguments involving decoupling and higgsing [1,2,22,30]. We give
some examples of (3.3) in section 5

For low indices p < pqq; the gauge invariant rings have been classified [26,27] and
it has been shown that there are no syzygies. There were several prior examples of
confining theories of this kind in the literature [18-21]. The case study of all these
theories has not been carried out. Nevertheless the studied cases reveal the pattern
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emerging from the 't Hooft matching, either the anomalies do not match and there is a
superpotential, or the anomalies do match and there is a branch of the low energy theory
with a vanishing superpotential. We refer to these detailed studies and concentrate on
the g > p144; in the following.

4 Anomaly Matching and Syzygies

The gauge theories with g > 1,4 have syzygies generically. There are a few classified
cases where the basic invariants are not constrained. Barring these examples which
have been extensively studied [19-21,23,24] in the literature, in the following we shall
be interested exclusively in theories with non-void syzygies, i.e. there exists relations
between the basic invariants of the theory. We shall now examine the connection
between the anomaly matching and the existence of a superpotential which reproduces
the syzygies.

Let us recall that the moduli space M, is homeomorphic to the manifold M defined
in terms of the composite fields I* by the syzygies (2.3). The gauge group is generically
broken, i.e. the gauge group is completely broken on the generic stratum, a dense open
set. In this section we concentrate on the principal stratum. For the singular ones,
where there remains a residual gauge group, the analysis is more involved as already
discussed in the previous section. Since the gauge group is completely broken, the
anomaly calculated from the chiral fields in the tangent space to the moduli space at
a point z of the generic stratum is the same as the anomaly (formally) calculated from
the gauge invariants in the tangent space to the corresponding point of the chiral ring
with the syzygies (2.3). Then [19]®):

The t Hooft anomaly matching conditions are satisfied for supersymmetric gauge
theories if the syzygies S*(I*) = 0 of the gauge invariant ring C[1*]/{S* = 0} derive
from a superpotential W(I) i.e. §* = dW/9I* = 0.

Let us show this result. Assume that there exists a superpotential W (/%) such that
the syzygies are the F—terms

oW
I

The tangent space to the variety defined by the sygyzies is given by the zero eigenvectors
of the matrix

SL’L

(4.1)

aS? 0*W
b ay __
8= 51\ = Grear

namely, by the massless composite superfields. The anomalies in the IR supersymmetric
theory defined by the superpotential W([*) are the same as the formal one defined
within the tangent space to % = 0 . As already stated, these coincide with the
anomalies calculated within the tangent space to the set of solutions of D4 = 0,

(4.2)

(3)See the remark at the end of this section concerning the case p = Hagi and the quantum
modifications.
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defined by the zero eigenstates of the matrix D#, namely, with the massless states of

[
the UV supersymmetric theory. Of course, the mass matrices are invariant under the
residual global (flavour) group H, C H, and the massive states are in a real (vector-
like) representation of H,. These anomalies of H, coincide also when calculated at the
origins, 2z = 0 and I® = 0, respectively. Therefore the 't Hooft matching conditions
are satisfied.

Let us examine the statement:

The 't Hooft anomaly matching implies the existence of a flavour invariant polyno-
mial whose gradient vanishes on the zeros of the syzygies.

The 't Hooft conditions imply the matching of the anomalies of H, calculated in the
fundamental theory with all the fields z' and in the low energy theory, with all the
composite fields I*. The former also match with the anomalies calculated with the
zero eigenstates of the mass matrix DA, namely on M., which, in turn, match with
the anomalies calculated with the zero eigenstates of SZ(7), namely on M. Therefore
the N xd matrix S (N < d) projects onto the normal space to M which transforms as
an anomaly free representation of H,. There are two distinct possibilities concerning
the representations of H, forming the normal space. When the normal space is an
anomaly free chiral representation of the little group there cannot exist a superpotential
reproducing the syzygies. This follows from our earlier analysis showing that the
existence of a superpotential implies that the normal space is a real representation of
the little group. In the following we only focus on the case where the normal space
is a real representation of H, and show how this allows to construct a H-invariant
polynomial whose gradient is zero when the syzygies are satisfied. It is important to
notice that the restoration of the H-invariance of the constructed polynomial concerns
the flavour symmetries acting on the fermions associated to the invariants. This implies
the invariance of the polynomial under the (R — 1) Abelian symmetry.

The transformations {h} of H define the orbit {hI} of each point I € C[/*]. The

covariance of the syzygies defines a representation {h} such that
S(hI) = ho5 S°(I). (4.3)

At any point Iy € M the gradients S¥(Iy) are invariant under the action of the
little group of Iy, Hy,. It is then possible to construct a basis of the syzygies and a
basis of the invariants associated to the point [y, with the indices a and a decomposed
into @ = {7,m} and a = {7,r} such that:

om=( 1) (1)

where D is a non-singular diagonal matrix. The set {I'} spans N7,, the normal space
to My at the point Iy, and {I"}, the tangent space. Under the flavour group H,

]OEJMI_)}LIOEJMI7 H[O —>hH[0h_1, Nfo —>th0. (45)

The reality of N7, under Hj, implies the existence of an unitary matrix n such that
for any element hy of the representation of Hp, on Np: ki, = nhan~'. Now, if Iy is
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the projection of I on M (the projection is always defined at least in a neighborhood
of M), we define W () as the integral along the normal direction (1 — Ij) :

W(I) = / LS Ty 41— 1)) (1~ T (4.6)

where the basis associated to I has been chosen. By construction, this function is
Hip,-invariant. To see its H-invariance, we have to relate the basis at different points.
Consider any element h of H. The unitarity of H ensures that hly is the projection of
kI (note that the covariance of the syzygies guarantees that hly belongs to My). It is
easy to verify that h=18 and h='I are the bases associated to hly. The coordinates of
the point ~I in the new basis are the same as those of [ in the old basis. Moreover p
is independent of the basis. Thus

W(hI) = /1 dt (h™)" 3,87 (h(To + (I — 1)) (T = To)" sy,
= W(I)

(4.7)

which proves the invariance of W under the action of flavour group H. Note that the
reality of N7,, which we assume to follow from the ’t Hooft matching condition, is nec-
essary in our construction of W; the invariance under H then follows from covariance.
The H-invariance of the polynomial W concerns the flavour symmetries acting on the
fermions associated to the invariants. When p # p,4; the R symmetry is broken at low
energy. The restored symmetry acting on W is the (R — 1) symmetry of the fermions.
Assuming that the directions (I — Ip)’ have a well-defined R charge, this leads to the
invariance condition (Rg — 1) + (R; — 1) = 0. The R charge of the polynomial W is
explicitly given by Rw = Rs + Ry = 2. The R symmetry of the polynomial W is then
two as required for a superpotential.
The gradients of W () along the tangent directions to M,

o= [ SH (T 4T — )T~ 1), (1.8)

obviously vanishes when [ = [5. Along the normal directions the gradient becomes

W (I) = Si(I) + / 1 d(Siyi(To + (I — o)) — Sii, (Io + t(I — I))(I — To)"  (4.9)

where the indices are lowered using n. This vanishes for I = [I;. This guarantees
that the polynomial W(7) has a vanishing gradient on the zeros of the syzygies. The
previous formulae imply that the gradient of W is equal to the set of syzygies when the
matrix & is symmetric. This requires a connection between the H-representations of
the syzygies and of the invariants which seems difficult to establish in general.

Up to now our discussion has been restricted to the normal space to one particular
point Iy on M. We have constructed explicitly a polynomial W on the normal space
at Iy which has a dependence on the point ly. We shall now extend our analysis to
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non-singular strata on the non-singular manifold M of M;. By a standard result
of differential geometry [32] we can choose a tubular neighbourhood of this manifold
M which is diffeomorphic to the normal bundle N'. This is an open neighbourhood
of the manifold M. Locally in an open neighbourhood the coordinates describing
the tubular neighbourhood are ([, ) where I, € AA/iI and the vector £ € Ny, in the
normal space at Iy. This implies that every point in the tubular neighbourhood is
represented by the vector I = I+ F.

We can extend the definition of W to the stratum of Iy on the manifold J\;i[. We
choose Iy such that its stratum possesses a little group Hy, # 0 with the smallest
dimension. Let us now introduce the slice ¥, passing through I in the stratum of I,.
It is such that it parametrizes the orbits and is in a sense normal to them. In particular
the tangent space to the slice ¥y, at Iy comprises only singlets of the little group Hy,.
Consider another point [} € ¥;, N M then the little groups Hj, = Hp and one can
easily verify that the normal spaces coincide.

Choose a point I’ in the tubular neighbourhood such that I'— I = [ — I, identified
with F in the normal space. By the line integral similar to (4.6) starting from I
one can define a polynomial W'(I’) with an explicit dependence on Ij. One can also
extend the polynomial W(7) defined in the normal space at Iy to W(I') using the
Taylor polynomial in 61y = Ij — Iy. A calculation shows that the two polynomials
coincide

W'(I'y = W(I') (4.10)

This allows to extend the definition of the polynomial W to the whole tubular neigh-
bourhood of the slice ¥;, and therefore by the H-invariance to the tubular neighbour-
hood to the stratum of I in M; . We have then defined a polynomial W on each of
the tubular neighbourhoods of the non-singular strata of the manifold M.

Although this provides a working definition of a superpotential W there are still
two points which should be clarified in order to complete the proof of the existence
of a superpotential reproducing the syzygies. First of all we have not proved that the
polynomials W;,2 = 1...p, corresponding to p different non-singular strata coincide
on the singular sets where the closures of the strata meet. Assuming that this is the
case allows to extend the polynomial W to the singular strata by analytic continuation.
Secondly we have not shown that the zeros of the gradient of the polynomial W, when
extended to the whole set of gauge invariants from the tubular neighbourhood of M;
by analytic continuation, coincide with M. These two points require some global
analysis which goes beyond the scope of the present paper.

In general, one can a write a IR superpotential W (/%) which is invariant under
the global symmetries of the UV theory. The ambiguities in its construction can be
resolved by means of the decoupling technique. Two examples are discussed in the
next section.

Let us now consider the cases where the R symmetry belongs to the residual flavour
symmetry. This is feasible only in the case y = p,4; when the R charges of the scalars
z; vanish. Consequently the R charges of the invariants and of the syzygies vanish.
The (R —1) charges of the syzygies and of the invariants are all (—1) implying that the
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normal space cannot be real. The matching condition for the R symmetry is violated.
Let us focus on one particular invariant syzygy, one can associate to this syzygy a new
invariant X whose role is to cancel the anomaly. Introducing the X field corresponds
to an extension of the space of invariants. This field is such that its (R—1) symmetry is
unity in order to render the normal space real. Having paired the syzygy with the field
X in a real normal space one can define the invariant polynomial (4.6) by integration
along the X direction. This leads to W = XS. This superpotential reproduces the
classical moduli space M augmented with the X direction at the origin. In general
this superpotential is deformed by quantum effects which forbids the unwanted X
direction.

As the superpotential that we have constructed is a polynomial we can deduce
conditions on . Replacing the I?(z') polynomials, the IR superpotential W is a
polynomial in the fields z*. Now by comparing with the general structure (3.3) required
by the R-symmetry, one obtains the following condition:

A necessary condition for the matching of the anomalies in theories with non-trivial
SYZYGies iS:

fo=flag +k, k=0,1,2. (4.11)

This is the confinement condition® for theories with {2 faq;. This condition has been
already introduced in the literature [18,22-25,31] by requiring a polynomial structure
in (3.3).Here, it follows from the necessary ’t Hooft matching conditions on anomalies.
In particular this excludes all higher order Dynkin index theories where the possible
superpotential would have a branch cut at the origin.

Notice that we are including in the series (4.11) the theories with quantum mod-
ified moduli spaces [1,23,24,33], where the (quantum modified) syzygies are usually
introduced as constraints rather than as field equations. We have shown how the case
[t = [lqq; can be included by introducing a new field X when the syzygies are invariant
under the flavour group. With this in mind, we find it more appropriate to include
these theories among the other confining theories in (4.11).

Another important remark concerning the quantum modified moduli spaces is the
following. By writing the general superpotential in terms of the different invariants
there are ambiguities due to the presence of different combinations of invariants with
the right quantum numbers. When the superpotential is obtained through decoupling
in the descent procedure, the constraint corresponding to the equations of motion
turns out to be the quantum modified one [1]. The syzygies follow if one discards
the dimensionful scale, which is obviously absent in the classical syzygy. Of course,
the deformation of the manifold M; when taking into account the quantum modified
syzygy must preserve the isomorphism (2.4). However, we do not have a general proof
of this conjecture.

(H)Strictly speaking this only applies to gauge theories without a UV superpotential. In the presence
of a UV superpotential, the results stand for the unbroken gauge and flavour symmetries and the
massless states even though the anomaly matching, as previously noticed, can be analysed at the
origin of the moduli space. Indeed the massive states decoupled below the symmetry breaking scale
are in a real representation of the residual flavour group.
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5 A Case Study: SU(N,.) and Spin(7) Gauge Theo-
ries

Let us illustrate these general results by a study of the well-known case of the supersym-
metric SU(N.) gauge group with N; flavours of quarks and antiquarks, denoted by Q'
and Q' , respectively. The global symmetries are SU(Ng)xSU(Ns)xU(1)gxU(1)pwith
Q' transforming as (N;,1,1,1 — N./N;) and Q' as (1, Ny, —1,1 = N./Ny). The chiral
ring is generated by meson and baryon composite fields (with obvious contractions of
the colour indices) :

W= Qi
B €ir.in, QiNf—Nc“ ...QiNf \ (5.1)

L L ANj—Net1 NN
B’Ll...ZNf_NC - 621...2NfQ f ¢ Q f )

’il...iNf_NC

constrained by the (overdetermined) set of syzygies:

L 1]
Bll...ZNf_NCM - 0 bl
ihop. . _
M3 B Gy e = 0, (5.2)
o > _ o o IN;—Ne+1IN;—Net1 iNGIN
Bll“'ZNf—NCB]l"']Nf—NC - 621...2Nf6]1...]NfM f N f ¢ M f ! .

if Ny > N.. In this case one can easily solve the syzygies. The solutions are up to a
U(Ny) x U(Ny) transformation given by

M = diag(M; ... My.,0...0) ,
BNC+1...Nf - B ’ (53)

Bn.y1.8;, =B,

with all other components of B and B vanishing. The syzygies (5.2) are satisfied by
(5.3) provided :

Ne
BB =[] M: . (5.4)
=1

The global symmetry preserved by the solution of the syzygies (5.2) is H, = SU(Ny —
N2 x U(1)N=t for Ny > N,. The quark representation decomposes as NN, copies of
the fundamental representation of SU(N; — N.). The tangent space to the moduli
space defined by the action of U(Ns) x U(Ny) on (5.3) is defined by the action of

2
U(Nf_U]E,]C\;QU(NCO on M. This gives two N, x (Ny — N.) matrices,

transforming as N, copies of the fundamental representations of each SU(N; — N,)
factor in H,. This proves that the SU(N; — N,) anomalies match. Similarly the U(1)’s
are vector-like and the anomalies match. This is a consequence of isomorphism between

the moduli spaces defined for Q, Q% and the M’s, B’s and B’s that fulfill (5.2).

the generators (
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From the global symmetries, one deduces the superpotential

o\ /NN
det M — tr (B | MNs=Ne B)

3Ne—N;
A N,

W = (N; — N.) (5.5)

where || MNs—Ne Hil'“iNf‘Nc’jl"'ij‘NC is the minor of rank Ny — N, of the meson matrix
M specified by the appropriate rows and columns. This superpotential has the required
charge R = 2. Starting from Ny > N.+ 1, and adding a source to the Ny flavour

mMp, N, one can check that it correctly satisfies the holomorphic decoupling condition

yielding the same superpotential with one less flavour, and mA?V]jc_Nf = A}Q’ijc__le_l

In particular, going down to Ny = N.+ 1, one gets W = (det M — BMB)/A]Q\,]Zi_ll
and decoupling the N. 4+ 1 flavour the superpotential yields the quantum constraint
of the Ny = N, theory, W = X(det M — BB — A?\,]jc) with the help of a Lagrange
multiplier X = MNfo/A]QV]jj__ll. For Ny = N, N. + 1 the equations for the extrema of
the superpotential reproduce the syzygies. When Ny > N, + 1, the superpotential is
not polynomial and it does not yield the syzygies.

The previous example dealt with a vector-like theory with the matter fields in a real
representation of the gauge group. In the following we will discuss the case of Spin(7)
with Ny spinors in the 8 representation [35]. In order to describe the low energy
dynamics of the theory let us study the global symmetries. There is a non-Abelian
flavour symmetry SU(N;) and also a single anomaly free U(1)g symmetry which is
non-anomalous. The spinors have charges (Ng, 1 — Nif) The gauge invariants are the
mesons M = ¢'¢’ which is a symmetric matrix and the baryons B#1%2#i = gl g?2 gt gial.
It is also convenient to define the baryons as the Hodge dual of B, i.e. as an (N; —4)
antisymmetric tensor.

There are two different syzygies. The first one is formally | M® ||= M BB or
explicitly

€Ny el ]NfMiljl ..

M, ;.

_ MijBiiG“.iNf Rlieing (5.6)
The second one denoted by M%B + B? = 0 reads
Miljl M; Bi1i2]3...ij—4 + 6abct:ljg...ij—4BefabBefcd = 0. (57)

2J2
Let us define the gauge invariant polynomial

Qn, = det M + ay, Bt Bty
B

.M,

iNf —4ij 4

Bi, iy MR MINieR = (58)
!

11 " -

i5. N

1. AN o o
—I_ be6 fB2122]1...]Nf_6 2324]91"'ka—6

where a,—1 = (n—4)a,, bp,—1 = (n—4)(n—6)b, and the initial values ag = —1, bg = —1.
There is a unique superpotential

1/(N¢—5)
Wi, = (5 — Ny) (W) : (5.9)
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which has a R-charge of two and satisfies the decoupling requirements. It reproduces
the syzygies when N; = 6. This corresponds to the anomaly matching case and
p= ftagj + 1 @S fspinor = 1, flag; = 5. For Ny, the anomalies match when including the
Lagrange multiplier charged under U(1)g. For 6 < Ny < 15 the superpotential is not
polynomial and therefore there is no matching.

We have thus given two examples where the possibilities pp = poq; + &, k= 1,2 for
the index of the matter fields have been illustrated.

6 Syzygies and Duality

As shown in the previous section the gauge theories with g > p,q4 + 2 are far more
difficult to analyse than their counterparts with either no syzygies or a superpotential
describing the low energy physics. Let us first recall the conventional lore [3,4] about
gauge theories with higher indices and their relation with syzygies.

It is generally assumed that theories with 2 + p,q4 < p < 3p44; have an infrared
fixed point [2] where they are described by a superconformal theory. This fixed point
describes either an interacting theory or it is a free theory in magnetic phase. Using
this conjecture one can describe the set of chiral primary fields ®) of the superconformal
theories. The primary chiral superfields form a chiral ring under the operator product
defined by the short distance expansion. This ring is identified with the ring of gauge
invariant polynomials. The syzygies are therefore exact quantum relations between the
chiral primary fields at the superconformal fixed point.

At these fixed points, the dimension d of the chiral primary field is related to the
R-charge by d = 2|R|. Unitary conditions restrict these dimensions to be greater
than one, the bound being saturated for a free field. So the description in terms of
infrared fixed points breaks down when the dimensions of certain operators becomes
formally less than one. For instance for vector-like theories with quarks and antiquarks
this happens for the mesons when p < %,uadj. In that case the theory is supposed to
possess a dual description where the dual mesons become a free field, leading to a “free
magnetic phase”. Unfortunately there is no prescription for constructing such dual
models. Nevertheless the known examples have to satisfy stringent consistency checks.

In this section, we present, for two well known examples, a new check. Whereas in
“electric theories” the gauge invariants are composite fields and so subject to syzygies,
in the magnetic dual theories, some of them appear as elementary fields and do not have
a priorito satisfy the syzygies. As suggested in [3,36], these “magnetic syzygies” should
appear as non-perturbative effects, which we will show explicitly by an appropriate
regularization of the superpotentials generated non perturbatively in the magnetic
theories.

Let us first describe the duality of the SU(N.) with Ny > N, 4+ 2 quarks and
antiquarks. The dual gauge group [2] is SU(N; — N.) with N; matter fields ¢, ¢ in the
fundamental and antifundamental representations respectively. The dual theory also

(5)Let us recall that chiral fields are defined by D® = 0 where D is the supersymmetric fermionic
derivative. Primary fields are such that ® # Dy for a given superfield y.
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possesses dual mesons Mp, invariant under SU(N; — N.) and that couple to ¢ and ¢
through a superpotential:

W = % tr (Mpqq'), (6.10)

where p is a scale parameter. This superpotential is not sufficient to show the equiv-
alence between the original theory and its dual, and in particular is not sufficient to
identify the dual mesons Mp with the electric ones Q. This requires non perturba-
tive modification of the magnetic moduli space. Along a flat direction with (Mp) # 0,
the matter fields ¢ and ¢ become massive and decouple from the low energy theory.
The pure gauge theory then undergoes gaugino condensation which generates an extra
contribution to the superpotential [36]

det Mp )1/(Nf_NC) (6.11)

Wiy = (Ne = Ny) (m

The analysis of the vacua of the dual theory necessitates to introduce source terms
Wiey. = tr (mMp) in the superpotential. The vacua are obtained by taking the limit of
zero sources. From the total superpotential W+ W, , + W, . the equations of motion
for the mesons lead to a vacuum satisfying

~ 1/Nc N —1
%:@ww@(W¢9) @+ﬂ). (6.1
Iz Iz

As in the electric theory, a flavour and gauge transformation diagonalize the matter

fields

(. L) = {(()a“&i)é‘i (6.13)

The matrix parameter m regularizes the matrice on the right hand side of (6.12). In
the limit m — 0, the vacuum (6.12) becomes

NN\ VN
e N | (8 nf;) (6.14)
=1

where mp is a N, x N, matrix of determinant one. The claim is that this relation
exactly reproduces the syzygies of the electric theory. Indeed, according to ref. [3], the
identification between the electric and magnetic gauge invariants is

M—>MD,

2\11--iN;— N, 3N.—N;, N.—N NN N, (6'15)
(B, B) f — \/A Iy 1 (b, b) g=Ne,

where bVr=Ne ig defined by the totally antisymmetric gauge invariant combination

g .. .qiNf_NC]. Using the electric variables, the relation (6.14) reads

BB =| MY |, (6.16)
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whereas the two other sets of electric syzygies are also trivially satisfied. In that sense,
the magnetic theory with an appropriate regularization satisfies the same set of syzygies
as the electric theory.

The same analysis can be applied to the Spin(7) theory. Its dual theory [35] is a
chiral SU(N; — 4) gauge theory with N; matter fields ¢' in the antifundamental repre-
sentation and one field S in the symmetric representation. There is also a symmetric
meson matrix Mp which is a singlet under the gauge group. These fields are coupled
by the superpotential

1
N =T

1
W = Etr (MpqSq') + det S. (6.17)

This tree-level superpotential needs to be completed by a non-perturbative part and
source terms. As before, we consider a flat direction where the symmetric field is
proportional to the identity and Mp # 0. The matter fields become massive leading
to gaugino condensation of the pure gauge theory. This leads to the following term in
the superpotential

det Mp\ V/(N5=5)
Wiy = (5= Ny) (W)

Wieg. = tr (mMp) + tr (m,S),

(6.18)

where sources m and mg have been introduced for regularization purposes. Firstly, the
D-terms have to vanish, i.e.

2518 —¢Tqg = 21, (6.19)

with a suitable real number A. Then once again, gauge and flavour transformations
can simultaneously diagonalize ¢ and S. The solutions of equations of motion derived
from the total superpotential are,

Mnadt 1/(Ny-5) Mraat\ ™
S = <_MNf—7 det <m + =24 )) <m TR L ) , (6.20)
p u
and
Sat 1/5 Sqt -1
Mp = <A15—Nf det <m + q/ﬂq )) (m + q/ﬂq ) . (6.21)

The physical vacua correspond to the limit m — 0 and m, — 0 where (6.20) and (6.21)

1/(Ny=5)
My, -1 43, -
S = (_MNf—7 %) < 8 8 ) 7 (6.22)

become
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s being a (Ny —5) x (Ny — 5) matrix of determinant one, and

Ny—s 1/5

2G. 0 0
Mn = | AN 9i2i ( ) 6.23

mp being a 5 x 5 matrix of determinant one. Quarks and mesons have only one
non-vanishing flavour index in common that is taken here to be the (N; — 4)th one.
Equations (6.22) and (6.23) assures that only one 5 x 5 minor of Mp is non vanishing
and 1t 1s given by

| Mp, ||= =AM pt =N My, 4 bb, (6.24)
Ny—a

where b is the only non vanishing dual baryon b = [[,Z] " ¢;. Providing the following
identification between electric and magnetic gauge invariants

M—>Md,

Bil...iNf_4 s \/—Als_Nf/ll_Nf bil...iNf—47

(6.25)

the relation (6.24) is the only non trivial electric syzygy expressed in terms of magnetic
variables.

So we have seen in the two examples explicitly studied how the syzygies of the
electric theory are fullfilled in the magnetic theory thanks to non-perturbative effects
that eliminate magnetic vacua without counterparts in the electric theory.

7 Geometry of the Moduli Spaces

In supersymmetric theories, the Kahler potential is sensitive to perturbative quantum
effects, non-perturbative ones, threshold and decoupling corrections. For this reason it
is not obvious how to extend the analysis of confinement and duality to this sector of
the theory. Nevertheless, the Kahler potential encodes important information on the
dynamics. It gives the o-model geometry of the complex scalar manifolds, with the
quantum modifications that includes a scale dependence. Therefore, one would like to
understand the relationship between the Kahler structures of dual pairs of theories, for
instance. Of course, a classical approach would be incomplete, but it could be of some
usefulness if only the perturbative corrections are the most relevant, which is consistent
with the fact that we do not expect quantum modifications of the moduli spaces in
dual theories.

In this section, we present an approach to the geometry of the moduli space [37]
which is based on a study of the hidden symmetries of the scalar potential. This
provides a parameterisation in terms of IR degrees of freedom. We show that the
moduli space consists of one orbit of a non-compact group F (the so-called commutant
as it commutes with the gauge symmetry) and its closure, corresponding to the singular
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orbits. The commutant group is a non-trivial non-compact extension of the compact
flavour symmetry. Therefore the geometry of the moduli space is that of a Kahler coset
space F/H, where H is the little group of the orbit.

Of course this structure is to be identified in both the dual theories, providing
IR parameterisations along the lines of the usual approach to spontaneously broken
symmetries. This would give access to a comparison of the classical Kihler potential(®)
of the dual theories, but there is a major obstacle in the fact that the parameterisations
are not holomorphic. In spite of this failure, the possibility of identifying (in both
senses) the geometry of the moduli space of dual theories is worthwhile presenting.

We shall carry out our analysis in the explicit context of the SU(N.) gauge theory
with Ny flavours of quarks and antiquarks. The classical moduli space is not modified
non-perturbatively when Ny > N.. The construction of the duality between the electric
and the magnetic theories has been obtained in the conformal range %Nc < Ny < 3N,
in which the electric and magnetic theories are both asymptotically free. We denote
by Q! and @2 the corresponding scalar fields. The Kahler potential is

K(QQ,Q.QN =1 (Q'Q+Q'Q) . (7.26)

In order to identify this manifold, one has to determine the symmetries of the flat
potential condition V = 0, namely the simultaneous zeros of the D4’s and Fj’s. In the
electric theory, due to the absence of superpotential, the vacua are only restricted to
the D-flatness equations which are equivalent to the single relation:

(@0 Q) — GL(QL) = Ay (727

where A is a real number. Equation (7.27) explicitly exhibits an SU(Ny, Ny) x U(1)p
flavour invariance [14], acting on the 2Ny component vectors (@, Q*), including a
Cartan generator corresponding to the U(1)r. Moreover there is an obvious invariance
under dilation. Finally the symmetry of the moduli space is

fe:U(Nf,Nf)XD. (728)

Notice that holomorphy is not preserved by the action of F.. This is the main drawback
of this approach where the supersymmetry is not explicit.

The moduli space corresponds to the following orbits of F,. There are two con-
jugated baryonic orbits corresponding to A > 0 and A < 0. They are called baryonic
orbits as there is always a non-zero baryon on these branches of the moduli space.
Each of them forms a single orbit under the symmetry group F.. The case A < 0 is
obtained from A > 0 by exchanging the roles of @ and Q*. Their common boundary
A =0 is the mesonic orbit.

Therefore, the vacua manifold has been identified as a finite set of
SU(Ng,Ng)xU(1)gx SU(N,)x D orbits. Each of these orbits can be represented by the
quotient of the symmetry group (acting transitively on the orbit) by the stabilizer (or

(®)For different attempts see refs. [38,39].
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little group) of one point. Thus we have to identify the stabilizer of each representative
point considered earlier to characterize each orbit.

For the baryonic orbit, the little group associated to the generic vacuum takes a
simple structure of direct product

HGZSU(N]‘—NC,N):)XU(l)XSU(Nc)D s (729)

where SU(N,)p is the diagonal combination of the gauge SU(N.)s and an SU(N,)
subgroup of U(Ny¢, N¢). The U(1) is a combination of the /(1) and an element of the
Cartan subalgebra of SU(Ny, Ny). Here the gauge group is completely broken; then
after eliminating the spurious massless scalars associated to the Higgs mechanism, the
real dimension of the coset F,/H. is 4NN, — 2N2? + 2.

In order to further characterize the geometry of the baryonic branch of moduli
space, we first extract a flat subspace associated to the diagonal GI(1,C) factor in the
coset and then introduce as coordinates the N¢ x (2Ny — N.) complex matrix z and
define its transformation under U(Ny, Ny) as

z — (Az+B)(Cz+D)_1 ) (7.30)

The elements of the coset are then parameterized by the exponentials ef(*)
(8) () .
Q |DA=0

0 z

1(z) = ( et 0) . (7.32)

and 7 is the (Ny — N, Ny) signature. There is only one U(Ny, N¢)-invariant Kéhler
potential up to a Kahler transformation, namely: K = tr In(1 + znz') . Nevertheless
as U(Ny, Ny) is not a symmetry of the theory (it does not preserve the kinetic terms),
this is not the Kahler potential of the theory on the moduli space.

Let us now check the correspondence between the massless scalar fields and the

where

moduli fields. As already discussed previously, since there is no superpotential and
the whole gauge group is Higgsed around the vacuum, all the scalars are moduli with
the exception of the N* — 1 complex scalars given by TZ%Q%, associated to the SU(N,)
massive vector multiplets. All the 4Ny N, —2N?+2 remaining scalar fields are massless,
and their number coincides with the real dimension of G./H..

For the mesonic orbit, the pattern is more complicated since the little group associ-
ated to the generic vacuum now has a structure of semi-direct product, H, x SU(N. —
r)g, with:

H, = SUN; —r, Ny —r) x U(1)*> x SU(r)p x H , (7.33)

where SU(r)p is the diagonal combination of the gauge and flavour SU(r) subgroups,
the two U(1)’s are combinations of the U(1)g, an element of the Cartan subalgebra
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of SU(N¢, Ny) and an element of the Cartan subalgebra of SU(N.)s. The semi-direct
factor H is a nilpotent subgroup () with generators transforming as (2(Ny — r),7) @
(2(Ny —r),r) under U(Ny —r, Ny —r) x SU(r)p and the Abelian subalgebra defined
by their commutators, which transform as (1, Adj & 1) .

The mesonic orbits are stratified by the index r. The stratum corresponding to
r = N, is such that the gauge group is completely broken. In fact the mesonic orbits
correspond to the “infinitely boosted” baryonic orbit. Hence the moduli space is the
closure of the baryonic orbit, i.e. by applying appropriate boosts and a global dilation
to the baryonic orbit one can converge to all the strata of the mesonic orbits. In
the same way, by applying infinite boosts, we can go from a mesonic orbit with a
stratification index r to a more singular one with lower index. Geometrically, these
boosts correspond to the shrinking of some circles in the moduli space. From a physical
point of view, the stratification index is related to the number of massless singlets of
the theory. As the stratification index goes from r to r — 1, the corresponding orbits
differ by a dimension 4(r — Ny) — 2. In terms of the solutions of the syzygies, the
baryonic orbit is equivalent to the open set characterized by b # b while the mesonic
orbits correspond to b = b. One retrieves the fact that the mesonic orbits form the
natural boundary of the baryonic orbit.

We now turn to the analysis of the dual theory, or magnetic theory, described in
the previous section. Notice in particular the non-perturbative superpotential (6.11),
which restricts the solutions so that the meson field matrix has rank less than NV,. This
is crucial in identifying the dual moduli spaces. The magnetic theory possesses the
same anomaly-free global symmetries as the electric one SU(Ny) x SU(N¢) x U(1)p x
U(1)r , which transform the dual quark superfields as (N¢,1, N./(N; — N.), N./Ny),
the antiquark ones as (1, Ny, —N./(Ny — N.), N./Ny) and the gauge-singlet superfields
M as (Nf,Nf,O,Z(Nf — NC)/Nf)

The classical moduli space of the magnetic theory is identified with the solutions
of the F- and D-terms. A thorough analysis of these equations and their relationship
with the electric moduli space has been given in [37]. In summary

e'yqp ;
0; (7.34)

(0 My)el™

w=( b )

i@z@
Il

where

with u a (Ny — N.) x N, matrix which parameterises the coset U(Nf_U]S,]C\;QU(NC). The
following N. x (2Ny — N,) complex matrix can be constructed:
Zm = (uT MT) . (7.35)

() Just as for the Lorentz group, the little groups of singular orbits of non compact groups have semi
direct products with nilpotent subgroups.
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Consider the homographic action of the group U(Ny, N¢) on z,,, analogous to (7.30).
The magnetic moduli space is invariant under this non-linear action of U(Ny, Ny).
Consider the image of the origin z, = (0,0). As the action on z, is the same as
(7.30) on the electric baryonic orbit we know that the image of the origin is the whole
baryonic orbit. Therefore the baryonic branches of the electric and magnetic moduli
spaces are isomorphic as non-compact complex manifolds. The dualising map reads
simply z < z,,. This isomorphism is valid at the level of the classical moduli spaces.
The non-perturbative part of the superpotential is necessary to study another branch of
the dual theory. In the case ¢ = ¢ = 0 the mesons M is restricted by the superpotential
(6.11) to have rank N..

The Kahler potential of the magnetic theopry is not known. If the quark kinetic
term is expected to become canonical in the UV region, there is no reason for the Kahler
geometry of the meson fields to be trivial. One can try to use the isomorphism between
the baryonic orbits of the dual theories in order to deduce the Kahler potential of the
dual meson field in the UV region. However, we cannot use this twin parameterisation
of the electric and magnetic fields in the classical part of the moduli space to deduce
the magnetic Kahler potential from the electric one (7.26). Indeed, the induced metric
cannot be straightforwardly calculated from (7.31) and (7.32) because this is not an
analytic transformation of variables consistent with the Kahlerian geometry. Still, it
provides a link that we hope to be able to exploit in the future.

8 Conclusions

We have argued that the 't Hooft matching of the anomalies, when the normal space
to the manifold defined by the syzygies is a real representation of the flavour unbroken
subgroup, is equivalent to the existence of a polynomial superpotential that has been
put forward to characterize the confinement in N = 1 supersymmetric gauge theories.
This allows a complete classification of the confining theories for p > p,q4. Non-
confining theories, with 3,4 > g > paq; + 2, are expected to have dual(s). Some of
the properties concerning both confinement and duality discussed in this paper have
been illustrated by the analysis of two series of theories, SU(N.) and Spin(7), with a
descent relation between the successive decoupling of flavours.

For all confining theories the IR superpotentials for the gauge invariant composites
are completely fixed by the flavour symmetries. We have shown, in theories charac-
terized by non-trivial syzygies, that the following additional requirements are strongly
related: (i) the matching of the anomalies, (ii) polynomiality of the superpotential,
and (iii) the equations of motion leading to the syzygies. We have stressed the equiv-
alence of (i) and (ii) by constructing a superpotential in the case of a normal space in
a real representation of the residual flavour group, and we have partially proved the
equivalence with (iii) (we were unable to prove that the syzygies are the only solutions
of the equations of motion). Of course, one would like to have also a proof of the
conjecture that the normal space to the zeros of the syzygies are not in an anomaly
free complex representation of the unbroken flavour subgroup.
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In the case of dual theories, we have checked, with the aid of explicit examples,
the consistency between duality and syzygies. This property is verified only if non-
perturbative superpotentials are included.

Finally we have discussed how a non-compact hidden symmetry of the vacua char-
acterizes the classical moduli space geometry, but the non-analyticity of the action of
the non-compact hidden group makes it difficult to gain further insight into the Kahler
geometry of the dual theories.
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1 Introduction

The relation between Anti-de-Sitter space (AdS) and superconformal field theories de-
fined on its boundary has been a subject of interest for a relatively long time [1-3] (
see [4] for areview). The AdS/CFT conjecture [5-7] is the latest proposed such relation
and has, if correct, far reaching consequences: it allows, in principle, a non-perturbative
definition of string or M-theory on AdS backgrounds. The conjecture states [5], for
example, that M-theory on AdS x S* is equivalent to a six-dimensional superconformal
(2,0) field theory [8] defined on the boundary of AdS. Little is known about M-theory
besides that its low energy approximation is given by eleven-dimensional supergravity,
its compactification on a circle leads to type ITA superstring [9] and that it contains
membranes [10] and fivebranes [11-15]. The worldvolume action of super p-branes
and/or their equations of motion are formulated in a superspace background. So the
study of p-branes in AdS space necessitates the determination of the superbackground.
The bosonic SO(6,2) x SO(5) symmetry of AdS; x S* is promoted, when one considers
the fermionic coordinates in addition to the bosonic ones, to a Osp(6,2|2) supercon-
formal symmetry. The expression of the moving basis and the rest of the background
depend on the eleven-dimensional supercoordinates one chooses to work with or equiv-
alently on the realisation of the isometries as super vector fields in superspace. Such
a realisation was found in [16-19] using the coset approach [20]. With a particular
choice of super coordinates, this approach leads to closed expressions for the isometries
of AdS; x §* as well as the moving basis. However these coordinates are not partic-
ularly adapted to a 645 splitting of eleven dimensional spacetime, the six dimensions
representing the fivebrane’s worldvolume and the five remaining dimensions the trans-
verse dimensions. The aim of this paper is to propose such coordinates and use the
resulting isometries and background to deduce in a manifestly supersymmetric form
the equations of motion of a fivebrane near the boundary of AdS.

In order to study the super fivebrane in the AdS; x S* background there exists
a privileged system of coordinates which can be seen as follows: the fivebrane su-
per worldvolume is spanned by the (2,0) six-dimensional supercoordinates (z*,60%)
where g = 0,...5 and « is a spin index of the (44,4) spinorial representation of
SO(5,1) x SO(5). The transverse fluctuations of the fivebrane are described by a
(2,0) multiplet which comprises five scalars ¢ in the vectorial representation of SO(5)
and a symplectic-Weyl-Majorana fermion ¢ in the (4_,4) spinorial representation of
SO(5,1) x SO(5). A convenient set of super-coordinates to parametrise the eleven-
dimensional superspace is thus given by (z*,¢’,0% ¢%>"). The (2,0) super Poincaré
six-dimensional group is a subgroup of Osp(6,2|2) and so it has natural realisation on
the six-dimensional super worldvolume of the fivebrane. In this paper, we shall use
these coordinates to parametrise the eleven-dimensional superspace. This will allow
us to find, in a manifestly supersymmetric way, the interacting (2,0) theory describing
the fivebrane near the boundary of AdS7;. In order to do so, we determine first the
realisation of the superconformal algebra on vector fields and the invariant metric.

In section 2, we briefly review the AdS7 metric and how it arises in eleven-dimensional
supergravity. In section 3, we determine from [21,22] a realisation of the superconfor-



To be published in Nucl. Phys. B 231

mal algebra on vector fields. This realisation does not provide us with the Killing
vector fields, as we show in section 4, but will be the zero order approximation to
it. In section 5, we look for a modification of the realisation found in section 3. We
demand that the action of the super-Poincaré group be not modified and we show, in
section 6, that the vector fields have an expansion in the radius, R, of AdS. In this
section we also determine explicitly the first order expansion which we use in section
7 to construct the invariant metric. In section 8, relying on the doubly supersymmet-
ric formalism of the superembedding approach [11], we determine from the invariant
metric the equations governing the dynamics of the fivebrane to the first order in R;
this constitutes a good approximation near the boundary of AdS. Due to our choice of
coordinates, we get manifestly worldvolume superconformal equations of motions. At
order zero in R the equations, that is at the boundary of AdS, the equations reduce to
the doubleton equations [2] and at the next order we get interaction terms in the (2,0)
theory. The equations we get are the supersymmetric version of the bosonic ones found
for radial coordinates in [5,23] and all bosonic degrees of freedom in [24]. Our conven-
tions and some of the technical tools are collected in Appendix A; the superconformal
OSp(6,2|2) algebra is presented in Appendix B.

2 AdS and near horizon geometry

The d+1 dimensional Anti-de-Sitter manifold is conveniently described as the subman-
ifold of flat d 4+ 2 dimensional flat manifold with signature (—, —, +,---+) embedded
by the equation

¢X + UMUX;LXU = _RQ, (21)

where 7, is a d-dimensional metric with signature (—,+,...,+) and R is the radius of
AdSg41 spacetime. The boundary of AdS is obtained by considering points at infinity
subject to (2.1). More precisely define the primed coordinates by ¢ = A¢', x' = Ay,
and X* = AX'#* and take the limit A — oo then the boundary is described by the
surface

X'+, XX =0, (2.2)

subject to the equivalence relation (¢', X', X'*) = s(¢', X', X'#) where s is any real non
zero number. The surface (2.2) is a compactification of a d-dimensional Minkowski
spacetime: when ¢’ # 0 the coordinates X'# span R? which when added to the ¢’ = 0
part provides the compactification, S' x S92, whose universal cover is R x S§9-1.
Convenient coordinates of AdS are given by ¢ and z# = RX*/¢. These are well
defined if ¢ # 0 and z* remain finite in the scaling limit A — oo. So the boundary
at ¢ = oo can be parametrised by z*. In these coordinates the AdS metric takes the
form

¢2 RQ
9= pylwdde’ + Ed¢>d¢s. (2.3)
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This metric has an apparent singularity at ¢ = 0, however as noted above, this is
merely a coordinate singularity. Note that the ¢ = 0 part of AdS;yq is given by
R x AdSY | where AdS¥ is Euclidien Anti-de-Sitter which is topologically a ball and
its boundary is the sphere S9=2. In the following, we shall see that ¢ has a natural
interpretation as the radial distance from a fivebrane source and so the fivebrane is
at ¢ = 0. Note also that by a change of coordinates ¢ — B¢ the metric becomes
B2** | R*dzdx + o* R*d¢d¢/$* which when a = 1/2 and 3%/ R* = 2/ R will be the form
we shall use in the following.

The eleven-dimensional fivebrane is a solitonic solution to the eleven-dimensional
supergravity low energy equations of motion which preserves sixteen supersymmetries.
The solution is given by

Gp=5 = H_l/Snwdxude + HZ/Snijdqﬁiﬁbja G

where z#. = 0,...5 are the coordinates along the fivebrane and ¢ are the transverse
coordinates. The function H entering the solution is radial and harmonic, n*/9;0; H = 0,
and so it reads

iis = €0 0P H, (2.4)

3

R

where ¢? = n;;¢'¢7, ¢ is a constant and
3 3
R® = N[, (2.6)

where [, is the eleven-dimensional Planck length and N is the charge of the field
strength (G or the number of fivebranes.

If one insists on having an asymptotically flat eleven dimensional spacetime then
one has to impose that ¢ is not zero and one can set it equal to one. However, another
solution is to set ¢ = 0. This does not change the charge of the GG field strength and
preserves one-half of the eleven-dimensional supersymetries. In the latter case, ¢ = 0,
the metric takes the form of AdS; x S*. The radial coordinate ¢ combines with the
worldvolume coordinates z* to form AdS7. In fact in this case, the number of super-
symmetries is greater then sixteen since the six-dimensional Poincaré invariance of the
general (¢ # 0) case is transformed to a conformal invariance under the group SO(6,2)
which when combined with the sixteen supersymmetries gives sixteen other special
conformal supersymmetries. Another way to get the AdS spacetime is to consider the
decoupling limit /[, — 0 and qb/l;j finite (U so that ¢ < R and one can neglect the
constant ¢ in H. It is this limit that suggested the relation between the AdS;y; bulk
theory and the worldvolume d-dimensional effective theory [5].

More generally, the AdS/CFT conjecture states that M-theory in AdS; x S* is
holographically equivalent to the six-dimensional (2,0) theory at the boundary of AdS
[7]. In the following, we shall show that it is possible to determine as an expansion in
R?/¢ the metric and isometries of the superbackground whose bosonic limit is AdS7 x
S*. We shall calculate explicitly the first order terms which give the correction to the
free dynamics of the fivebrane near the (part of the) boundary at ¢ = oc.

(Dthis guarantees that the tension of the string obtained from the open membrane stretched between
the origin and ¢ is finite



To be published in Nucl. Phys. B 233

3 A realisation of Osp(6,2|2) on vector fields

In this section we determine, from the free six-dimensional (2,0) multiplet, a realisation
of Osp(6,2]2) on eleven-dimensional spacetime.

The six-dimensional (2,0) superspace is spanned by the coordinates (z*,0*) where
p=0,...5 and «a is a spinorial index in the (4;,4) of SO(5,1) x SO(5), SO(5) being
the R-symmetry group. The “flat” superconformal transformations are defined as in
ref. [21] by the requirement that the flat six-dimensional supersymmetric metric

g:nqu#®EU7 (31)
where E* = dz* — §T'*df, transforms by a scale factor, that is
89 = Le,g = —ay, (3.2)

where « is the scale factor. The realisation of the transformations in superspace was
determined and is given by & = {E, + ¢S E,. Here, E, = 0, and E, = D, =
Do — (0T%),0, are the supersymmetric basis of vectors. The components of & are
determined in terms of (*, (* and (;; which are defined by

Cu=a, + apyz” + Az, + (:1;277W—2$ﬂ:1:1,)k”, (3.3)
and
&= & b a (TP, (=L (3.4

The parameters a,, a,,, A, k., ¢;, € and n® are those of infinitesimal translations,
Lorentz transformations, dilatation, special conformal transformations, rotations, su-
persymmetries and fermionic special conformal transformations. The six-dimensional
super Killing vector fields are given by [21]

fg = C# - QéFMC + g (FMC@‘ + ir#m;@ am CM) 0
1

o 07020 0T 4y 0,071, (3.5)

_I_% AT HH1 B2 9 érm awé* _
and
. 1 1
G = [C-Te0 ¢ 50000 - 0,
12 4
L
24
1 B o
_I_S_QIwwzg 0T 1, 1y 0,07CH | (3.6)

. 1o _
— 50 0T 0,0 — ST"0 OT,0,C — 5Ty, 67142140

The scale factor, a, is given by

o= %aﬂg# _ geraagg, (3.7)
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which reads explicitly
a=2X\ — 4ztk, — 407. (3.8)

The (2,0) on-shell multiplet is described by a superfield ®' in the vectorial representa-
tion of SO(5) subject to the constraint [25]

i 1 i i
Dadt = (T NS De®. (3.9)

It has been shown in [21] that (3.9) is invariant under the superconformal group pro-
vided the scalar superfield ® transforms as

6@ = &(BY) + A% (6)d, (3.10)
where
2 1~ 1
A”(f) = 4@] — gﬁfifjl““@gf —|— Z&FUFZ-]H@U@“C” —|— gmjaﬂfp. (311)
From (3.10) and (3.11) we get

where ®2 = ®'®;. The fermionic superfield whose § = 0 component, ©*' is the super-
partner of ¢, the § = 0 component of ®, is ¥ = 1/5I; D®'. Under a superconformal
transformation, it transforms as

6V = (W) + oW + T Da + DEY, (3.13)

where D¢ denotes the matrix D,¢%. We can construct a realisation of the superconfor-
mal group in eleven-dimensional superspace as follows. We consider z# = (z*, ¢') to be
the even coordinates and 6% = (§°, 77/)&/) to be the odd coordinates. The two spinors of

SO(5,1) x SO(5) of opposite six-dimensional chirality combine to form one Majorana
spinor of SO(10,1). The vector fields

’

fo= €60, + 5 Da — N300 — ((a+ ¢'TyDa+ DOY) B, (314)

where 9; = 0/0¢" and 0, = /00, provide a realisation of the superconformal algebra
on eleven dimensional superspace. Note that ¢ and ©*" are no longer fields but become
coordinates in the eleven-dimensional superspace.

4 Modified bosonic realisation

In this section, we show that the realisation found in the previous section does not
provide us with the super Killing vectors of AdS™ x S%. In order to see that, it suffices
to examine the bosonic part of the metric and the transformations.
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The bosonic metric of AdS; x S* is given by

2¢ v RQ z j
g = Enwdgz;“d:z; + Mmjdqb d¢’, (4.1)

where ¢ = ¢'¢;. This metric is not invariant under the transformations generated by
the bosonic part of ¢ constructed above. In fact we have

bo(nudatdx’) = —an,, dz"dz” (4.2)
and

606 = ad, (4.3)

so the first piece of the metric is invariant. However the second part is not invariant
and its variation is given by

éo (%mjdwdqﬁf) = %w (dadd’ + d¢ da) ;5 (4.4)
This variation can be cancelled by modifying the transformation of z* by
R?
Szt = bpz" + @@“a. (4.5)

The modified transformations, as will be seen in the next section, still close on the
superconformal algebra. In order to extend the bosonic metric to the superconformal
case we have to modify the realisation found in the previous section of the supercon-
formal algebra on eleven dimensional superspace. This will be the goal of the next
section.

5 Modified superconformal realisations

Let g be an element of the superconformal algebra which is presented in Appendix B,
the vector field which gives a realisation of Osp(6,2|2) must verify

[£(9),€(97)] = £(lg,9D), (5.1)

In terms of the generators, £(g) is of the form

1 1, )
E=a"P, 4+ € Qn+ §aWMW + 56”.]2']‘ + k'K, + 0 Ser + AD, (5.2)

We write ¢ as & + A, where & is the previously determined solution to the closure
relations. So A¢ must be a solution of

[A&(9), €o(g")] + [6olg), A&(g)] + [AL(g), A(g)] = AL(ly, 9] (5.3)
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We require that (z#,6%) span the six-dimensional superspace so that translations
and supersymmetric transformations are unchanged

AP, = AQ, =0, (5.4)
and we also require that the Lorentz and R-group SO(5) realisations be unchanged
AM,, = AJ;; = 0. (5.5)
The weights of the different coordinates remain the same so
AD = 0. (5.6)

So the modification concerns only AK, = X, and AS, = X,. These have to obey
the following constraints which are the closure relations (5.1) expressed in terms of the
generators

[PmXa]:Oa [P,LMXU] = 07

{XOMQﬁ}:Oa [X;MQOZ] = _(F#)aﬁXﬁa
[Xm[(l/]"'[[(va] + [XMXU] = 0,
[Xo, Sg] + [Sas Xp] + {Xa, Xp} = 2(I")ap X,

The other commutation relations give the Lorentz, SO(5) and dilatation transforma-
tions of X, and X,. The first two equations imply that the components of X, and X,
are independent of = in the (d,, Das, 0;, 0,) basis. Similarly the next two equations
imply that the components of X, are independent of § and that those of X, are of the
form

Xy=Y,+0% (), ﬁXﬁa (5.8)

where the components of Y,, are independent of 6. The last equation turns out, after
the use of Jacobi identities, to be a consequence of the fifth relation. Finally we end
with the equation

(X, K]+ [Ko, X))+ [X,, X,] =0, (5.9)

where the components of X, are independent of z and depend linearly on 6 as in
equation (5.8).

Let us examine first the bosonic case, where § and 1 are absent. The most general
form of X, whose components are independent of x and have the correct transforma-

tions under SO(5,1), SO(5) and dilatations is given by
!
¢

where a is a constant. Note that there are no components on d; because there are
no Lorentz vectors independent of x. This X, satisfies [X,, X,] = 0 and a non-trivial
calculation gives, for any value of a,

X =a-0,, (5.10)

[XP,KU] +[K,,XP] =o0. (5.11)
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So in the bosonic case we have a one parameter deformation of the realisation of the
conformal Lie algebra on space-time.

In the supersymmetric case, the most general expression for X, is much more
complicated, it has an expansion in powers of @ which a priori stops at sixteen 1’s.
However, this power series in 1 is correlated, as will be shown in the next section, with
the dependence on R and ¢. This will help simplifying the resulting expressions.

6 Expansion in R

Define ¢'' by ¢' = R3¢ then the bosonic metric, expressed in the new coordinates,
when divided by R? does not depend on R. From the expression of ¢y, we deduce
that if we define 1’ = R=3¢ then ¢y, when expressed in terms of the primed quantities
is independent of R. Since the bosonic metric has only an overall scale dependence
on R the full £ which are the Killing vectors of the full superconformal metric, are
independent of R when expressed in terms of the primed quantities.

Let us first consider Y, it has an expansion in %’ of the form

y(a”)ﬁ(d)/)
Y, = Z( /1—|—5n/4 v+ ¢/3/4+5n/4Da

/

yzn)ﬂ(djl) a/_l_ y?n)ﬂ(d/) /)’ (61)

¢/—1/2+5n/4 @ ¢,—3/4+5n/4 o

where the y%#(;//) are homogeneous polynomials in ¢’ of degree n. The powers of
¢ in the denominators are determined from the behaviour under dilatations. When
expressed in terms of unprimed quantities we get

Y Z (fRAH—n <]51-|-5(77/Z)4)a + R ¢374+(5f/)4D

:RM%L”)M) 0: + RHH;WW) d. ) (6.2)

$—1/2+5n/4 $—3/4+5n/4

where R = R%*. Lorentz invariance constrains the degrees of polynomials appearing in

(6.2). For example, all terms quadratic in 1 are of the form ¢y T#1#283e) pTHIgy qp[HLR2H31)

so they all have an odd number of six-dimensional vector indices and thus cannot con-
tribute to Y. Using this kind of arguments one can show that if a polynomial of
degree n contributes to one component then the other polynomials appearing in the
component have degrees n 4+ 4p. The lowest degree polynomials appearing in each
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component are given by

= agpl, iy L (6.3)

¢3

o3 vy a 1
Y3 = a5(r ¢) (¢F#V1V2?7/))

o a ViUt alr 7 ﬂ
¢)3'+ G(F ¢) (¢FMV1V2¢)¢4

V12 o7 ¢Z ¢Z¢]
+ ‘17(F ?7/)) (@bruulugi@b)g + ?7
where a;, ¢+ = 1,...,8 are arbitrary constants. We have used Fierz rearrangements to
eliminate some of the terms with three powers of ¢ (see Appendix A). Note that the
leading power of r in (6.2) for all the components is R*; from (6.2) and (6.3) we see
that the general form of Y), is given by

ag(rm u2i¢)a'(djr}w1 U2].77/))

Y, = Zj{‘l(ﬁl)y(p)’ (6.4)

v (o7 1
W = Y gy O T Yo gyaray D

~
<
S
I

OZI

Z. 1 1
+ y(2+4p)MWai + y(3+4p)u@T5paa" (6.5)

Similarly, one can make an analogous analysis for X,. Here, the lowest degree polyno-
mial contributing to X, are given by

5+ bQ(FW@/})a%

+ b4(Tuij)a (%/)F”%)—
¢* (6.6)

e = ()

Py = bo(Tig)a (BT ) = g

¢
¢4
o = b7<Fu¢>a<¢F”%>Zi (T )a(T7) S

() = bg6," ¢‘|‘blo( i) lﬁbZ-

+ b5 (Tui)o” (PT71p) == + be(Tijr ) o (P19 4h) —

The corresponding expansion in r follows with the difference with respect to Y, that
the last term in (6.6) contributes at order zero and the contribution to the first order
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comes from terms with four ¢’s. We deduce that X, and X, have an expansion of the
form

4 4
Xo=) RPXP X, =) RvX[), (6.7)

p=1 p=1

and the closure relation gives

(K X1+ [XPL K= ) (X0, X)), (6.8)

q+q’'=p

Since K, has an = and 6§ dependence, each component of the equation above gives upon
identification of terms dependent on x and # a series of equations which consistency is
not guaranteed a priori. To the lowest order, equation (6.8) yields the linear equation

(K X+ XV, K, ) =0, (6.9)
where X;(Ll) = Yﬂ(l) + 0T, XM, with the components of Yﬂ(l) given in (6.3) and those of
xM given in (6.6). The detailed analysis of the equations is long but straightforward.
The number of equations is much greater than the number of coefficients. We have
checked the compatibility of all the equations. Some of the resulting equations are
homogeneous and are identically satisfied, if we set a3 # 0, then the inhomogeneous

equations allow the determination of the other coefficients in terms of a;. We obtain
the following results for the coefficients in Y, :

a3 =das=ag=ar =10

(6.10)
a] = —4Cl2 = 8&4 = 320,8
and for X,
by = bs = bg = by = bg = b1p =0
b, — aq a aq a aq a aq (611)
2T P T es T 3 T 32

7 Invariant metric

In this section we shall use the Killing vector fields determined in the preceding section
to deduce the invariant metric. We write the metric in the form

% . . R .. .
g= %UWE“@E”—I— = oni B @ B9 (7.1)

taking into account the behaviour under translation, supersymmetry, dilatations, ro-
tation and Lorentz transformations as well as a Z, symmetry acting as ¢* — —¢* and
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) — —1), we get, to order R?* the following expression for E*

() (U6 B + a1
$ig*
¢6
¢k
+ co (P (T3 d0) = e
Pi

_|_c7(7Z)IVW1 ” @Z))(J}qu 125 ) 25 + 68(¢F;w1 V2277/))(?7/}FU1 2 d&) E

¢] uij ¢zd¢]
&t el 202 ) (7.2)

The terms in ¢3, ¢4, ¢s and c¢g are redundant since, by Fierz rearrangements they can

B oo e (ol

s (4T 5d0)—

¢3
5t ca(PTHI) (YT d0) ——
¢;

+os (YT (yid) == pE

g (T 4p) (T ,:dh)

be cast into the form of already present terms (see Appendix A); so we can set these
coefficients to zero. Similarly, we get for £*, to the order zero

Ei = d¢' + dy (4T7d0) + dQ(;z;rffde)%

¢, ¢ % p
¢? ¢ ¢2

The coefficients ¢; and d; are determined by the requirement of invariance of the metric

+ d3(PT7dO) L 4 da(2pdf)—

+ ds (T, Tep) 2 (7.3)

under conformal and special conformal transformations which were determined in the
preceding section. The metric can be decomposed as a term of order zero and a term
of order one

g9 =90+ g1, (7-4)
where

2
9o = %TZ,M/E# ® E (75)

and

_2¢ [ 1 v B v v R? i J
gl_EnW((E _BYQE +E* e (E —E)) 4¢277”E QB (7.6)

The equations governing the invariance of the metric give at order zero
Lé‘ogo = 0, (77)

which is satisfied by the construction of ¢y presented in section 3. At the next order
we get

LAggo —|— Lfogl = 0 (78)
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This equation is satisfied by construction for all generators except for conformal and
superconformal transformations (the invariance under the other transformations are
implemented in the ansatz (7.2)-(7.3)). These give the values of the constants appear-
ing in K*:

C3:C4:C5206269:0

1 1
T TR 7T T3
1 V3 1 V3 (7.9)
Cr=——7=+ 755 8= 551+ 155
16 128 32 128
3 V3
Cip = o1 + 37
and those appearing in E':
dg == dg == d4 == 0,
3 (7.10)
dl — 1, d5 — \/_

In addition the value of a; is fixed as

(7.11)

ap =

1
=
8 Interaction in the six-dimensional (2,0) theory

In this section we derive the equations governing a fivebrane in the AdS; x S* back-
ground to the first order in R*. This will give the first order interaction terms in
the (2,0) theory. We shall use the superembedding approach [11] which is particu-
larly convenient for our purposes. This approach is manifestly worldvolume and target
space supersymmetric. It has been shown that, by fixing the worldvolume coordinates,
it leads to the manifestly target space supersymmetric Green—Schwarz equations for
p-branes [11]. Here, we shall choose to work in the “physical” gauge which leads to
manifestly worldvolume supersymmetric equations in terms of the superfields ® and
U which appeared in the free (2,0) theory reviewed in section 3.

In the physical gauge, the super worldvolume of the fivebrane is spanned by the
(x#,0%) coordinates. The dynamics is described by the superfields ®‘(z,#) and ¥(z, ).
Let e, be a basis of odd vector fields on the worldvolume. And let e be the pull-back
of the eleven-dimensional even moving basis:

e = EMP™ + EPdx” 4+ Edd(x,0) + E"dV (z,0), (8.1)

where d is the six-dimensional exterior derivative (d = dz*d,, + d0*d,). The equations
governing the dynamics of the fivebrane are simply

e’(eq) = 0. (8.2)
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These are equivalent to the equations obtained from the superembedding approach.
The most general odd vector field on the worlvolume reads

ea = AP Dg + AL, (8.3)

Thanks to the linearity property of (8.2), it is possible to normalise the e, such that
ea(d0?) = 87, and e, can be cast in the form

eo = Dy + ALD,. (8.4)

Note that A* is determined from (8.2) as well as the equation relating ®* to .
The p components of the equation (8.2) give

1 N/ 1282 O, v T, 1
0 = A+ R* (clg(\llf“ 2y (W, ,, U)AY — cz(ea(\Il)F“\Il)@
O T4V V2 q)Z T M V2t q)l
+ [67(\IIF qj)(rmvziw)g - 08(¢F qj)(rml/z\p)g] o
—I-C1o(‘I’FM‘I’)TJ> ; (8.5)

where we have kept non-zero constants. The ¢ components of equation (8.2) give

. . _ . [ON
0= ea(®) = ("), + ds(IT,T0) T AL, (8.6)

Equation (8.5) shows that, to the first order in R*, A* is given by

(I)i

- 1 T 1282
8% = =R (e Da(B)T W)+ en (BT ) 0 5

o P, L $D.(9,
—68(\IIFW1”2Z\II)(FU1U2\I/)E] o + clo(\IlF“”\Il)%> s (87)

Substituting the expression of A# in equation (8.6), we get

7 7 \T 1 \T Vv QJ
D9 = d,(T"0), +R* <_CQ(DO[(\I;)FMQ)E + [C7(\I/F“‘ \I/)(Fylyz)j\ll)g
T, vy Qk
_CS(q}Fﬂ k\Il)(FUIWKII)E]a
T i q)kDa(q)‘) i T 1) D,
—|—c10(\IlF“k]\II)TJ> (@;b +d5(wuxp)a;>. (8.8)
To order zero we have [21]
s, = —(1%)5ud, " + + Hy.

5 (8.9)

D\Ha.p = 5(11“%58#\1/@ + 5(F“)wa“\115
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where
Haﬁ = HMMMS(FMMMS)OZ& (810)

H,, ., being a self-dual 3-form. So to order R*, we can replace in the right hand side
of equation (8.8) D®' by I'"W and DV by its zero order expression (8.9). The equation
of motion to the first order becomes

i i = 1 v gl
D& = (T'0), + R (—cz(Da(\Il)F“\Il)@ + [T )T 0) o

(73

_ . _ ()
_cg(nprwqu;)(rqu;)g]a) (am +d5q;rmq;a;> . (8.11)

where & = ¢; — ¢10/4 and ¢g = cg — ¢19/4. These equations are invariant under the
superconformal transformations which read

) ) ot 1 . . 1 - . O
T % 4 = . 7 % J
where ' = 5 — k,T*0 and §,® is given in (3.10).
On the boundary of AdS, the resulting equations are the doubleton equation of
the free multiplet, the first correction in R yields an interacting (2,0) theory with a
non-linear realisation of the superconformal algebra.

V.A Conventions and Fierz rearrangements

The eleven dimensional superalgebra reads

{Qa,Qp} = 2(T7C) 5 Pa (V.A.1)
where & =1,...,32, i =0,...10 and C,; is an antisymmetric matrix verifying
CTTAC = T, (V.A.2)
The reality condition on 11D fermions reads
U =Cul, (V.A.3)
or equivalently
Ve = Oy, = 0, (V.AA4)

where C% is the inverse of C43- We shall use €' to raise and lower indices and the
notation (Fﬂ)&ﬁ for (F[‘C’)&B.

We are interested in the 6 + 5 splitting the eleven dimensional spacetime. A repre-
sentation of the Gamma matrices is conveniently given by

M=y'@l1, I"=357, (V.A.5)
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where p and ¢ are respectively six and five dimensional vector indices, and 4 is the
chirality matrix in six dimensions:

F=A9"...9% (V.A.6)
This matrix allows to decompose 11D Majorana fermions into two 6D Sp(2) symplectic

Majorana Weyl fermions: % = (1/}“,1/}“1). We shall also denote I'°*% by I''. In this

representation the charge conjugaison matrix C' may be written as
C=C®Q, (V.A.7)
where C is symmetric and verifies
CiyHC = —A+ T (V.A8)
whereas () is antisymmetric and verifies
QY =4"'T, (V.AL9)
The antisymmetrised product of n gamma matrices is denoted by ['#1~#» We have
(Diain T = — (1)t tD2Th i O, (V.A.10)

A useful relation is the Fierz rearrangement formula which reads for four Weyl-Majorana

fermions (2)

(€1H+62) (63H+64> =

(611"“ ! Fil .“in2 H+64) (EBF;LI cfhng Fil ...in2 H+62) 9

—1)2 o
> (8—) (=2 (a1 T2 1 ¢y) (€T, Ty iy, T e5)
ny=0,1,2 Cna
+ (e T2 11 e4) (€31, pppo Di iy 11T €2)) (V.A.11)
with coefficients ¢, and ¢, given by
en =8(=1)""V2 and &, =4(—1)"""V/2, (V.A.12)

1% are the chirality projection operators in six dmensions. The formula (V.A.11) has
been used in our derivations to restrict the number of independent terms appearing
in the Killing vectors and in the metric, particularly those involving three fermions .

(2)The summation over the indices p and i is ordered in the formula (VAL gy < ... < pn, and
11 < ...< ip,. Otherwise some factorials appear in the normalization.
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First, in the expression (6.3) of y%’)ﬂ and in the expression (7.2) of E*, Fierz rearrange-

ments eliminate terms with combinations like (I%)(¢T ;%) or (71724} (4T, ;, 5,%), in-
deed

(F]?v/})(ijrlfﬂd)) = i( 20102¢)(¢F 0102?7/)) (FU102¢)(¢ 21/0’10’277Z))

- _ (V.A.13)
(F11J2¢)(¢I‘”1j2¢) - _(F0102¢)(,¢FU0102,¢)_
The expression (6.6) of xég)a involves terms of the form
(Co Nisy iy ) (9170 20). (V.A.14)

There are a priori twelve terms that can be constructed using ¢* and gamma matrices :

3 7 7 7 7 qu m
N[leg (5 ¢ 522 ¢21)1 —I_ a/(521 ¢Z2 - 522 ¢Z )?F

+ cﬂ(ril ¢’52 - FiQ ¢21) + cl ¢¢¢; (szl ¢i2 - Fmig ¢21)
(V.A.15)

¢ .
+ dgblrnm + d/%rmiﬂé

+ (T biy — Tiybiy) + €/ (D iy bty — Dy 6iy)
+ fgbrlhw + flriiﬂémgbm-

¢
¢

However a Fierz rearrangement insures that NZ ] and (QN) Where () is defined as
Yo VA E S A N U V.A.16
(Q )iﬂz - _6 [7142] 112 T g ( [ij]" 2 = *V[i2d] ) ( iR )

are equivalent in the sense that the expression (V.A.14) computed with Nf;lQ] and

(QN )Ei1i2] are equal. Examining the eigenvalues of the operator () allows to conclude
that

b~e~d ~d~d ~f~0
ar~b ~—en~—f (V.A.17)

Finally, we end up with only the two terms written in (6.6).
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V.B The Osp(6,2]2) algebra

[Py, P,] =0 (V.B.1)
[PAM MPU] = _nﬂppa + Thw'Pp (VBQ)
[P, Jiil =0 (V.B.3)
[Py, D] = P, (V.B.4)
[PM [71/] = 277;WD QM}LU (VB5)
[Pm Qa’] =0 (VBG)
[PAM Sa] = _(Fﬂ)aﬁ Qﬁ' (VB?)
[M,Lwa MPU] = _T],LwMup + ngpMya - T]l/leuo' + T]VU-MM) (VB8)
(M., Jij] =0 (V.B.9)
(M, D] =0 (V.B.10)
[leajfcr] - 77,&01(1/ - 771/0[(# (V Bll)
1 '
[*Mpua Qa’] = §(F;w)a/ﬁ Qﬁ' (VB12)
[M;wa Soz] = %(Fuu)aﬁsﬁ (VBlB)
[Jijs ] = miaje — nidin + njndic — njdie (V.B.14)
[Jii, D] =0 (V.B.15)
[‘]2]'7[,,M] =0 (V.B.lG)
1 )
[id, Q] = =5 (Ti)" Qe (V.B.17)
1
[sz Sa] = §(F2])a Sﬁ (VB18)
[D, D] = (V.B.19)
(D,K,] =K, (V.B.20)
1
[D, Sa] = 55, (V.B.22)
(K, K] =0 (V.B.23)
[[(w Qa’] = _(Fu)a/ﬁsﬁ (V.B.24)
[Kyy Sa] =0 (V.B.25)
{Qa'a Qﬁ'} = Q(F#)alglpu (VB26)
{Qar, S5} = 2Carg + 2(T7) g Jij + (T™) s M (V.B.27)
{Saa Sﬁ} = Q(Fﬂ)ag[(n (VBQS)
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Résumeé

La théorie électrofaible de Glashow—Salam-Weinberg est I'une des plus belles réussites
de la théorie des champs ; elle est testée avec une grande précision dans les expériences
de physique des particules. Néanmoins, cette théorie souffre de quelques insuffisances
en ce sens qu’un certain nombre de parametres, notamment ceux caractérisant la masse
des particules élémentaires, prennent des valeurs peu naturelles au sens de ’t Hooft.
De surcroit, les forces de gravitation, dont la quantification pose de sérieuses diffi-
cultés, ne sont pas prises en compte. L’objet de cette these est 1’étude de théories
d’extension du modele standard inspirées de la théorie des cordes. Cette étude possede
un aspect théorique avec la construction de théories effectives décrivant la dynamique
d’objets solitoniques de la théorie des cordes en couplage fort, et offre également une
approche plus phénoménologique par ’examen des conséquences, observables a basse
énergie, des symétries des théories a haute énergie : ces symétries pourraient par ex-
emple étre a lorigine de la hiérarchie de masse des fermions. Il est également montré
comment caractériser le vide de la théorie des cordes en couplage fort par les pro-
priétés géométriques de 'espace compactifié, caractérisation conduisant a une solution
phénoménologiquement acceptable aux problemes de 'unification de la gravitation et
de la brisure spontanée de la supergravité.






Symétries et brisures de symétries
au-dela de la théorie électrofaible

Résumé

La théorie électrofaible de Glashow—Salam—Weinberg est I'une des plus belles réus-
sites de la théorie des champs ; elle est testée avec une grande précision dans les
expériences de physique des particules. Néanmoins, cette théorie souffre de quelques
insuffisances en ce sens qu’un certain nombre de parametres, notamment ceux car-
actérisant la masse des particules élémentaires, prennent des valeurs peu naturelles au
sens de 't Hooft. De surcroit, les forces de gravitation, dont la quantification pose de
sérieuses difficultés, ne sont pas prises en compte. L’objet de cette these est 1’étude
de théories d’extension du modele standard inspirées de la théorie des cordes. Cette
étude possede un aspect théorique avec la construction de théories effectives décrivant
la dynamique d’objets solitoniques de la théorie des cordes en couplage fort, et offre
également une approche plus phénoménologique par I'examen des conséquences, ob-
servables a basse énergie, des symétries des théories a haute énergie : ces symétries
pourraient par exemple étre a l'origine de la hiérarchie de masse des fermions. Il est
également montré comment caractériser le vide de la théorie des cordes en couplage
fort par les propriétés géométriques de I'espace compactifié, caractérisation conduisant
a une solution phénoménologiquement acceptable aux problemes de 'unification de la
gravitation et de la brisure spontanée de la supergravité.

Mots-clés
Supersymétrie, Supergravité, Supercordes, M théorie, Symétries de dualité,
Hiérarchie de jauge et hiérachie de masse, Unification, Physique des saveurs.



