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1. INTRODUCTION

Ce document présente I’ensemble de mes travaux de recherche depuis mon doctorat
jusqu’a ce jour. J’ai regroupé ces travaux en 6 grandes sections, dont ’ordre de présentation
suit en grande partie 'ordre chronologique des publications.

Meéme si les techniques employées, allant de la théorie quantique des champs a la
combinatoire, sont diverses, ’ensemble de mes travaux s’articule autour d’un méme theme,
la description des propriétés statistiques de surfaces fluctuantes et de réseaux aléatoires.
J’ai donc essayé de présenter les différentes contributions dans un langage unifié pour
d’une part permettre de resituer chacune d’elles dans la problématique générale et d’autre
part laisser transparaitre ’évolution des questions qui sont apparues dans ce domaine. La

section 8 propose quelques perspectives pour des développements a venir du sujet.

2. PHYSIQUE STATISTIQUE DES MEMBRANES (publications 1-10,26)

Cette partie englobe ’ensemble de mes travaux de recherche menés pendant ma these
et poursuivis lors de mon séjour post-doctoral. Ils concernent 1’étude théorique des pro-
priétés statistiques des membranes. Cette étude s’inscrit dans le cadre général des “sur-
faces aléatoires”, associées a un grand nombre de problemes de physique: modele d’Ising
tridimensionnel, problemes d’interfaces, théorie des cordes... Dans la plupart des cas, le
probléeme peut étre ramené a la statistique de surfaces fluctuantes régies par une simple
tension superficielle, c¢’est a dire une énergie proportionnelle a 1’aire. Il s’avere alors que les
configurations statistiquement favorisées sont celles ou la surface est fortement “froissée”.

Le domaine plus spécifique qui m’a intéressé concerne au contraire la description des
membranes biologiques (membranes cellulaires, globules rouges) ou artificielles (bicouches
lipidiques, mélanges eau-huile-surfactant) pour lesquelles la tension superficielle joue peu
de role, soit parce qu’elle est tres faible, soit au contraire parce que I’aire varie peu. Dans
ce cas, il convient alors de considérer un terme d’énergie proportionnel a la courbure locale
de la surface, et qui tend a ’aplanir. C’est en particulier cette énergie de courbure qui
est responsable de la forme des globules rouges. Quand le module de rigidité (qui mesure
I’énergie de courbure typique) est de l'ordre de la température, ces membranes peuvent

étre sujettes a d’importantes fluctuations et une description statistique s’impose.
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La principale question théorique est alors de comprendre le role de 1’énergie de cour-
bure sur les propriétés statistiques des surfaces et son aptitude a induire de nouvelles
phases. Le probleme ainsi posé a une formulation naturelle dans le langage de la théorie
quantique des champs: on adopte une description continue de la surface grace a un systeme
de coordonnées locales et la moyenne statistique s’obtient alors par une intégrale fonc-
tionnelle sur les diverses configurations. La pertinence a grande distance de 1’énergie de

courbure dépend alors de la renormalisation du module de rigidité par les fluctuations

de la surface. L’enseignement principal obtenu (voir publication 7 pour une synthese des
résultats) est que cette renormalisation dépend de fagon essentielle de la structure interne
de la surface. Plus précisément, on sait qu’un systeme bidimensionnel peut présenter trois
types d’ordre interne, correspondant a la phase fluide, la phase hexatique et la phase solide.
A ces trois ordres internes correspondent trois comportements universels différents pour
les fluctuations de la surface.

e Statistique des membranes fluides

L’étude de la renormalisation de la rigidité des membranes fluides (sans structure in-
terne) a été entreprise a la fois en tant que telle par Helfrich (J. Physique 46 (1985) 1263, 47
(1986) 321, 48 (1987) 245) d’une part et Leibler et Peliti d’autre part (Phys.Rev.Lett. 54
(1985) 1960), et en tant qu’alternative aux théories de cordes par Polyakov (Nucl.Phys.B
268 (1986) 406). Tous ces travaux utilisent des méthodes perturbatives. J’ai présenté dans
ma these une approche non perturbative consistant a résoudre le probleme dans la limi-

te ou la dimension de I'espace de plongement devient grande (publications 1 et 3). Tout

d’abord, ce calcul vient confirmer et préciser les calculs perturbatifs en montrant que les
fluctuations de la surface diminuent sa rigidité effective. Le role de 1’énergie de courbure
est alors d’engendrer une longueur de persistance finie en deca de laquelle les normales a la
surface sont corrélées. Au dela de cette longueur, la rigidité est ineffective et la surface se
froisse. Par ailleurs, ce calcul met en évidence 'apparition, en deca d’une valeur critique
de la tension superficielle, d’instabilités non perturbatives qui traduisent une tendance de
la surface a développer des inhomogénéités de métriques de la taille de la longueur de
persistance et indiquent ’existence d’une transition vers une phase ou la surface dégénere
en un objet hérissé ou du type d’un polymere branché, un phénomene déja observé par
simulations numériques.

e Membranes hexatiques

La phase hexatique s’obtient a partir de la phase solide en y ajoutant une densité finie

de dislocations. Si I’on perd l'ordre translationnel, I’ordre orientationnel est lui conservé

3



et le probléeme revient alors a 1’étude du couplage d’un modele XY défini sur une surface
aléatoire aux fluctuations de cette surface. J’ai montré dans ce cas (publication 2) que le
module de rigidité effectif adopte une valeur universelle non nulle & grande distance (point
fixe infrarouge). La corrélation des normales décroit alors comme une loi de puissance
(longueur de persistance infinie) et la surface est un objet critique dont la dimension fractale
varie avec la raideur hexatique (qui mesure 'intensité du couplage). Le diagramme de phase
dans les variables module de rigidité — raideur hexatique est discuté dans un formalisme
unifié dans la publication 9.

¢ Membranes solides ou polymérisées: transition de froissement

La phase solide est adaptée a la description des membranes polymérisées qui a la fois
présentent un ordre interne solide de type translationnel et peuvent étre sujettes a des fluc-
tuations importantes. Elle donne lieu a une physique particulierement riche. L’existence
d’un ordre interne fournit un systéeme de coordonnées privilégié pour décrire la surface.
Les déformations de la surface sont dans ce cas convenablement décrites a courtes dis-
tances par la théorie de 1’élasticité. En présence d’énergie de courbure, il y a alors ap-

parition d’une remarquable transition de froissement (publications 4-6) entre une phase

de faible rigidité (ou haute température) ou la surface est froissée et une phase de forte
rigidité (ou basse température) ou la rigidité effective croit avec la distance et ou la sur-
face s’aplatit: la symétrie de rotation dans I’espace ambiant est spontanément brisée dans
cette phase. A la transition, la surface est de nouveau un objet critique. Cette transition
avait été fortement suggérée par des simulations numériques par Y. Kantor et D.R. Nel-
son (Phys.Rev.Lett. 58 (1987) 2774, Phys.Rev. A 36 (1087) 4020). La publication 4 en
présente une prédiction analytique. Les propriétés critiques a la transitions sont également

étudiées (publications 5.6).

e Elasticité anormale

L’existence de la transition de froissement est surprenante, car elle semble contredire
le célebre théoreme de Mermin-Wagner interdisant la brisure d’une symétrie continue (ici
la symétrie par rotation dans ’espace ambiant) pour des systémes a deux dimensions. La
résolution de ce paradoxe vient de ce que la phase plate des membranes polymérisées n’est
en fait pas décrite a grandes distances par la théorie usuelle de 1’élasticité a deux dimen-
sions. Celle-ci est remplacée par une théorie critique (élasticité anormale) caractérisée
par des exposants non triviaux. L’existence de lois d’échelle réduit le nombre d’exposants
indépendants a un. Cet exposant traduit par exemple la modification par les fluctuations

de la loi de Hooke: I’élongation n’est plus une fonction linéaire de la tension appliquée
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(publication 6.8). La valeur de cet exposant a été déterminée par simulations numériques

(Monte Carlo) et les lois d’échelles vérifiées numériquement (publication 8). Une autre
prédiction remarquable est que le module de Poisson ¢ des membranes fluctuantes est
uniwversel et négatif. Ce signe indique que, sous 'action d’un étirement dans une direction,
la membrane s’étire également dans la direction transverse, contrairement a la plupart des
matériaux classiques qui auraient tendance a se contracter. A 'aide de simulations Monte

Carlo a grande échelle sur un modele discret (publication 26), nous avons confirmé cet effet

et obtenu une estimation numérique o ~ —0.32 pour un réseau de taille 1282, en excellent
accord avec une prédiction théorique o = —1/3 due a Le Doussal et Radsihovsky (Phys.
Rev. Lett 69, 1209 (1992)).

J’ai enfin étudié comment ces propriétés d’élasticité anormale se transmettaient au
cas d'un empilement de membranes, les membranes étant fréquemment rencontrées sous

forme de phases lamellaires. J’ai pu montrer (publication 10) analytiquement 1’existence

d’un régime ou ’élasticité anormale d’'une membrane se propage a tout ’empilement qui

obéit alors également a une loi de Hooke modifiée.

3. RENORMALISATION DES MEMBRANES EN INTERACTION: AUTO-
EVITEMENT (publications 12-15,28-30)

L’étude présentée dans la section précédente, basée sur une énergie (tension superfi-
cielle ou énergie de courbure) purement locale sur la surface, décrit des membranes sans
réelle interaction. L’exemple le plus simple d’interaction consiste a considérer une mem-
brane pouvant entrer en contact avec un objet fixe (impureté, paroi,...). Un autre exemple
particulierement important est 'auto-évitement des membranes qui consiste a prendre en
compte, dans les phases froissées, le fait que les fluctuations peuvent amener plusieurs
points éloignés le long de la surface en contact dans 'espace de plongement. L’auto-
évitement revient a introduire une interaction de contact répulsive a deux corps. D’autres
types d’interactions (forces a longue portée, forces attractives...) peuvent également étre
considérées.

Dans les cas de forces a longue portée, on s’attend a ce qu’un traitement variationnel du
probléme, bien qu’approché, conduise aux bons comportements critiques. Cette approche

est discutée dans la publication 12.




Dans le cas de 'auto-évitement, 1’étude est beaucoup plus complexe et aujourd’hui
encore, la plupart des résultats reposent sur des simulations numériques. Ma contribu-
tion dans ce domaine a principalement consisté, en collaboration avec F. David et B.
Duplantier, a montrer théoriquement la renormalisabilité de la théorie des membranes

polymérisées en interaction (publications 13,14) et en particulier des membranes auto-

évitantes (publications 15,28). De maniére générale, une membrane polymérisée peut étre
vue comme un assemblage de “monomeres” en un réseau bidimensionnel. En ce sens,
I’étude des membranes polymérisées constitue I'extension a deux dimensions de 1’étude des
polymeres en solution.

Dans le cas des polymeres, le probleme des interactions a plusieurs corps peut se
formuler a ’aide de théories des champs locales ordinaires dans [’espace de plongement.
Par exemple, 'auto-évitement des polymeres se décrit par un modele O(n) dans la limite
n — 0. L’existence d’une théorie des champs locale sous-jacente permet alors I’emploi des
techniques bien connues de renormalisation perturbative pour d’une part donner un sens
précis au modele, et d’autre part déterminer des comportements d’échelle universels de
polymeres en interaction, ainsi que les exposants critiques associés.

Deux problemes fondamentaux se posent si ’on essaie de transposer les techniques de
polymeres au cas des membranes polymérisées.

- Premierement, la dimension fractale d’'une membrane sans interaction est infinie (con-
trairement aux polymeres sans interaction qui ont une dimension fractale finie 2), ce qui
empéche de traiter 'interaction de maniere perturbative. Pour conserver un développement
perturbatif de 'interaction, on doit alors généraliser la notion de membrane polymérisée a
des objets étendus D-dimensionnels ou D est un parametre continu entre 0 et 2, le cas des
membranes étant alors retrouvé dans la limite D — 2 tandis que D = 1 redonne une théorie
de polymeres. Dans cette optique, nous avons développé un formalisme qui, s’appuyant
sur une formulation de la géométrie euclidienne en terme de distances mutuelles, permet
de donner un sens précis a des objets de dimension D non entiere. Ce formalisme de
géométrie des distances est tout a fait général et conduit a une formulation de la théorie
en interaction de la membrane D-dimensionnelle qui généralise le formalisme en parametre

a de Schwinger pour les théories des champs ordinaires (publications 13.14).

- Deuxiemement, la renormalisabilité de la théorie, assurée dans le cas des polymeres (D =
1) par ’équivalence avec une théorie des champs locale dans I’espace de plongement, n’est
plus garantie pour D arbitraire entre 0 et 2. Dans le cas d'un modele simple de membrane

en interaction avec un objet fixe, nous avons prouvé explicitement (publications 13.14) la
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renormalisabilité de la théorie a tous les ordres en perturbation, fournissant ainsi le premier
exemple de renormalisation d’une membrane en interaction.

Dans le cas de l'interaction d’auto-évitement, on doit considérer une théorie des
champs qui n’est pas locale (les deux points en contact sont éloignés le long de la
membrane). La localité est d’ordinaire considérée comme 'un des ingrédients cruciaux
nécessaires a la renormalisabilité. Nous avons au contraire montré comment certaines
propriétés des théories des champs locales (en particulier le développement d’opérateurs
a courte distance) pouvaient étre en fait étendues a toute une classe de théories non-

locales, assurant en particulier leur renormalisabilité (publications 15.28). Les membranes

auto-évitantes ou en interaction coulombienne appartiennent a cette catégorie de théories
non-locales renormalisables, pour lesquelles des lois d’échelle peuvent alors étre obtenues.
Par ailleurs, appliquée au cas particulier des polymeres, ’étude des effets de taille finie
de la théorie non locale d’auto-évitement fournit une justification immédiate de I'approche
dite de “renormalisation directe” des polymeres, qui évite le recours au modele O(n),
n — 0.
Une derniere application concerne ’auto-évitement pour les membranes anisotropes

dans leur phase tubulaire (publication 29), c’est-a-dire des membranes froissées dans une

direction et plates dans l'autre.
Les techniques de renormalisation pour les polymeres et les membranes polymérisées

sont décrites dans des notes de cours (publication 30).

4. PLIAGES DE RESEAUX A DEUX DIMENSIONS (publications 16-
18,23,25,27,31,32,44)

Les résultats des deux sections précédentes sont essentiellement basés sur des tech-
niques de théorie quantique des champs ou les membranes sont décrites comme des objets
continus. Une approche complémentaire consiste a modéliser la membrane par un réseau
discret bidimensionnel, par exemple le réseau triangulaire régulier. Cette approche est en
particulier adaptée a des études numériques, a la fois de type Monte Carlo, mais également
par matrice de transfert. Enfin on peut espérer dans certains cas simples des solutions ex-
actes (par exemple pour le nombre de configurations possibles). Il est a noter que I’emploi
de réseaux réguliers est bien adapté a la description de membranes polymérisées pour
lesquelles la métrique interne est fondamentalement “gelée” tandis que celle des membranes

fluides, dont la métrique fluctue, nécessite plutot de considérer des réseaux aléatoires.
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ePliage du réseau triangulaire

Il est tentant de visualiser la transition de froissement comme une transition de type
paramagnetique-ferromagnetique en assimilant le vecteur normal a la surface a un spin.
La phase plate correspond a une phase ordonnée ou les normales sont en moyenne alignées
tandis que la phase froissée correspond a une phase désordonnée. Cependant, les normales
a une surface de métrique “gelée” sont des spins un peu particuliers dans la mesure ou
ce ne sont pas des variables indépendantes. Plus précisément, dans le cas des membranes
polymérisées, on peut montrer qu’il existe une interaction effective a longue portée qui

correle les normales a la surface.

=

iy,

iy,
P % (x6)

X

K

Fig. 1: En haut: pliage du réseau triangulaire. En bas a gauche: exemple
de configuration de pliage bidimensionnel (les plis sont indiqués en gras); a
droite: les regles locales de pliage sélectionnent 11 environnements possibles
pour chaque hexagone élémentaire.

Ce phénomene apparait sous sa forme la plus simple dans le probleme du pliage bidi-
menstonnel du réseau triangulaire, qui consiste a replier ce réseau sur lui méme le long de
ses arétes (les triangles sont indéformables, voir figure 1). La normale a chaque triangle
peut alors prendre deux valeurs +1 ou —1 (spins d’Ising), mais ces valeurs sont fortement
corrélés par les contraintes géométriques et les plis (qui sont les frontieres de domaines
entre spins opposés) se propagent a U'infini (ou pour un réseau fini d’un bord a l'autre du

réseau). Le probléme consiste alors dans un premier temps a caractériser les états de pliage
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et a les énumérer. Avec P. Di Francesco, nous avons d’abord pu montrer (publication 16)

que le nombre de pliages se calcule exactement (de maniére asymptotique) en montrant
que le probleme du pliage coincide en fait avec celui du coloriages des liens du réseau par
trois couleurs devant rester distinctes autour de chaque triangle, un probleme soluble par
ansatz de Bethe. Par la suite nous avons développé une extension du méme probleme
ou le pliage du réseau triangulaire s’effectue maintenant dans ’espace tridimensionnel

(publication 18), un modele devant permettre de décrire le froissement des membranes

polymérisées dans l'espace a trois dimensions. Notre travail a consisté d’abord a trouver
une discrétisation simple de l’espace 3d qui convienne au probleme de pliage. Un choix
convenable consiste a ne plier le réseau triangulaire que dans la direction des faces d'un
octaedre régulier. Ceci correspond a discrétiser I’espace 3d en un réseau cubique faces
centrées. Les regles de pliage s’obtiennent alors en regardant les pliages possibles d’un
hexagone élémentaire (formé de 6 triangles) sur le réseau CFC. Notre travail a consisté a
identifier ces pliages et a savoir les caractériser en termes simples (du méme ordre que la
caractérisation du probleme précédent en termes de tricoloriage des arétes) et utilisables
notamment dans des simulations numériques. Ceci a été fait grace a I'utilisation des pro-
priétés du groupe tétraédral qui intervient naturellement dans ce probleme. Des bornes
rigoureuses sur ’entropie de froissement ont par ailleurs été obtenues.

e Diagrammes de phases

Au dela de I’énumération des configurations de pliages, une énergie de courbure
peut étre introduite dans ces modeles discrets sous la forme d’un simple couplage fer-
romagnétique entre spins voisins (c’est a dire entre normales voisines). Se pose alors la
question du diagramme de phase en fonction de ’énergie de courbure. Une premiere ap-
proche consiste a calculer I’énergie libre de ces systemes par matrice de transfert pour des
bandes de taille finie et a extrapoler a la limite des tailles infinies. Dans le cas du pliage

bidimensionnel, nous avons ainsi établi un diagramme de phase complet (publication 17)

qui prévoit une transition de repliement du premier ordre.

Une autre méthode approchée particulierement efficace est la méthode CVM (Cluster
Variation Method). En effet, toutes les contraintes géométriques qui apparaissent dans les
problemes de pliage du réseau triangulaire peuvent étre exprimées de maniere locale sur
les hexagones élémentaires formés de six triangles voisins sur le réseau (c’est le chevauche-
ment de ces hexagones qui induit des corrélations non-locales par la propagation de ces
contraintes). On peut alors fabriquer une énergie libre variationnelle dont les parametres

sont les probabilités de rencontrer chacune des configurations hexagonales autorisées, en

9



nombre en général assez restreint. La méthode variationnelle consiste alors a minimiser

I’énergie libre par rapport a ces parametres. Nous avons ainsi obtenu des diagrammes de

phases pour le cas du pliage tridimensionnel (publication 27): le repliement de la mem-
brane s’effectue dans ce cas a travers deux transitions, I’une continue et ’autre discontinue,
séparant trois phases de symétries différentes (octaédrale, tétraédrale et planaire). Nous

avons également étudié par la méme méthode les pliages bidimensionnel (publication 25) et

tridimensionnel (publication 32) en présence de désordre gelé pour la courbure, décrivant

par exemple une situation ol un premier pliage aléatoire aurait créé des plis irréversibles
dans la membrane. Nous avons obtenu dans ce cas une transition vers une phase gelée du
systeme a grande rigidité.

e Pliabilité des réseaux aléatoires

Pour étendre cette étude au cas d’une membrane fluide, il est naturel de considérer
le probleme du pliage de triangulations aléatoires, ou la connectivité (nombre de triangles
autour d’un noeud du réseau) est variable. Avant méme de compter les pliages de tels
objets se pose la question de leur pliabilité: on montre facilement que les triangulations
pliables a deux dimensions sont les triangulations dites eulériennes pour lesquelles chaque
noeud a autour de lui un nombre pair de triangles. Le probleme du pliage met ici en
lumiere un phénomene qui apparaitra également dans les sections relatives aux méandres
et a la combinatoire des graphes, a savoir la sensibilité d’un certain nombre de problemes a
fortes contraintes géométriques (ici le pliage) a la classe des graphes aléatoires sur lesquels
on moyenne (ici I’“eulérité” des triangulations).

Le probleme du comptage des triangulations pliables a une formulation mathématique
simple en termes d’intégrales matricielles dont le développement diagrammatique recon-
struit précisément les triangulations eulériennes. Le probleme est équivalent au tricolo-
riage des noeuds de la triangulation par trois couleurs devant rester distinctes pour
les trois sommets de chaque triangle. Nous avons résolu entierement ce probleme,
de nature essentiellement combinatoire, d’abord par les techniques d’intégrales ma-

tricielles (publication 31) puis par des techniques purement combinatoires développées

tout récemment (publication 44) et ramenant les problemes d’énumération de graphes a

des problemes de comptage d’arbres décorés, comme expliqué dans la section 7.
Pour pouvoir décrire tous les pliages (pas seulement la pliabilité), il faut colorier a la

fois les noeuds et les arétes du réseau, un probleme encore ouvert.
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5. MEANDRES ET GAZ DE BOUCLES (publications 19-22,24,33,36,37,39,40)

¢ Pliage auto-évitant et méandres

La prise en compte des contraintes d’auto-évitement dans les problemes de pliages
est extrémement complexe et ce probleme reste tres mal compris a ce jour. Déja a une
dimension, le comptage des repliements auto-évitants d’une chaine de maillons sur elle
méme (une image facile a retenir est celle d’'une bande de timbres-poste repliée sur elle-
méme) n’est pas résolu. C’est a ce probleme que nous nous sommes attaqués en 1995 pour

finalement trouver une solution asymptotique en 1999 (publication 39).

,'/ \\\ RS /,/"’7;‘\\\\
/ | riviere "
' v A
‘\\ l \\ I ‘/ \\ “

i

'

v
\

circuit

Fig. 2: Une configuration de pliage compact (a gauche) d’une chaine fermée
et le méandre associé (& droite), obtenu en traversant la chaine par une ligne
fermée (en pointillés) et en la dépliant en une ligne droite (riviere), la ligne
en pointillés formant le circuit.

Dans le cas du pliage compact d’une chaine fermée (la bande de timbres est repliée
sur un seul timbre), une configuration de pliage peut étre interprétée comme un méandre,
c’est-a~-dire comme la configuration d’un circuit fermé ne se croisant jamais lui-méme, et
traversant une riviere (un exemple est donné sur la figure 2).

Le probleme de I’énumération des pliages auto-évitants d’une chaine est donc ra-
mené au probleme des méandres, qui consiste a estimer le nombre M, de configura-
tions topologiquement inéquivalentes d’un circuit fermé traversant une riviere en n ponts.
Ce probleme, qui remonte a plus d’un siecle, a connu tres peu de développements. Sa
réexpression dans le langage qui nous intéresse ici de la physique des polymeres nous a
permis de le replacer dans le cadre des phénomenes critiques et en particulier d’introduire
des variables d’échelle (comme ’enroulement de la chaine) bien adaptées a la description

de ses propriétés statistiques. Tous ces aspects sont discutés dans la publication 19 ou
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certaines variantes du probleme sont résolues: en particulier le modele est naturellement
étendu au cas de plusieurs circuits, avec un poids ¢ par circuit. Lescas ¢ =1, ¢ = —1 et
q — oo sont solubles exactement, tandis que les méandres correspondent & ¢ — 0. Une
version du probleme comme intégrale de matrices aléatoires, due a Kazakov et Kostov, est
également présentée et discutée.

L’extension des méandres au cas de plusieurs circuits permet de connecter le probleme
au propriétés de I'algebre de Temperley-Lieb, elle méme connectée a la théorie des noeuds et
au coeur des modeles intégrables sur réseaux. Dans ce cadre, nous avons obtenu quelques
résultats exacts comme des regles de somme, et surtout le calcul du déterminant d’une
matrice codant le nombre de composantes connexes du méandre (le nombre de circuits)

(publication 21).

Notre approche du sujet a également consisté en une étude numérique poussée du
probléeme permettant a la fois de confirmer la validité de I’hypothese des lois d’échelle

et de déterminer numériquement les exposants critiques correspondants (publication 22).

Ces résultats ont également été réanalysé dans un développement systématique a grand
q des diverses quantités intéressantes. Par exemple, I'entropie R(q) comptant le nombre
de méandres a n ponts dans la limite des grands n (ce nombre croit comme R(q)™) a pu
étre calculée jusqu’a l'ordre 18 en 1/¢, donnant des résultats tout a fait fiables jusqu’a de

petites valeurs de ¢ (publication 22). Ces calculs nous ont permis de mettre en évidence un

changement de comportement du systeme selon que ¢ est plus grand ou plus petit qu'une
valeur critique ¢. (avec g. ~ 1.7).

e Gaz de boucles sur réseaux aléatoires

Un chemin hamiltonien dessiné sur un réseau est un chemin qui passe une fois et une
seule par tous les nceuds du réseau. En tant que tels, les chemins hamiltoniens peuvent étre
utilisés pour modéliser un polymere auto-évitant replié dans un espace a deux dimensions et
remplissant tout I’espace. De maniere plus théorique, le probleme des chemins hamiltoniens
correspond au cas particulier n — 0 du modele O(n) dans sa phase “compacte” (fully
packed O(n) model). Il est intéressant de noter que le cas n = 2 du méme modele sur
réseau triangulaire est équivalent au tricoloriage des arétes du réseau triangulaire qui,
comme nous ’avons vu dans la section 4, décrit le pliage bidimensionnel de ce réseau.

Sur le réseau régulier, la contrainte de compacité fait que le modele a des propriétés
différentes du modele O(n) traditionnel. Cette différence se traduit par un changement
¢ — c+1 de la charge centrale du modele, qui implique notamment de nouveaux exposants
critiques (voir Blote et Nienhuis, Phys.Rev.Lett. 72 (1994) 1372).
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De maniere générale, on peut se demander ce que devient ce modele quand il est défini
sur des réseaux aléatoires fluctuants, utiles comme nous ’avons vu pour modéliser une
membrane fluide. Il est a noter que, pour n = 0, le probleme des chemins hamiltoniens sur
réseau triangulaire aléatoire est tres proche conceptuellement du probleme des méandres.
En dépliant le chemin pour en faire la riviere, on voit que, plutot que des circuits traversant
cette riviere, on a maintenant un systeme d’arches autour d’elle. C’est sans aucun doute
la résolution asymptotique de ce probleme qui nous a amenés a la solution asymptotique
du probleme des méandres.

Nous avons montré que, de maniere remarquable, le changement ¢ — ¢+ 1 de charge
centrale n’a pas lieu pour des réseaux aléatoires quelconques mais réapparait a condition
que de considérer des réseaux eulériens, c’est a dire avec un nombre pair de faces autour
de chaque vertex (comme nous l’avons vu dans la section 4, ce sont en particulier les
triangulations eulériennes qu’il faut considérer pour décrire correctement les pliages de
membranes).

Ce résultat est d’une part corroboré par une étude du cas n = 0 des chemins Hamil-

toniens. Ce modele est résolu exactement (publication 33) dans le cas de triangulations

aléatoires quelconques, et numériquement (publication 36) dans le cas de triangulations

eulériennes. Le changement de charge centrale (¢ = —1 au lieu de ¢ = —2) a bien lieu dans
ce dernier cas, ce qui se traduit par ’apparition d’'un exposant entropique irrationnel pour
le nombre de configurations H,, ~ R"/n =2 avec v = —(1 + /13)/6.

Nous avons par la suite confirmé ce résultat dans le cas n = 1 en montrant que le
modele sur réseau eulérien peut alors étre rendu équivalent a un modele résolu de matrices
aléatoires (décrivant un point critique du modele a six vertex) et qui a précisément la

charge centrale et les exposants voulus (publication 37).

e Solution asymptotique au probleme des méandres

Elargie au probleme des méandres, ’analyse ci-dessus des gaz de boucles compactes
sur réseaux aléatoires nous a permis d’identifier le probleme des méandres comme étant la
version “gravitationelle” d’un modele de gaz de boucles compactes sur le réseau régulier,
le modele FFPL? qui possede deux systemes de boucles en coexistence. Cette identification
nous a permis en particulier de donner la valeur ezacte de I’exposant critique de configura-

tion o = (29 + v/145) /12 des méandres (publication 39), qui caractérise le comportement

asymptotique du nombre de méandres & grand n (M, ~ R™/n®), ainsi que celles des ex-
posants critiques de configuration pour de nombreuses autres géométries (plusieurs rivieres,

riviere avec source, avec branchement , ...).
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Seuls certains ce ces exposants avaient été estimés numériquement auparavant et nos
résultats appelaient donc a une étude numérique plus systématique pour confirmer nos

prédictions. Nous avons procédé a cette étude numérique (publication 40), utilisant de

nouveaux algorithmes plus performants (matrice de transfert sur des systémes d’arches)
et simulant les géométries non encore étudiées pour lesquelles nous avions des prédictions.
Dans tous les cas, nous avons obtenu un accord parfait des résultats numériques avec nos

prédictions théoriques.

6. RESEAUX SEMI-ALEATOIRES (publications 38,41,42)

e Gravité lorentzienne .

time

-
Y

space

Fig. 3: Exemple de triangulation aléatoire “lorentzienne”, c’est a dire orga-
nisée en couches dans la direction du temps

Dans leur version discrétisée, les modeles de gravité quantique bidimensionnelle
utilisent des triangulations aléatoires. Un cas particulier de tels modeles est celui de la
gravité dite “lorentzienne”, introduite par Ambjorn et Loll (Nucl. Phys. B 536 (1998)
407) et obtenue en demandant que la triangulation aléatoire s’organise en couches de tri-
angles a temps constant (voir figure 3). Cette organisation en couche permet alors I’emploi
de matrices de transfert pour étudier la statistique du probleme. En introduisant, outre le
poids t par triangle, un poids a associé a la courbure intrinseque de la triangulation, nous

avons montré (publication 38) que le probleme devenait intégrable (c’est a dire que la ma-

trice de transfert 7'(¢,a) commute avec les matrices T'(#,a’) sur une ligne de parametres
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F(t',a',t,a) = 0), ce qui permet de résoudre explicitement le probleme. Nous avons
également montré qu’il existait une correspondance directe entre gravité Lorentzienne avec
courbure intrinseque et chemin Brownien avec courbure extrinseque, ce qui permet de re-
lier un certain nombre des propriétés statistiques respectives de ces deux problemes. Par
exemple, la corrélation de boucles du probleme gravitationnel est reliée aux probabilités
de grandes excursions du chemin Brownien.

Nous avons par la suite généralisé le modele en permettant la présence de fluctuations
de type “bébés univers”, controlées par une fugacité (3, au sein de chacune des couches

(publication 41). Par des techniques de matrice de transfert et d’intégrale fonctionnelle,

nous avons montré que ce modele possede une transition de phase a 3 = 1, valeur au dela
de laquelle il y a prolifération des “bébés univers” dans chacune des couches, résultant en
un découplage effectif de ces différentes couches. Pour 3 < 1, nous avons également montré
que le probleme était décrit dans sa limite continue par une équation de Schrodinger pour
le Hamiltonien dit de Calogero (potentiel en 1/r?), dont la diagonalisation explicite nous
a permis le calcul de toutes les observables intéressantes du probleme. Cette étude révele
en outre un lien remarquable de ce probleme avec les noyaux autosimilaires par groupe de
renormalisation fonctionnel (étudiés par exemple dans le contexte du mouillage critique).
Ce lien, qui se comprend aisément pour = 0 par équivalence avec un chemin Brownien
mentionnée plus haut, est plus inattendu pour g # 0.

¢ Réseaux semi-aléatoires

La gravité quantique lorentzienne utilise une modélisation discrete sous forme de
réseaux qui sont aléatoires dans la direction d’espace mais organisés en couches régulieres
dans la direction de temps. Plus généralement se pose la question de I’étude des réseaux
semi-aléatoires avec un certain nombre, d, de dimensions aléatoires et un nombre D de
dimensions régulieres. Pour le cas d = 1, D quelconque, nous avons mis en évidence une

relation d’inversion (publication 42) qui permet de relier le probléme a celui d’objets durs

sur les D dimensions régulieres, probleme en général beaucoup plus facile a résoudre et
dont il existe beaucoup de versions résolues dans la littérature. Comme application prin-
cipale, cette équivalence avec des objets durs nous a permis de résoudre exactement une
multitude de problemes de réseaux semi-aléatoires a 1 4+ 1 dimensions (incluant le gravité
Lorentzienne bidimensionnelle usuelle) et de construire des réseaux multicritiques (c’est

a dire de dimension fractale plus élevée) utilisant, outre des triangulations, des pavages
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avec des objets de taille plus grande. La classification des théories gravitationelles multi-
critiques que nous avons obtenue dans le cas lorentzien est tout a fait comparable a celle
de la gravité bidimensionnelle ordinaire.

Cette technique d’inversion nous a également permis de donner la premiere solution
exacte d'un probleme de gravité Lorentzienne a trois dimensions, basée sur I’équivalence

avec le probleme des hexagones durs a deux dimensions (publication 42).

7. COMBINATOIRE DES GRAPHES ALEATOIRES (publications 43-49)

e Objets durs sur réseaux aléatoires

L’étude des gaz de boucles compactes sur réseaux aléatoires nous a montré qu’un
certain nombre de problemes a fortes contraintes géométriques donnent lieu a des points
critiques dont la classe d’universalité est liée au réseau sous-jacent. En d’autres termes,
le résultat dépend de la classe de réseaux sur lesquels on moyenne. Un autre exemple qui
nous a intéressé est celui des objets durs (nom générique pour des modeles de particules sur
réseau qui excluent leurs plus proches voisins) & deux dimensions. Nous avons résolu ex-
actement plusieurs versions de ce probleme sur réseaux aléatoires incluant, outre le modele
simple a une particule, un modele a deux types de particules. Nous avons montré que dans
tous ces cas, c’est la coloriabilité des réseaux sous-jacents qui détermine le diagramme
de phase et la classe d’universalité des points de transitions. Dans le cas du modele a
deux particules, le diagramme de phase sur réseaux aléatoires bi-coloriables présente en
particulier la physique d’un point de cristallisation tricritique (point de rencontre d’une
transition du premier ordre et d’une transition du second ordre), alors que la transition de
cristallisation disparait pour des réseaux non bi-coloriables. Ces résultats sont rassemblés

dans la publication 43.

e Combinatoire des graphes planaires

Comme nous ’avons vu, les réseaux aléatoires fournissent ’archétype de discrétisation
de surfaces aléatoires, a la fois en gravité quantique a deux dimensions et pour la physique
des membranes. Dans leur version duale, ces réseaux ne sont rien d’autre que des graphes
de topologie fixée, par exemple planaire. L’ énumération des graphes planaires est un sujet
classique de combinatoire motivé a l'origine par le célebre probleme des quatre couleurs
pour le coloriage des cartes. En physique, le méme probléme combinatoire est apparu

dans le contexte du développement perturbatif des théories de jauge SU(N), dont les
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diagrammes de Feynman dominants a grand N correspondent précisément a des graphes
planaires.

Jusqu’a présent, la solution la plus efficace au probleme reposait sur des méthodes
d’intégrale matricielle, qui nécessitent une technicité certaine et cachent en partie la na-
ture combinatoire du probleme. Nos travaux ont consisté a développer une méthode
d’énumération purement combinatoire, inventée par G. Schaeffer (Electron.J.Combin 4
(1997) R20) et basée sur une équivalence entre graphes planaires et des graphes en arbres

décorés de maniere appropriée.

‘G

Qgﬁ

(@ (b)

Fig. 4: Un graphe planaire (a) peut étre découpé en un arbre “bourgeon-
nant” (b). La correspondance est biunivoque

Dans la publication 45, nous avons considéré le probleme le plus général du dénombrement
des graphes planaires avec un poids différent selon les différentes valences (nombre de
voisins) possibles des vertex. Nous avons montré comment retrouver la solution du modele
a une matrice pour ce probleme, sous exactement la méme forme, de maniere purement
combinatoire en établissant une bijection entre les graphes et des arbres dits “bourgeon-
nants”, faciles a énumérer. L’idée consiste a découper chaque graphe pour obtenir un arbre,
tout en plagant des bourgeons permettant a la fin de reconstruire le graphe de départ (voir
figure 4). Une telle bijection était connue dans le cas, beaucoup plus simple, des graphes
a vertex de valences uniquement paires. Nous avons généralisé cette bijection au cas de
valences arbitraires et fait ainsi le lien direct avec le modele a une matrice, révélant en
particulier le sens combinatoire d’un certain nombre de quantités rencontrées dans le calcul
par modele de matrice.

Des techniques combinatoires similaires sont utilisées dans la publication 44 pour

énumérer des triangulations planaires dont les vertex sont tricoloriés, qui ne sont rien
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d’autre que les triangulations eulériennes ou pliables. L’introduction de couleurs, qui était
difficile dans ’approche par modele de matrice, devient relativement simple dans I’approche
combinatoire, qui mene sans grande difficulté au résultat.

Dans la publication 46, nous franchissons une nouvelle étape en généralisant I’approche

combinatoire bijective au cas de graphes sur lesquels “vivent” des modeles statistiques, avec
interactions entre voisins. Le cas que nous considérons est un des modeles de particules
dures décrits plus haut (résolu alors par modele de matrice). Nous montrons comment
la méthode bijective combinatoire peut étre appliquée, un résultat a priori surprenant car
le découpage des graphes en arbres fait que des points voisins sur le graphe deviennent
déconnectés sur ’arbre correspondant. Nous retrouvons ainsi les résultats du modele de
matrice et éclaircissons la nature combinatoire de la solution.

eStatistique des distances sur réseaux aléatoires

La méthode de résolution combinatoire étant completement nouvelle, elle devrait per-
mettre d’obtenir un certain nombre de résultats nouveaux inaccessibles par les méthodes
précédentes.

Un premier exemple concerne la statistique des distances géodésiques sur des graphes
aléatoires. Par distance géodésique, on désigne la nombre minimal de liens séparants deux
noeuds du réseau. Le découpage d’un graphe planaire en arbre bourgeonnant permet
de garder en mémoire la distance géodésique a une origine (un point arbitraire sur le
graphe). Nous avons donc pu calculer exactement le nombre de graphes avec deux points
marqués a distance géodésique fixée, et ce dans le cas général des graphes a valence paires

(publication 47). De maniere remarquable, la solution explicite du probleme fait apparaitre

des expressions de type “solitons”, suggérant une structure intégrable sous-jacente. Par
passage a la limite continue, nous obtenons ainsi la valeur de la fonction a deux points sur
une surface aléatoire en fonction de la distance géodésique entre ces deux points le long
de la surface. Ceci est fait dans le cas dit de gravité pure (qui est la limite générique des
surface aléatoires) mais également pour les surfaces dites multicritiques qui peuvent étre

obtenues en ajustant les poids associés aux différentes valences des noeuds.

Dans le cas des triangulations eulériennes ou des quadrangulations, il existe une autre
bijection entre ces graphes et des arbres dit “bien étiquetés”, portant des labels entiers
positifs sur les noeuds variant d’au plus une unité d’un noeud a son voisin. Ces labels ne
sont rien d’autre que la distance géodésique a un point de référence sur le graphe associé. Le

dénombrement d’arbres bien étiquetés permet d’avoir acces a la statistique du nombre de
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points sur le graphe a une distance donnée d’un point de référence, par exemple le nombre

de voisins immédiats, de seconds voisins, etc... Nous avons dérivé dans la publication 49 un

certain nombre d’expressions explicites pour la statistique du nombre de voisins d’un point
donné dans une triangulation eulérienne ou une quadrangulation aléatoires (par exemple
la probabilité d’avoir m noeuds voisins et/ou m’ arétes voisines).

Les arbres bien étiquetés peuvent étre vus comme la version discrete de processus de
branchement diffusant a une dimension, le label jouant le role de la position dans ’espace
de plongement. De tels processus sont considérés en mathématiques sous le nom d’ISE
(Integrated SuperBrownian Excursion). Par exemple, on peut imaginer une population
se reproduisant et diffusant a une dimension. Une question naturelle est de calculer la
probabilité que cette population reste confinée dans un segment, c’est a dire n’en atteigne

jamais les bords. Cette probabilité est calculée dans la publication 48. Dans la limite

continue, elle prend la forme remarquable d’une fonction g de Weierstrass.

8. PERSPECTIVES

Une direction qui semble aujourd’hui tres prometteuse est le développement des tech-
niques combinatoires bijectives basées sur I’énumération d’arbres décorés.

Contrairement aux méthodes combinatoires plus anciennes (par exemple récursives)
les approches bijectives font apparaitre des quantités qui semblent tres liées a celles ren-
contrées dans les modeles de matrices. Par exemple, les fonctions de partition a distance
géodésique fixée des méthodes combinatoires et celles a genre fixé des modeles de matrice
ont une structure tres similaire. Toutes ces similitudes manifestes sont encore & comprendre
et la comparaison croisée des deux techniques semble assez prometteuse.

L’application de ces techniques aux gaz de boucles sur réseaux aléatoires serait, si elle
était mise en ceuvre (est-ce possible?) probablement treés riche d’enseignement.

Les propriétés remarquables des méandres (en particulier 'apparition d’exposants
irrationnels) semblent pouvoir se généraliser dans le cadre plus général de la statistique

des nceuds. La encore, les méthodes combinatoires devraient avoir leur mot a dire.
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